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前　　言 　◎

极值问题历来是数学竞赛中的热点问题之一，而组合极值则是极值问
题中的一个难点．
所谓组合极值，是指其函数自变量的取值为自然数或整数，或者问题涉

及集合、子集与元素等一些离散的变量，要求在特定条件（未必是变量满足
的等式或不等式，它常常是变量具有的某种性质）下，求出有关量能达到的
最大值或最小值．
从问题结构上看，组合极值包括这样两个方面：论证与构造．“论证”是

论证某种量满足某个不等式或论证某些对象具有某种性质，“构造”是构造
一组合乎题设条件的对象或构造使命题论断不成立的反例．这两个方面无
论是从思考问题的角度还是从处理问题的方式上往往都有着较大的差别，
而且两者都需要灵活的思路、丰富的想象与创造性的构想，因而它常常是数
学竞赛考察的重点．
从极值对象的类型上看，组合极值可分为“和积型”极值和“参数型”极

值．所谓“和积型”极值，是指求极值的函数的表现形式是“和”或“积”的形
式，本书前５单元介绍的就是求这种类型极值的５种常用方法．所谓“参数
型”极值，是指求极值的对象或问题涉及某个参数，这种极值的主要特点是
没有确定的待求极值的函数表达式，本书后８单元介绍的就是求这种类型极
值的８种常用方法．
对于“参数型”极值，根据问题的提法不同，又可分为“存在参数型”极值

与“全范围参数型”极值．所谓“存在参数型”极值，是指参数ｋ具有这样的性
质：存在某些与ｋ有关的对象具有性质ｐ．此时，其“论证”是要证明：如果ｋ
＞ｋ０（或ｋ＜ｋ０），则任何合乎题设条件的对象都不具有性质ｐ，由此得到不等
式ｋ≤ｋ０（或ｋ≥ｋ０）．其“构造”是对ｋ＝ｋ０，构造一个具有性质ｐ的合乎题设
条件的对象．简言之，是“论证用于不等式，构造用于等式”．所谓“全范围参
数型”极值，是指对任何合乎题设条件的对象，参数ｋ都具有某种性质ｐ．此
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◎　　 组合极值· 论证与构造

时，其“构造”是要解决这样的问题：如果ｋ＞ｋ０（或ｋ＜ｋ０），则存在合乎题设
条件的对象使ｋ不具有性质ｐ，从而得到关于ｋ的一个不等式ｋ≤ｋ０（或ｋ≥
ｋ０）．而其“论证”则是证明ｋ＝ｋ０时，ｋ确实具有性质ｐ．简言之，是“论证用于
等式，构造用于不等式”．读者在阅读这两类问题时要注意它们在解题手法
上的区别．
本书各单元虽有联系，但又相对独立，阅读时未必要遵循单元的先后顺

序，可以先阅读自己感兴趣的部分，一些难度较大的问题也可先跳过去，待
对书中所述方法有比较全面的把握时，再回过头来解决先前遗留的问题．每
个单元都配有习题，一般可采用相应单元介绍的方法求解，书后附有解答以
供查对．但读者不必囿于书中的方法，应尽量提出自己独特的创造性的
见解．
本书可供高中学生、师范院校数学系师生和广大奥林匹克数学爱好者

阅读．
限于作者水平，书中谬误难免，敬请读者不吝指正．

冯跃峰

２００４年８月
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目　　录 　◎

１ 不等式控制 ００１

２ 累次极值 ００６

３ 局部调整 ０１２

４ 对称处理 ０２０

５ 磨光变换 ０２５

６ 间距估计 ０３２

７ 划块估计 ０３５

８ 猜想与反证 ０４４

９ 整体估计 ０５１

１０ 参数估计 ０５７

１１ 算两次 ０６４

１２ 缩小包围圈 ０７１

１３ 考察特例 ０７７

　

　　习题解答 ０８９

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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１　不等式控制 　◎

组合极值的一个显著特点，就是其约束条件或所求的极值的函数式较
复杂．所谓不等式控制，就是对约束条件或极值函数进行放缩，使条件与极
值函数之间的联系趋于明显．通过放缩，使问题接近于一种标准形式：在

ｆ（ｘ，ｙ）＝０下，求ｕ＝ｇ（ｘ，ｙ）的最值，从而将组合极值化归为一般的极值
求解．
不等式控制，通常有两种方式：一是对约束条件进行放缩，使隐蔽的约

束条件明显化；二是对极值函数进行放缩，使复杂的函数式简单化．
例１　设ｍ个互异的正偶数与ｎ个互异的正奇数的和为１９８７，求３ｍ＋

４ｎ的最大值．（第２届ＣＭＯ试题）
分析与解　本题的难点在于约束条件较复杂，可先利用不等式将其化

简，进而将其放缩到出现目标函数式．
设题给的ｍ个正偶数为ａ１，ａ２，…，ａｍ，ｎ个正奇数为ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ，

则

（ａ１＋ａ２＋…＋ａｍ）＋（ｂ１＋ｂ２＋…＋ｂｎ）＝１９８７． ①

注意到极值函数是关于ｍ、ｎ的函数，而在约束条件中，ｍ、ｎ仅作为各
变量的下标．于是，应将①中对ａ１，ａ２，…，ａｍ 及ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ的约束转化
为对ｍ、ｎ的约束．
因为ａ１，ａ２，…，ａｍ 与ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ是互异的正偶数与正奇数，所以

１９８７＝（ａ１＋ａ２＋…＋ａｍ）＋（ｂ１＋ｂ２＋…＋ｂｎ）　　　　

≥（２＋４＋６＋…＋２ｍ）＋（１＋３＋…＋２ｎ－１）

＝ｍ２＋ｎ２＋ｍ． ②

注意到我们的目标是：３ｍ＋４ｎ≤Ａ（常数）的形式，呈现Ｃａｕｃｈｙ不等式
结构，所以应将②的右边配方，化为“平方和”．从而
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◎　　 组合极值· 论证与构造

１９８７＋１４≥ ｍ＋（ ）１２
２

＋ｎ２，

１９８７＋（ ）１４ （３２＋４２）≥（３２＋４２） ｍ＋（ ）１２
２

＋ｎ［ ］２

≥ ３ｍ＋（ ）１２ ＋４（ ）ｎ ２
，

所 以 ３ｍ ＋ ３
２ ＋ ４ｎ ≤ ５ １９８７＋槡 １

４
， 所 以 ３ｍ ＋ ４ｎ ≤

５ １９８７＋槡 １
４－［ ］３２ ＝２２１．

下面构造一组数，使不等式成立等号．先找（ｍ，ｎ），使３ｍ＋４ｎ＝２２１．
此不定方程有多个解，但为了使（ｍ，ｎ）满足②，应使相应的偶数和奇数

都尽可能小，这就要求ｍ与ｎ充分接近．通过试验，得到ｍ＝２７，ｎ＝３５时，

３ｍ＋４ｎ＝２２１，且ｍ２＋ｎ２＋ｍ＝１９８１＜１９８７，满足②．
取最小的２７个正偶数为ａ１＝２，ａ２＝４，…，ａ２７＝５４，最小的３５个正

奇数为ｂ１＝１，ｂ２＝３，…，ｂ３４＝６７，ｂ３５＝６９，则

（ａ１＋ａ２＋…＋ａ２７）＋（ｂ１＋ｂ２＋…＋ｂ３５）＝１９８７－６，

再将ｂ３５修改为：６９＋６＝７５，得（ａ１＋ａ２＋…＋ａ２７）＋（ｂ１＋ｂ２＋…＋ｂ３５）＝
１９８７．
综上所述，３ｍ＋４ｎ的最大值为２２１．
注　本例解题的关键，是将①式化为②式，而后面利用Ｃａｕｃｈｙ不等式

则不是本质的．实际上，得到②式后，求３ｍ＋４ｎ的极值也可用三角代换：

由②，可令ｒ＝ ｍ＋（ ）１２
２

＋ｎ槡 ２，ｍ＝－１２＋ｒｃｏｓθ
，ｎ＝ｒｓｉｎθ，

则３ｍ＋４ｎ＝３ｒｃｏｓθ＋４ｒｓｉｎθ－３２ ＝５ｒｓｉｎ
（θ＋ｔ）－３２ ≤５ｒ－

３
２ ≤

５ １９８７＋槡 １
４－

３
２
（下同）．

例２　设ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ∈Ｒ＋，∑
ｎ

ｉ＝１

１
ｘｉ＝Ａ

（常数），对给定的正整数ｋ，

求∑ １
ｘｉ１＋ｘｉ２＋…＋ｘｉｋ

的最大值．其中求和对１，２，…，ｎ中的所有ｋ 元

数组（ｉ１，ｉ２，…，ｉｋ）进行．
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１　不等式控制 　◎

分析与解　本题的难点在于目标函数较复杂，期望利用不等式将其化

简．由目标函数的结构特征，想到将 １
ｘｉ１＋ｘｉ２＋…＋ｘｉｋ

化为１
ｘｉ１
＋１ｘｉ２

＋…＋

１
ｘｉｋ
以利用条件∑

ｎ

ｉ＝１

１
ｘｉ ＝Ａ．

这恰好符合“倒数型不等式”：１
ａ１＋

１
ａ２＋

…＋

１
ａｋ ≥

ｋ２
ａ１＋ａ２＋…＋ａｋ

的特征．于是，利用“倒数型不等式”，有

１
ａ１＋ａ２＋…＋ａｋ≤

１
ａ１＋

１
ａ２＋

…＋１ａｋ
ｋ２ ．

所以 ∑ １
ｘｉ１＋ｘｉ２＋…＋ｘｉｋ

≤∑
１
ｘｉ１
＋１ｘｉ２

＋…＋１ｘｉｋ
ｋ２

＝１ｋ２∑
１
ｘｉ１
＋１ｘｉ２

＋…＋１ｘｉ（ ）
ｋ
．

考察上式右边“和式”中每个项 １
ｘｉｊ
（ｊ＝１，２，…，ｋ）出现的次数．显然，

１
ｘｉｊ
出现一次，等价于出现一个 １ｘ１

，１
ｘ２
，…，１

ｘ（ ）ｋ 的含１ｘｉｊ 的ｋ 组合．因为含
有１
ｘｉｊ
的ｋ 组合有Ｃｋ－１ｎ－１个，所以１ｘｉｊ

在“和式”中共出现Ｃｋ－１ｎ－１次，所以

１
ｋ２∑

１
ｘｉ１
＋１ｘｉ２

＋…＋１ｘｉ（ ）
ｋ
＝１ｋ２Ｃ

ｋ－１
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１

１
ｘｉ＝

Ａ
ｋ２Ｃ

ｋ－１
ｎ－１．

其中等式在ｘ１＝ｘ２＝…＝ｘｎ＝ｎＡ
时成立．

故∑ １
ｘｉ１＋ｘｉ２＋…＋ｘｉｋ

的最大值为Ａ
ｋ２Ｃ

ｋ－１
ｎ－１．

例３　设Ｐ是体积为１的正四面体Ｔ内（包括边界）的一个点，过Ｐ作４
个平面平行Ｔ的４个面，将Ｔ分成１４块，ｆ（Ｐ）是那些既不是四面体也不是
平行六面体的几何体的体积之和，求ｆ（Ｐ）的取值范围．（第３１届ＩＭＯ备
选题）
解　设Ｐ到正四面体ＡＢＣＤ 的四个面的距离为ｄ１、ｄ２、ｄ３、ｄ４．

令ｘｉ＝ｄｉｈ
，ｈ为正四面体的高．则∑

４

ｉ＝１
ｘｉ＝１．
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◎　　 组合极值· 论证与构造

由于Ｔ分成的１４块中，显然有４个体积分别为ｘ３ｉ 的四面体．此外，还

有４个体积分别为６∏
ｊ≠ｉ
１≤ｊ≤４

ｘｊ的平行六面体（ｉ＝１，２，３，４）．比如，以Ａ出发

的３条棱为３度方向可得一个平行六面体，由对称性可作出４个平行六面
体．于是，

ｆ（Ｐ）＝１－∑
４

ｉ＝１
ｘ３ｉ－６ ∑

１≤ｉ＜ｊ＜ｋ≤４
ｘｉｘｊｘｋ．

显然，ｆ（Ｐ）≥０．

其次，不妨设ｘ１＋ｘ２≤１２
令ｘ１＋ｘ２＝ｔ≤１２

，ｘ１ｘ２＝ｕ≥０，ｘ３ｘ４＝

ｖ≥０由∑
４

ｉ＝１
ｘｉ＝１，有

∑
４

ｉ＝１
ｘ３ｉ ＝（ｔ３－３ｔｕ）＋（１－ｔ）３－３（１－ｔ）ｖ，

∑
１≤ｉ＜ｊ＜ｋ≤４

ｘｉｘｊｘｋ＝（１－ｔ）ｕ＋ｔｖ，

所以 １－ｆ（Ｐ）＝１－３ｔ＋３ｔ２＋３（２－３ｔ）ｕ＋３（３ｔ－１）ｖ

≥１－３ｔ＋３ｔ２＋３（３ｔ－１）ｖ．

（１）若１３＜ｔ≤
１
２
，则

３ｔ－１≥０，１－ｆ（Ｐ）≥１－３ｔ＋３ｔ２≥１４
，

其中等式在ｔ＝１２
，ｕ＝ｖ＝０，即Ｐ为棱的中点时成立．

（２）若０≤ｔ≤１３
，则３ｔ－１≤０，而ｖ＝ｘ３ｘ４≤

（ｘ３＋ｘ４）２
４ ＝

（１－ｔ）２
４

，

所以

１－ｆ（Ｐ）≥１－３ｔ＋３ｔ２＋３（３ｔ－１）·
（１－ｔ）２
４

＝３
（３ｔ２＋１－３ｔ）ｔ

４ ＋１４≥
１
４．

所以，不论哪种情形，都有０≤ｆ（Ｐ）≤３４．

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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１　不等式控制 　◎

又Ｐ为四面体的顶点时，ｆ（Ｐ）＝０；Ｐ 为四面体的棱的中点时，

ｆ（Ｐ）＝３４．

综上所述，ｆ（Ｐ）的取值范围是０≤ｆ（Ｐ）≤３４．

　　习　题　１

１ 设ａ、ｂ、ｃ、ａ＋ｂ－ｃ、ｂ＋ｃ－ａ、ｃ＋ａ－ｂ、ａ＋ｂ＋ｃ是７个两两不同的
质数，且ａ、ｂ、ｃ中有两个数的和是８００．设ｄ是这７个质数中最大数与最
小数的差，求ｄ的最大可能值．（２００１年中国数学奥林匹克试题）

２ 设２ｎ个实数ａ１，ａ２，…，ａ２ｎ，满足条件∑
２ｎ－１

ｉ＝１
（ａｉ＋１－ａｉ）２＝１，求（ａｎ＋１＋

ａｎ＋２＋…＋ａ２ｎ）－（ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ）的最大值．（２００３年西部数学奥林
匹克试题）

３ 设ａ１，ａ２，…，ａｎ是１，２，…，ｎ的一个排列，求Ｓｎ＝｜ａ１－１｜＋｜ａ２－
２｜＋…＋｜ａｎ－ｎ｜的最大值．

４ 设ｘｋ（ｋ＝１，２，…，１９９１）满足｜ｘ１－ｘ２｜＋｜ｘ２－ｘ３｜＋…＋｜ｘ１９９０－

ｘ１９９１｜＝１９９１．令ｙｋ＝ｘ１＋ｘ２＋
…＋ｘｋ

ｋ
（ｋ＝１，２，…，１９９１）．求Ｆ＝

｜ｙ１－ｙ２｜＋｜ｙ２－ｙ３｜＋…＋｜ｙ１９９０－ｙ１９９１｜的最大值．（第２５届全苏
数学奥林匹克试题）

５ 设ｘ１，ｘ２，…，ｘ１９９０是１，２，…，１９９０的一个排列，求Ｆ＝｜…｜｜ｘ１－
ｘ２｜－ｘ３｜－…｜－ｘ１９９０｜的最大值．（第２４届全苏数学奥林匹克试题）

６ 设０＜ｐ≤ａｉ≤ｑ，ｂｉ是ａｉ的一个排列（１≤ｉ≤ｎ），求Ｆ＝∑
ｎ

ｉ＝１

ａｉ
ｂｉ
的

最值．（匈牙利数学奥林匹克试题）
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◎　　 组合极值· 论证与构造

组合极值的一个特点是极值函数中变动的量较多，难于发现函数的变
化趋势．如果我们先冻结若干个变量，即视若干个变量为常数，则其函数的
变化对剩下的变量的依赖关系就趋于明显，由此可比较容易地求出第一次
极值．然后“解冻”原来的变量，进而求出函数的极值．
冻结变量一般有两种方法：一是冻结一个变量，它通常用于求三元函数

的极值：对于三元函数ｆ（ｘ，ｙ，ｚ），若固定变量ｚ，则函数可看成是关于ｘ、

ｙ的二元函数．在此基础上求出二元函数的极值Ｇ（ｚ），再视ｚ为变量，对
Ｇ（ｚ）求极值．它的基本思路是：

ｕ＝ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｇ（ｘ，ｙ）≤Ｇ（ｚ）≤Ｃ．

但在有的情况下，Ｇ（ｚ）的表达式是一种分段函数，则上述思路又可表示为

ｕ＝ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｇ（ｘ，ｙ）≤Ｇ（ｚ）＝
Ｇ１（ｚ），（ｚ∈Ａ）

Ｇ２（ｚ），（ｚ∈Ｂ
烅
烄
烆 ）

≤
Ａ１，（ｚ∈Ａ）

Ａ２，（ｚ∈Ｂ
烅
烄
烆 ）ｕ≤ｍａｘ

｛Ａ１，Ａ２｝．

特别地，如果ｇ（ｘ，ｙ）≤Ｇ（ｚ）≤Ｃ中的等式不同时成立，则固定ｚ的取
值时，须分类处理（单独讨论ｚ的若干特殊取值）．其基本思路为：

ｕ＝ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝

ｇ１（ｘ，ｙ） （ｚ＝ｚ１）
…… ……

ｇｋ（ｘ，ｙ） （ｚ＝ｚｋ）

ｇ（ｘ，ｙ） （ｚ∈Ａ

烅

烄

烆 ）

≤

Ｇ１ （ｚ＝ｚ１）
…… ……

Ｇｋ （ｚ＝ｚｋ）

Ｇ（ｚ）≤ＧＡ （ｚ∈Ａ

烅

烄

烆 ）

ｕ≤Ｇ，其中Ｇ＝ｍａｘ｛Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｋ，ＧＡ｝．

二是冻结多个变量，它通常用于求多（超过３）元函数的极值：在多元函
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２　累次极值 　◎

数的解析式中，选择其中一个字母为主变元，冻结其他的所有变元，则函数
变为一元函数ｆ（ｔ）．至此，先求出ｆ（ｔ）的极值点ｆ（ｔ０），再对ｆ（ｔ０）冻结变元
（因为ｆ（ｔ０）是关于其他变元的函数），又化为一元函数求解．如此下去，直至
求出函数的极值．
从实质上看，累次极值就是放缩法，只是放缩方式是采用固定变量逐步

消元．
我们先看一个求一般函数的极值的例子．
例１　设ｘ、ｙ、ｚ为非负实数，ｘ＋ｙ＋ｚ＝１，求Ｆ＝２ｘ２＋ｙ＋３ｚ２的

最值．
解　首先，采用代入消元，有ｙ＝１－ｘ－ｚ，所以

Ｆ＝２ｘ２＋１－ｘ－ｚ＋３ｚ２　　　　

＝２ｘ－（ ）１４
２

＋３ｚ－（ ）１６
２

＋１９２４

≥１９２４．

又Ｆ １
４
，７
１２
，（ ）１６ ＝１９２４

，所以Ｆ的最小值为１９２４．

下面用求累次极值的方法求Ｆ的最大值．固定变量ｚ，则ｘ＋ｙ＝１－
ｚ（常数）．
对Ｆ＝２ｘ２＋ｙ＋３ｚ２，因为ｚ为常数，所以只须求２ｘ２＋ｙ＝Ａ的最大值，

其中ｘ＋ｙ＝１－ｚ．为叙述问题方便，令１－ｚ＝ｔ，则ｘ＋ｙ＝ｔ，０≤ｘ，ｙ≤
ｔ≤１，ｔ为常数．
因为Ａ＝２ｘ２＋ｙ＝２ｘ２＋ｔ－ｘ（代入消元），注意到０≤ｘ≤ｔ≤１，而

二次函数的开口向上，顶点处不是最大值，所以Ａ只能在ｘ＝０或ｘ＝ｔ处取
最大值．所以，

ｇ（ｚ）＝Ａｍａｘ＝ｍａｘ｛ｔ，２ｔ２｝＝
ｔ　　 ０≤ｔ≤（ ）１２ ，

２ｔ２　 １
２≤ｔ≤（ ）１

烅

烄

烆 ．

还原成原变量，有

ｇ（ｚ）＝Ａｍａｘ＝ｍａｘ｛１－ｚ，２（１－ｚ）２｝＝
１－ｚ　　 １

２≤ｚ≤（ ）１ ，
２（１－ｚ）２　 ０≤ｚ≤（ ）１２
烅

烄

烆 ．
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◎　　 组合极值· 论证与构造

再对ｇ（ｚ）求最大值．

当０≤ｚ≤１２
时，Ｆ≤ｇ（ｚ）＋３ｚ２＝２（１－ｚ）２＋３ｚ２＝５ｚ２－４ｚ＋２≤２．

当１
２≤ｚ≤１

时，Ｆ≤ｇ（ｚ）＋３ｚ２＝（１－ｚ）＋３ｚ２≤３．

由此可见，对一切ｘ、ｙ、ｚ，恒有Ｆ≤３，其中等式在ｘ＝ｙ＝０，ｚ＝１时
成立．所以Ｆ的最大值为３．

综上所述，Ｆ的最小值为１９２４
，最大值为３．

注　本题求Ｆ的最大值时，若对次数与系数进行放缩，则解答异常
简单．
实际上，２ｘ２＋ｙ＋３ｚ２≤２ｘ＋ｙ＋３ｚ≤３ｘ＋３ｙ＋３ｚ≤３．
例２　有１９８８个单位立方体，用它们（全部或一部分）拼成高为１，底边

长为ａ、ｂ、ｃ（ａ＜ｂ＜ｃ）的三个正四棱柱Ａ、Ｂ、Ｃ．现在把Ａ、Ｂ、Ｃ都摆在
第一象限，使各个底边都平行于坐标轴，Ｃ的一个顶点在坐标原点，Ｂ在Ｃ
上，且Ｂ的任何一个单位立方体均在Ｃ的某个单位立方体上，但Ｂ的边界不
与Ｃ的任何边界对齐．同样，Ａ在Ｂ上，且Ａ的任何一个单位立方体均在Ｂ的
某个单位立方体上，但Ａ的边界不与Ｂ的任何边界对齐．这样得到一个三层
楼．问：ａ、ｂ、ｃ取何值时，能摆出的三层楼的个数最多？（第１１届奥地利—波
兰数学竞赛试题）
分析与解　由“边界不对齐”，有ａ≤ｂ－２≤ｃ－４，这样，Ａ放在Ｂ上有

（ｂ－ａ－１）２种放法，Ｂ放在Ｃ上有（ｃ－ｂ－１）２种放法．于是，共有Ｐ＝（ｂ－
ａ－１）２（ｃ－ｂ－１）２个不同的三层楼．这样，问题等价于：对所有满足１≤ａ≤
ｂ－２≤ｃ－４，ａ２＋ｂ２＋ｃ２≤１９８８的正整数ａ、ｂ、ｃ，求Ｐ＝（ｂ－ａ－１）２（ｃ－
ｂ－１）２的最大值．
显然，Ｐ≤（ｂ－２）２（ｃ－ｂ－１）２，其中等式在ａ＝１时成立．于是，只须对

所有满足３≤ｂ≤ｃ－２，ｂ２＋ｃ２≤１９８７的正整数ｂ、ｃ，求Ｑ＝（ｂ－２）（ｃ－
ｂ－１）的最大值．
容易想到

Ｑ≤
［（ｂ－２）＋（ｃ－ｂ－１）］２

４ ＝
（ｃ－３）２
４ ． （）

至此，只须求ｃ的取值范围就能得出（ｃ－３）
２

４
的最大值．由条件，有ｃ２≤

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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２　累次极值 　◎

１９８７－ｂ２≤１９８７，ｃ≤４４，所以Ｑ≤
（４４－３）２
４ ＜４２１，Ｑ≤４２０．

遗憾的是，等号不能成立，只能改求累次极值．
固定ｃ，则

Ｑ＝－ｂ２＋（１＋ｃ）ｂ＋２－２ｃ　　　　　　

＝－ ｂ－１＋ｃ（ ）２
２

＋
（１＋ｃ）２
４ ＋２－２ｃ， （）

由二次函数图象可知，Ｑ≤
（１＋ｃ）２
４ ＋２－２ｃ＝Ａ（ｃ） 当ｃ为奇数时，ｂ（ ＝

１＋ｃ）２
；

或Ｑ≤
（１＋ｃ）２
４ －１４＋２－２ｃ＝Ｂ

（ｃ） 当ｃ为偶数时，ｂ＝ｃ（ ）２ ．

现在，再求Ａ（ｃ）、Ｂ（ｃ）的最大值．
由ｂ２＋ｃ２≤１９８７，有ｃ≤４４，于是，

当ｃ为奇数时，

Ｑ≤Ａ（ｃ）≤Ａ（４３）＝
（１＋４３）２
４ ＋２－８６＝４００． ①

当ｃ为偶数时，

Ｑ≤Ｂ（ｃ）≤Ｂ（４４）＝
（１＋４４）２
４ －１４＋２－８８＝４２０． ②

虽然恒有Ｑ≤４２０，但等号不成立．实际上，要使式②式取等号，则有

ｃ＝４４，且ｂ＝ｃ２＝２２．
而（４４，２２）不满足ｂ２＋ｃ２≤１９８７．由此可知，不能统

一固定ｃ求Ｑ＝（ｂ－２）（ｃ－ｂ－１）的最大值，应对ｃ的取值分类讨论，得到
不同形式的极值函数．
当ｃ＝４４时，Ｑ＝－ｂ２＋４５ｂ－８６．因为ｂ２≤１９８７－ｃ２＝５１，３≤ｂ≤

７，所以，当ｂ＝７时，Ｑ取最大值１８０；
当ｃ＝４３时，３≤ｂ≤１１，此时，Ｑ≤２７９，等式在ｂ＝１１时成立；
当ｃ＝４２时，３≤ｂ≤１４，此时，Ｑ≤３２４，等式在ｂ＝１４时成立；
当ｃ＝４１时，３≤ｂ≤１７，此时，Ｑ≤３４５，等式在ｂ＝１７时成立；
当ｃ＝４０时，３≤ｂ≤１９，此时，Ｑ≤３４０，等式在ｂ＝１９时成立；

当ｃ≤３９时，Ｑ≤
［（ｂ－２）＋（ｃ－ｂ－１）］２

４ ＝
（ｃ－３）２
４ ≤１８２＝３２４．
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◎　　 组合极值· 论证与构造

由上可知，恒有Ｑ≤３４５成立．又当（ａ，ｂ，ｃ）＝（１，１７，４１）时成立等
式．故当（ａ，ｂ，ｃ）＝（１，１７，４１）时Ｐ取最大值３４５２．
例３　给定正整数ｋ及正数ａ，又ｋ１＋ｋ２＋…＋ｋｒ＝ｋ（ｋｉ为正整数，

１≤ｒ≤ｋ），求Ｆ＝ａｋ１＋ａｋ２＋…＋ａｋｒ的最大值．（第８届中国数学奥林匹克
试题）
分析与解　本题的实质是将ｋ分解为若干个正整数ｋｉ，使ａｋ１＋ａｋ２＋…＋

ａｋｒ 的值最大．但其分解出的正整数的个数不确定，因而应分两步走（求累次
最值）．先固定ｒ，假定ｋ分解为ｒ个正整数ｋｉ（ｉ＝１，２，…，ｒ），求ａｋ１＋
ａｋ２＋…＋ａｋｒ 的最大值ｆ（ｒ）．然后再解冻变量ｒ，求ｆ（ｒ）的最大值．
先走第一步．取ｋ＝６，ｒ＝３，则ｋ１＋ｋ２＋ｋ３＝６，Ｆ＝ａｋ１＋ａｋ２＋ａｋ３．
（１）若（ｋ１，ｋ２，ｋ３）＝（２，２，２），则Ｆ１＝ａ２＋ａ２＋ａ２＝３ａ２；
（２）若（ｋ１，ｋ２，ｋ３）＝（１，２，３），则Ｆ２＝ａ＋ａ２＋ａ３；
（３）若（ｋ１，ｋ２，ｋ３）＝（１，１，４），则Ｆ３＝ａ＋ａ＋ａ４＝２ａ＋ａ４．
Ｆ２－Ｆ１＝ａ－２ａ２＋ａ３＝ａ（１－２ａ＋ａ２）＝ａ（１－ａ）２≥０，

Ｆ３－Ｆ２＝ａ＋ａ４－ａ２－ａ３＝ａ（１＋ａ３－ａ２－ａ）＝ａ（１－ａ２）（１－ａ）≥
０，所以Ｆ３最大．
一般地，不难想到，当指数ｋ１，ｋ２，…，ｋｒ尽量集中到某一个指数时，Ｆ

的值最大．即Ｆ的极值点为（１，１，…，ｋ－ｒ＋１）．我们先证明下面的
引理：设ａ＞０，ｘ，ｙ∈Ｎ，则ａｘ＋ａｙ≤ａｘ＋ｙ－１＋ａ．
实际上，ａｘ＋ｙ－１＋ａ－ａｘ－ａｙ ＝ａ［ａｘ－１－１］［ａｙ－１－１］≥０．
反复利用引理，得

Ｆ＝ａｋ１＋ａｋ２＋…＋ａｋｒ

≤ａ＋ａｋ１＋ｋ２－１＋ａｋ３＋…＋ａｋｒ

≤ａ＋ａ＋ａｋ１＋ｋ２＋ｋ３－２＋ａｋ４＋…＋ａｋｒ

≤…≤ａ＋ａ＋…＋ａ＋ａｋ１＋ｋ２＋…＋ｋｒ－（ｒ－１）

＝（ｒ－１）ａ＋ａｋ－ｒ＋１．

下面再对１≤ｒ≤ｋ，求ｆ（ｒ）＝（ｒ－１）ａ＋ａｋ－ｒ＋１的最大值．
令ｆ（ｘ）＝ａ（ｘ－１）＋ａｋ－ｘ＋１，则因ａ（ｘ－１）、ａｋ－ｘ＋１都是凸函数，所以

ｆ（ｘ）是凸函数．于是ｆ（ｒ）≤ｍａｘ｛ｆ（１），ｆ（ｋ）｝＝ｍａｘ｛ａｋ，ｋａ｝．
综上所述，Ｆ的最大值为ｍａｘ｛ａｋ，ｋａ｝．
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２　累次极值 　◎

　　习　题　２

１ 设ｘ、ｙ、ｚ为非负实数，ｘ＋ｙ＋ｚ＝ａ（ａ≥１），求Ｆ＝２ｘ２＋ｙ＋３ｚ２的
最大值．

２ 求一个十进制３位数，使它与其各位数字之和的比最小．

３ 设ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 是非负实数，记Ｈ ＝ ｘ１
（１＋ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ）２＋

ｘ２
（１＋ｘ２＋ｘ３＋…＋ｘｎ）２＋

…＋ ｘｎ
（１＋ｘｎ）２

的最大值为ａｎ＋１．问：当ｘ１，

ｘ２，…，ｘｎ为何值时，Ｈ的值达到最大？并求出ａｎ与ａｎ－１之间的关系及
ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ．

４ 设ｎ是给定的整数（ｎ＞１），正整数ａ、ｂ、ｃ、ｄ满足ｂａ ＋
ｄ
ｃ ＜１

，ｂ＋

ｄ≤ｎ，求ｂａ＋
ｄ
ｃ
的最大值．
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◎　　 组合极值· 论证与构造

这种方法，是先证明所求的极值存在，然后由问题的直观性，猜想出极
值点．最后从反面证明函数在其他点不能达到极值：假设函数在另外的点
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）处达到极值，经过适当调整（常常是将小的分量变大，大的
分量变小），发现函数在（ｘ１′，ｘ２′，…，ｘｎ′）处的值更大或更小，从而断定它不
是极值点．它的基本步骤是：
证明极值存在———猜出极值点———证明其他点非极值点———得出

结论．
例１　若干个正整数之和为１９７６，求其积的最大值．（第１８届ＩＭＯ

试题）
分析　先看若干个数的和为４、５、６、７、８的简单情形．使积最大的分

拆分别为：

４＝２＋２，５＝２＋３，６＝３＋３，７＝２＋２＋３，８＝２＋３＋３．

由此猜想：要使积最大，其分拆的和中只含有２和３，且最多有两个２．
解　首先，“和”为１９７６的正整数组只有有限个，于是，其中必有一个正

整数组使各数的积达到最大．
不妨设使积达到最大的正整数组为（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），其中ｘ１＋ｘ２＋…＋

ｘｎ＝１９７６．此时，数组的各数的积为Ｐ＝ｘ１ｘ２…ｘｎ．我们证明，当Ｐ最大时，
可使所有ｘｉ具有如下性质：

（１）ｘｉ≤３．
若有某个ｘｉ≥４，则将ｘｉ换作两个数：２和ｘｉ－２，得到一个新的数组：

（ｘ１，ｘ２，…，ｘｉ－１，ｘｉ－２，２，ｘｉ＋１，…，ｘｎ）．注意到２（ｘｉ－２）＝２ｘｉ－４≥
ｘｉ，所以，调整后Ｐ值不减．

（２）ｘｉ≠１．
若有某个ｘｉ＝１，则在数组中任取一个ｘｊ，将１和ｘｊ换作一个数：（１＋
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３　局部调整 　◎

ｘｊ），得到一个新的数组：（ｘ１，ｘ２，…，ｘｊ－１，ｘｊ＋１，…，ｘｎ，ｘｊ＋１）．注意到

１·ｘｊ＜１＋ｘｊ，所以，调整后Ｐ值增加．
（３）其中等于２的ｘｉ的个数不多于２．
若有ｘｉ＝ｘｊ＝ｘｋ＝２，则将ｘｉ、ｘｊ、ｘｋ换成两个数：３和３，得到一个新

的数组．注意到２×２×２＜３×３，所以，调整后Ｐ值增加．
由此可知，ｘｉ为２或３，且２的个数不多于２．注意到１９７６＝６５８×３＋

２，所以，Ｐ的最大值为３６５８×２．
注　若将１９７６换作１９７５，则由１９７５＝６５８×３＋１＝６５７×３＋２＋２，

知Ｐ的最大值为３６５７×２２．
例２　空间有１９８９个点，无３点共线，将其分成点数互异的３０组．在任

何３个不同的组中各取一点，以这３个点为顶点作三角形．问：要使这种三
角形的总数最大，各组的点数应为多少？（第４届中国数学奥林匹克试题）
分析　直觉告诉我们，各组点数相等时，三角形总数最大．但仔细阅读

题目又发现，分组要求各组点数互异，于是想到各组点数应当充分接近．为
了强化这一感觉，可用特例加以印证．
先看１０点分为３组的情形．当各组点数分别为１、２、７时，三角形总数

Ｓ＝１４，简记为Ｓ（１，２，７）＝１４．类似地，Ｓ（１，３，６）＝１８，Ｓ（１，４，５）＝
２０，Ｓ（２，３，５）＝３０．其中以Ｓ（２，３，５）＝３０最大．对一般情形，由上述特例
可大胆猜想：各组点数ｎｉ彼此接近时Ｓ最大．所谓各ｎｉ彼此接近，是指任意
相邻两个ｎｔ、ｎｔ＋１相差尽可能小．显然，ｎｔ、ｎｔ＋１至少相差１，但能否对所有ｎｔ、

ｎｔ＋１，都有ｎｔ＋１－ｎｔ＝１？对此进行研究，即可找到解题的途径．
解　设各组的点数分别为：ｎ１＜ｎ２＜…＜ｎ３０，则三角形的总数为：

Ｓ＝ ∑
１≤ｉ＜ｊ＜ｋ≤３０

ｎｉｎｊｎｋ，其中ｎ１＋ｎ２＋…＋ｎ３０＝１９８９．

由于分组的方法是有限的，从而Ｓ存在最大值．若ｎ１，ｎ２，…，ｎ３０使Ｓ
达到最大值，不妨设ｎ１＜ｎ２＜ … ＜ｎ３０，则ｎ１，ｎ２，…，ｎ３０具有以下一些
性质：

（１）对任何ｔ＝１，２，…，２９，都有ｎｔ＋１－ｎｔ≤２．
实际上，假定存在１≤ｔ≤２９，使ｎｔ＋１－ｎｔ≥３（也可以不妨设ｎ２－ｎ１≥３），
令ｎｔ′＝ｎｔ＋１，ｎｔ＋１′＝ｎｔ＋１－１，则各组点数仍互异．考察：

Ｓ＝ ∑
１≤ｉ＜ｊ＜ｋ≤３０

ｎｉｎｊｎｋ　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　
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◎　　 组合极值· 论证与构造

＝ｎｔｎｔ＋１· ∑
ｋ≠ｔ，ｔ＋１
１≤ｋ≤３０

ｎｋ＋（ｎｔ＋ｎｔ＋１）· ∑
ｊ，ｋ≠ｔ，ｔ＋１
１≤ｊ＜ｋ≤３０

ｎｊｎｋ＋ ∑
ｉ，ｊ，ｋ≠ｔ，ｔ＋１
１≤ｉ＜ｊ＜ｋ≤３０

ｎｉｎｊｎｋ，

Ｓ′＝ｎｔ′ｎｔ＋１′ · ∑
ｋ≠ｔ，ｔ＋１
１≤ｋ≤３０

ｎｋ＋（ｎｔ′＋ｎｔ＋１′ ）· ∑
ｊ，ｋ≠ｔ，ｔ＋１
１≤ｊ＜ｋ≤３０

ｎｊｎｋ＋ ∑
ｉ，ｊ，ｋ≠ｔ，ｔ＋１
１≤ｉ＜ｊ＜ｋ≤３０

ｎｉｎｊｎｋ，

因为ｎｔ′＋ｎｔ＋１′ ＝ｎｔ＋ｎｔ＋１，而ｎｔ′ｎｔ＋１′ ＝ｎｔｎｔ＋１－ｎｔ＋ｎｔ＋１－１＞ｎｔｎｔ＋１，所
以Ｓ′＞Ｓ，矛盾．所以ｎｔ＋１－ｎｔ＝１或２．

（２）至少有一个ｔ（１≤ｔ≤２９），使ｎｔ＋１－ｎｔ＝２．
实际上，若对所有ｔ，都有ｎｔ＋１－ｎｔ≠２，而由（１），有ｎｔ＋１－ｎｔ≤２，所以

ｎｔ＋１－ｎｔ＝１，即ｎ１，ｎ２，…，ｎ３０是３０个连续正整数，它们的和为１５的倍数．

但∑
３０

ｔ＝１
ｎｔ＝１９８９不是１５的倍数，矛盾．

（３）最多有一个ｔ（１≤ｔ≤２９），使ｎｔ＋１－ｎｔ＝２．
实际上，若有ｓ、ｔ（１≤ｓ＜ｔ≤２９），使ｎｔ＋１－ｎｔ＝ｎｓ＋１－ｎｓ＝２，则令

ｎｓ′＝ｎｓ＋１，ｎｔ＋１′ ＝ｎｔ＋１－１．（最大的减小，最小的增大），代换后各组的点数仍
互异．考察：

Ｓ＝ ∑
１≤ｉ＜ｊ＜ｋ≤３０

ｎｉｎｊｎｋ

＝ｎｓｎｔ＋１· ∑
ｋ≠ｓ，ｔ＋１
１≤ｋ≤３０

ｎｋ＋（ｎｓ＋ｎｔ＋１）· ∑
ｊ，ｋ≠ｓ，ｔ＋１
１≤ｊ＜ｋ≤３０

ｎｊｎｋ＋ ∑
ｉ，ｊ，ｋ≠ｔ，ｔ＋１
１≤ｉ＜ｊ＜ｋ≤３０

ｎｉｎｊｎｋ，

Ｓ′＝ｎｓ′ｎｔ＋１′ · ∑
ｋ≠ｔ，ｔ＋１
１≤ｋ≤３０

ｎｋ＋（ｎｓ′＋ｎｔ＋１′ ）· ∑
ｊ，ｋ≠ｔ，ｔ＋１
１≤ｊ＜ｋ≤３０

ｎｊｎｋ＋ ∑
ｉ，ｊ，ｋ≠ｔ，ｔ＋１
１≤ｉ＜ｊ＜ｋ≤３０

ｎｉｎｊｎｋ，

因为ｎｓ′＋ｎｔ＋１′ ＝ｎｓ＋ｎｔ＋１，而ｎｓ′ｎｔ＋１′ ＝ｎｓｎｔ＋１－ｎｓ＋ｎｔ＋１－１＞ｎｓｎｔ＋１，所
以Ｓ′＞Ｓ，矛盾．
由（２）和（３）可知，恰有一个ｔ（１≤ｔ≤２９），使ｎｔ＋１－ｎｔ＝２．
最后证明，同时满足（１）（２）和（３）的数组：ｎ１，…，ｎ３０是惟一的．
实际上，不妨设３０个数为：ｎ１，ｎ１＋１，ｎ１＋２，…，ｎ１＋ｔ－１，ｎ１＋ｔ＋

１，ｎ１＋ｔ＋２，…，ｎ１＋３０，那么ｎ１＋（ｎ１＋１）＋（ｎ１＋２）＋…＋（ｎ１＋ｔ－
１）＋（ｎ１＋ｔ＋１）＋（ｎ１＋ｔ＋２）＋…＋（ｎ１＋３０）＝１９８９．
所以（ｎ１＋ｔ）＋（ｎ１＋１）＋（ｎ１＋２）＋…＋（ｎ１＋ｔ－１）＋（ｎ１＋ｔ＋

１）＋（ｎ１＋ｔ＋２）＋…＋（ｎ１＋３０）＝１９８９＋ｔ，即１９８９＋ｔ＝３０ｎ１＋（１＋
２＋…＋３０）＝３０ｎ１＋１５×３１
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