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第一章　统计案例

焦点导入

睡眠不足可能是学生学习成绩不理想的一个重要

原因．美国研究人员在研究中减少了儿童的睡眠时间，

并测试教师是否能区别出学生因此受到的影响，结果是

肯定的．领导此项研究的布朗医学院心理学家戈汉·法

隆说，“如果家长想要孩子学习成绩好，那么让他们按时

上床睡觉同让他们按时上学同等重要”．

　
睡眠真的对学习成绩有影响吗？研究人员为何如

此肯定呢？

要搞清楚这个问题，我们要了解一些统计方法和统

计思想．

课标聚焦

本章通过典型案例，学习一些常见的统计方法，主要

是要求学生体会统计的一些基本思想，初步应用这些方法

解决一些实际问题．学习中应当达到以下学习目标：

１．本章通过对典型案例的探究，进一步了解回归分

析的基本思想、方法及初步应用．

２．掌握建立线性回归模型的基本步骤．

３．了解与线性回归模型有关的若干概念，如随机误

差、总偏差平方和、残差、残差平方和、回归平方和、残差

分析以及残差图等．

４．通过对典型案例的探究，了解独立检验的基本思

想、方法及初步应用．

５．理解分类变量、列联表．

６．会画三维柱形图和二维条形图，并根据图形判断

两个分类变量是否有关系．

７．会计算Ｋ２的观测值，并根据其值判断两个分类

变量相关的可信度．

１．１　回归分析的基本思想
及其初步应用

自主预习

１．函数关系是一种 性关系，相关关系是一

种 性关系．

２．回归分析是对具有 的两个变量进行统

计分析的一种常用方法．

３．利用回归分析的方法研究两个具有线性相关关

系的变量的一般步骤是：画出两个变量的 ，求

，并用 进行预报．

４．在线性回归模型ｙ＝ｂｘ＋ａ＋ｅ中，ａ和ｂ为模型

的未知参数，ｅ称为 ．这里的自变量ｘ 称为

１



，因变量ｙ称为 ．

５．对于相关系数ｒ，当ｒ的绝对值越接近于１，表明

两个变量的线性相关性越 （填“强”或“弱”）．

６．统计中用∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－珔ｙ）２ 表示解释变量和随机误

差的组合效应的总的效应，称为 ．

７．数据点和它在回归直线上相应位置的差异（ｙｉ－

ｙ^ｉ）是随机误差的效应，我们称ｅ^ｉ＝ｙｉ－^ｙｉ为 ．

∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－^ｙｉ）２叫做 ．

８．我们用相关指数Ｒ２来刻画回归的效果，Ｒ２ 的值

越大，说明残差平方和越小，也就是说模型的拟合效果

．在线性回归模型中，Ｒ２ 表示解释变量对预报

变量的贡献率．Ｒ２越接近于１，表示回归效果 ．

９．利用图形来分析残差的特性时，作图时纵坐标为

，横坐标为样本的编号，这样作出的图形叫做

．

１０．当回归方程不是形如ｙ＝ｂｘ＋ａ时，我们将之称

为 ．

逐点扫描

焦点一　求回归方程
回归分析的基本步骤：

（１）画出两个变量的散点图；

（２）求回归方程；

（３）用回归方程进行预报．

? 例１

某产品的广告费支出ｘ与销售额ｙ（单位：百万元）

之间有如下对应数据：

ｘ ２ ４ ５ ６ ８

ｙ ３０ ４０ ６０ ５０ ７０

　　（１）画出散点图；

（２）求回归方程；

（３）若产品的广告费支出为１１（单位：百万元）时，销

售额估计是多少？

【分析】　此类问题计算量大，可利用计算机软件进

行构图、计算．
【解答】　（１）散点图如下图所示：

（２）由已知条件可得：

ｂ^＝
∑
５

ｉ＝１
ｘｉｙｉ－５珚ｘ珔ｙ

∑
５

ｉ＝１
ｘｉ２－５珚ｘ２

＝１３８０－５×５×５０１４５－５×５２
＝６．５，

ａ^＝珔ｙ－^ｂ珚ｘ＝５０－６．５×５＝１７．５，

于是所求的回归方程为ｙ^＝６．５ｘ＋１７．５．
（３）当ｘ＝１１时，６．５×１１＋１７．５＝８９．
故销售额估计是８９００万元．
【点评】　（１）从散点图可以看出，样本点呈条状分

布，两个变量有比较好的线性相关关系，但用预报函数

求出的预报结果不一定是可靠的．
（２）用Ｅｘｃｅｌ作散点图方便、准确．

变身题

１．假设关于某设备的使用年限ｘ（年）和所支出的

维修费用ｙ（万元）有如下的统计资料：

ｘ ２ ３ ４ ５ ６

ｙ ２．２ ３．８ ５．５ ６．５ ７．０

　　（１）画出散点图；

（２）求回归方程；

（３）使用年限为１０年时，维修费用估计是多少？

２
此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



焦点二　残差分析
１．研究两个变量间的关系时，首先要根据散点图来

粗略判断它们是否线性相关，是否可以用线性回归模型

来拟合数据．然后我们可以通过残差ｅ^１，^ｅ２，…，^ｅｎ 来判

断模型的拟合效果，判断原始数据中是否存在可疑数

据，这方面的分析工作称为残差分析．

２．在分析时常借助残差图．残差图的纵坐标为残

差，横坐标为样本的编号，或具有实际含义的数据．

３．相关指数是用来刻画回归效果的．

４．相关指数的计算公式：Ｒ２＝１－
∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－^ｙｉ）２

∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－珔ｙ）２
．

５．我们用相关指数Ｒ２来刻画回归的效果，Ｒ２ 的值

越大，说明残差平方和越小，也就是说模型的拟合效果

越好．在线性回归模型中，Ｒ２ 表示解释变量对预报变量

的贡献率，其值越接近于１，表示回归效果越好．

? 例２

某医院用光电比色计检验尿汞时，得到尿汞含量ｘ
（单位：ｍｇ·Ｌ－１）与消光系数ｙ的关系如下表：

尿汞含量ｘ ２ ４ ６ ８ １０

消光系数ｙ ６４ １３８ ２０５ ２８５ ３６０

　　（１）作散点图；

（２）求回归方程，并预测尿汞含量为９时消光系数

的值；

（３）作残差图；

（４）求相关指数Ｒ２．
【分析】　求出回归方程后，要先求出残差，再画残

差图．
【解答】　（１）散点图如下图所示：

（２）回归方程为ｙ^＝３６．９５ｘ－１１．３，

当ｘ＝９时，^ｙ≈３２１．
（３）列表如下：

尿汞含量ｘ ２ ４ ６ ８ １０

消光系数ｙ ６４ １３８ ２０５ ２８５ ３６０

ｙ^ｉ ６２．６ １３６．５ ２１０．４ ２８４．３ ３５８．２

残差 １．４ １．５ －５．４ ０．７ １．８

　　残差图如下图所示：

（４）相关系数Ｒ２≈０．９９９３２１．
【点评】　从残差图中可以看出，第三个样本点的残

差的绝对值较大，需确认采集样本点过程中是否有人为

的错误．

变身题

２．在７块并排、形状和大小相同的试验田上进行施

化肥量对水稻产量影响的试验中得到的一组数据（单

位：ｋｇ）见下表：

施化肥量ｘ １５ ２０ ２５ ３０ ３５ ４０ ４５

水稻产量ｙ ３３０ ３４５ ３６５ ４０５ ４４５ ４５０ ４５５

　　（１）由以上数据作出散点图；

（２）由图判断施化肥量和水稻产量之间是否近似成

线性关系，若近似成线性关系请求出其回归方程；

（３）请预测施化肥量为２８ｋｇ时水稻产量约为多少

ｋｇ；

（４）作残差图；

（５）求相关指数Ｒ２．

３



焦点三　利用线性回归模型解决一类非线性回

归问题

当两个变量不成线性相关关系时，要通过变换将其

转化成线性函数，利用最小二乘法得到线性回归方程，

再通过相应的变换得到非线性回归方程．

? 例３

某城市理论预测２０００年到２００５年人口总数（单

位：万）与年份的关系如下表所示：

年份ｘ ２０００２００１２００２２００３２００４２００５

人口数ｙ ５０ ６９ ８８ １１０ １９０ ３５０

　　（１）画出散点图，试建立ｙ与ｘ之间的回归方程；

（２）据此估计２００６年人口总数；

（３）求残差、残差平方和；

（４）计算相关指数Ｒ２．
【分析】　先作出散点图，然后观察两个变量是否成

线性相关关系，并确定合适的拟合函数．
【解答】　（１）散点图如下图所示：

由图可知，样本点分布在某一条指数函数曲线ｙ＝

ｃ１ｅｃ２ｘ的周围，令ｚ＝ｌｎｙ，则ｚ＝ｂｘ＋ａ（ａ＝ｌｎｃ１，ｂ＝ｃ２），得

到变换后的数据如下表：

ｘ ２０００ ２００１ ２００２ ２００３ ２００４ ２００５

ｚ ３．９１２４．２３４４．４７７４．７００５．２４７５．８５８

　　作散点图如下图所示，即知变换后的样本分布在一

条直线附近，故可以用线性回归方程来拟合．

　　利用计算器计算可得线性回归方程为ｚ^＝０．３７１２ｘ

－７３８．５５８，因此，年份ｘ与人口数ｙ（单位：万）之间的

非线性回归方程为ｙ^＝ｅ０．３７１２ｘ－７３８．５５８．
（２）估计２００６年人口总数应为４３２．３３５万．
（３）列表如下：

年份ｘ ２０００ ２００１ ２００２ ２００３ ２００４ ２００５

人口数ｙ ５０ ６９ ８８ １１０ １９０ ３５０

ｙ^ｉ ４６．６１９６７．５７２ ９７．９４４ １４１．９６８２０５．７７８２９８．２７０

ｅ^ｉ ３．３８１ １．４２８ －９．９４４－３１．９６８－１５．７７８５１．７３０

　　即知残差平方和为４０５９．２４５．
（４）相关指数Ｒ２＝０．９３６．
【点评】　根据散点图，选取恰当的回归模型才能真

正地做好回归分析，有时模型是线性的，有时是非线性

的，如指数型、反比例型等．

变身题

３．为了研究某种细菌随时间ｘ变化繁殖的个数，收

集数据如下：

天数ｘ １ ２ ３ ４ ５ ６

繁殖个数ｙ ６ １２ ２５ ４９ ９５ １９０

　　（１）用天数作解释变量，繁殖个数作预报变量，作出

这些数据的散点图；

（２）描述解释变量与预报变量之间的关系；

（３）计算残差、相关指数Ｒ２．

４



焦点训练

１．在画两个变量的散点图时，下列叙述中正确的是

（　　）．

Ａ．预报变量在ｘ轴上，解释变量在ｙ轴上

Ｂ．解释变量在ｘ轴上，预报变量在ｙ轴上

Ｃ．可以选择两个变量中任意一个在ｘ轴上

Ｄ．可以选择两个变量中任意一个在ｙ轴上

２．已知回归直线的斜率的估计值是１．２３，样本点

的中心为（４，５），则回归直线的方程是（　　）．

Ａ．^ｙ＝１．２３ｘ＋４　　　Ｂ．^ｙ＝１．２３ｘ＋５

Ｃ．^ｙ＝１．２３ｘ＋０．０８　 Ｄ．^ｙ＝０．０８ｘ＋１．２３

３．在回归分析中，代表了数据点和它在回归直线上

相应位置的差异的是（　　）．

Ａ．总偏差平方和　 Ｂ．残差平方和

Ｃ．回归平方和　 Ｄ．相关指数Ｒ２

４．若回归直线方程中的回归系数ｂ＝０，则相关系数

ｒ＝ ．

５．多种因素都会影响贫穷，教育也许是其中之一．

在研究这两个因素的关系时，收集了美国５０个州的成

年人受过９年或更少教育的百分比（ｘ）和收入低于官方

规定的贫困线的人数占本州人数的百分比（ｙ）的数据，

建立的回归方程为ｙ^＝０．８ｘ＋４．６，斜率的估计等于０．８
说明　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　，成年人受过９年或更少教育的百分比

（ｘ）和收入低于官方的贫困线的人数占本州人数的百分

比（ｙ）之间的相关系数　　　　　（填“大于０”或“小于

０”）．

６．一台机器使用的时间较长，但还可以使用，它按

不同的转速生产出来的某机械零件有一些会有缺点，每

小时生产有缺点零件的多少，随机器运转的速度而变

化，下表为抽样试验的结果：

转速ｘ（转／秒） １６ １４ １２ ８

每小时生产有缺点的零件数ｙ（件） １１ ９ ８ ５

　　（１）试就变量ｙ对ｘ进行相关性检验；

（２）如果ｙ对ｘ有线性相关关系，求回归方程；

（３）若实际生产中允许每小时的产品中有缺点的零

件最多为１０个，那么机器的运转速度应控制在什么范

围内？

７．如果有一组数据的总偏差平方和为１００，且相关

指数为０．５，那么残差平方和为 ，回归平方

和为 ．

８．随机从１２个公司中收集广告费与销售量的数

据，如下表所示．

编号 １ ２ ３ ４ ５ ６

广告费／万元 ２５０ ３００ ２００ １８０ １５０ ２００

销售量／万件 ２６００２９５０１８５０１６５０１５００２４００

编号 ７ ８ ９ １０ １１ １２

广告费／万元 ２４０ ３００ １９０ １５０ １２０ ２２０

销售量／万件 ２８００２９６０２４００１６００１５００２３５０

　　（１）作散点图，根据散点图猜想广告费与销售量之

间是什么关系；

（２）建立广告费为解释变量，销售量为预报变量的

回归方程，求总偏差平方和、残差平方和；

５



（３）作残差图；

（４）求相关指数Ｒ２．

９．某种书每册的成本费ｙ（元）与印刷册数ｘ（千册）

有关，经统计得到数据如下：

ｘ １ ２ ３ ５ １０ ２０ ３０ ５０ １００２００

ｙ１０．１５５．５２４．０８２．８５２．１１１．６２１．４１１．３０１．２１１．１５

　　画出散点图，并建立每册书的成本费ｙ与印刷册数

ｘ之间的回归方程．

１．２　独立性检验的基本
思想及其初步应用

自主预习

１．变量的不同“值”表示个体所属的不同类别，这样

的变量称为 ．

２．列出两个分类变量的频数表，叫 ．

３．利用随机变量Ｋ２来确定是否能以给定把握认为

“两个分类变量有关系”的方法，称为两个分类变量的

．

４．可以利用独立性检验来考察两个分类变量是否

有关系，并且能较精确地给出这种判断的可靠程度．具

体做法是：

（１） ；

（２） ；

（３） ．

逐点扫描

焦点一　三维柱形图和二维条形图

１．通过三维柱形图或二维条形图，可以粗略地判断

两个分类变量是否有关系，但是这种判断无法精确地给

出所得结论的可靠程度．

２．在三维柱形图中，主对角线上两个柱形高度的乘

积ａｄ与副对角线上两个柱形高度的乘积ｂｃ相差越大，

Ｘ与Ｙ 有关系的可能性就越大．

３．在二维条形图中，可以估计满足条件Ｘ＝ｘ１ 的

个体中具有Ｙ＝ｙ１的个体所占的比例 ａａ＋ｂ
，也可以估计

满足条件Ｘ＝ｘ２的个体中具有Ｙ＝ｙ１ 的个体所占的比

例 ｃ
ｃ＋ｄ．
两个比例的值相差越大，Ｘ 与Ｙ 的有关系的可

能性就越大．

? 例１

人们常认为教师易患咽喉炎．在对１４３７名不同职

业者的调查中发现，患咽喉炎的人中有５９７名是教师，

而另外的６２６名非教师职业者中有１７５名患有咽喉炎．

利用图形判断患咽喉炎与职业是否有关系．

不患咽喉炎 患咽喉炎 总计

教师 ２１４ ５９７ ８１１

非教师 ４５１ １７５ ６２６

总计 ６６５ ７７２ １４３７

　　【分析】　利用Ｅｘｃｅｌ画图．

６
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【解答】　下图分别是三维柱形图和二维条形图，由

图知可在某种程度上认为“患咽喉炎与职业有关”．

【点评】　与表格相比，三维柱形图和二维条形图能

更直观地反映出相关数据的总体情况．

变身题

１．生物小组对于人类头发的颜色与眼睛的虹膜的

颜色是否有关进行了调研，调查人数共２１２人，调查记

录如下表．利用图形说明头发的颜色与眼睛虹膜的颜色

是否有关系．

眼睛蓝色 眼睛棕色

头发红／金黄色 １５６ １２

头发黑色 ２０ ２４

　　

焦点二　独立性检验
１．独立性检验的步骤．
（１）通过三维柱形图和二维条形图，可以粗略地判

断两个分类变量是否有关系．
（２）可以利用独立性检验来考察两个分类变量是否

有关系，并能精确判断可靠程度．

２．由观测数据计算Ｋ２，其值越大，说明“Ｘ 与Ｙ 有

关系”成立的可能性越大．

３．由临界值表确定可靠程度．

? 例２

某人力资源部为了研究企业员工工作积极性与对

待企业改革态度的关系．随机抽取了１８９名员工进行调

查，其中积极支持企业改革的调查者中，工作积极的有

５４人，工作一般的有３２人，而不太赞成企业改革的调查

者中，工作积极的有４０人，工作一般的有６３人．
（１）根据以上数据建立一个２×２的列联表；

（２）根据以上数据是否可以认为企业的全体员工对

待企业改革的态度与其工作积极性有关系．
【分析】　通过计算Ｋ２ 的观测值，查临界值表来确

定可靠程度．
【解答】　（１）列表如下：

积极支持企业改革 不太赞成企业改革 合计

工作积极 ５４ ４０ ９４

工作一般 ３２ ６３ ９５

合计 ８６ １０３ １８９

　　（２）Ｋ２＝１８９×
（５４×６３－４０×３２）２

９４×９５×８６×１０３ ≈１０．７５９，

因为１０．７５９＞７．８７９，所以有９９．５％的把握说：抽

样员工对待企业改革的态度与工作积极性是有关的．可

以认为企业的全体员工对待企业改革的态度与其工作

积极性是有关的．
【点评】　Ｋ２的值越大，两个分类变量有关系的可能

性越大，而且还可以通过与临界值比较，精确地判断出

可靠的程度．

变身题

２．为了探究患慢性气管炎与吸烟有无关系，调查了

３３９名５０岁以上的人，结果如下表所示，据此数据回答：

５０岁以上的人患慢性气管炎与吸烟习惯有关系吗？

７



患慢性气管炎 未患慢性气管炎 合计

吸烟 ４３ １６２ ２０５

不吸烟 １３ １２１ １３４

合计 ５６ ２８３ ３３９

焦点训练

１．三维柱形图中柱的高度表示的是（　　）．

Ａ．各分类变量的频数　　Ｂ．分类变量的百分比

Ｃ．分类变量的样本数　　Ｄ．分类变量的具体值

２．利用独立性检验来考察两个分类变量Ｘ 和Ｙ 是

否有关系时，通过查阅下表来确定断言“Ｘ和Ｙ 有关系”

的可信度．如果ｋ＞５．０２４，那么就有把握认为“Ｘ 和Ｙ

有关系”的百分比为（　　）．

Ｐ（Ｋ２＞ｋ） ０．５０ ０．４０ ０．２５ ０．１５ ０．１０

ｋ ０．４５５ ０．７０８ １．３２３ ２．０７２ ２．７０６

Ｐ（Ｋ２＞ｋ） ０．０５ ０．０２５ ０．０１０ ０．００５ ０．００１

ｋ ３．８４ ５．０２４ ６．６３５ ７．８７９ １０．８３

　　Ａ．２５％　　Ｂ．７５％　　Ｃ．２．５％　　Ｄ．９７．５％

３．在三维柱形图中，主对角线上两个柱形高度的乘

积与副对角线上两个柱形高度的乘积相差越大，两个变

量有关系的可能性就（　　）．

Ａ．越大　 Ｂ．越小

Ｃ．无法判断　 Ｄ．以上都不对

４．如果由一个２×２列联表中的数据计算得出Ｋ２

＝４．０１３，那么有 把握认为两个变量有关系．

５．某高校“统计初步”课程的教师随机调查了选修

该课的一些学生的情况，具体数据如下表：

　　　专业

性别　　　
非统计专业 统计专业

男 １３ １０

女 ７ ２０

　　为了判断主修统计专业是否与性别有关系，根据表

中的数据，得到Ｋ２＝５０×
（１３×２０－１０×７）２

２３×２７×２０×３０ ≈４．８４４．

因为Ｋ２≥３．８４１，所以判定主修统计专业与性别有

关系，那么这种判断出错的可能性为 ．

６．容易生气的人更有可能患心脏病吗？某机构随

机调查了２７９６人，调查结果如下表，那么容易生气的人

是否更有可能患心脏病呢？

患心脏病 不患心脏病 合计

易怒 ２７ ６０６ ６３３

不易怒 ５３ ２１１０ ２１６３

合计 ８０ ２７１６ ２７９６

　　

７．假设有两个分类变量Ｘ与Ｙ，它们的值域分别为

｛ｘ１，ｘ２｝和｛ｙ１，ｙ２｝，其２×２列联表如下：

ｙ１ ｙ２ 总计

ｘ１ ａ ｂ ａ＋ｂ

ｘ２ ｃ ｄ ｃ＋ｄ

总计 ａ＋ｃ ｂ＋ｄ ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ

　　对于以下数据，对同一样本能说明Ｘ 与Ｙ 有关的

可能性最大的一组为（　　）．

Ａ．ａ＝５，ｂ＝４，ｃ＝３，ｄ＝２

Ａ．ａ＝５，ｂ＝３，ｃ＝２，ｄ＝４

Ｃ．ａ＝５，ｂ＝２，ｃ＝４，ｄ＝３

Ｄ．ａ＝２，ｂ＝３，ｃ＝５，ｄ＝４

８．打鼾不仅影响别人休息，而且可能与患某种疾病

有关，下表是一次调查所得的数据，那么每晚都打鼾与

患心脏病有关系吗？有多大把握认为你的结论成立？
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患心脏病 未患心脏病 合计

每晚都打鼾 ３０ ２２４ ２５４

不打鼾 ２４ １３５５ １３７９

合计 ５４ １５７９ １６３３

　　

　　９．在对人们的休闲方式的一次调查中，共调查了

１２４人，其中女性７０人，男性５４人．女性中有４３人主要

的休闲方式是看电视，另外２７人主要的休闲方式是运

动；男性中有２１人主要的休闲方式是看电视，另外３３

人主要的休闲方式是运动．
（１）根据以上数据建立一个２×２的列联表；

（２）作出三维柱形图；

（３）判断性别与休闲方式是否有关系．

焦点回眸
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高考链接

１．（２００７年广东卷）下表提供了某厂节能降耗技术

改造后生产甲产品过程中记录的产量ｘ（吨）与相应的

生产能耗ｙ（吨标准煤）的几组对照数据：

ｘ ３ ４ ５ ６

ｙ ２．５ ３ ４ ４．５

　　（１）请画出上表数据的散点图；

（２）请根据上表提供的数据，用最小二乘法求出ｙ
关于ｘ的线性回归方程ｙ＝^ｂｘ＋^ａ；

（３）已知该厂技术改造前１００吨甲产品的生产能耗

为９０吨标准煤，试根据（２）中求出的线性回归方程预测

生产１００吨甲产品的生产能耗比技术改造前降低多少

吨标准煤．
（参考数值：３×２．５＋４×３＋５×４＋６×４．５＝６６．５）

【解答】　（１）散点图略．

（２）∑
４

ｉ＝１
ｘｉｙｉ＝６６．５，∑

４

ｉ＝１
ｘｉ２＝３２＋４２＋５２＋６２＝

８６，珚ｘ＝４．５，珔ｙ＝３．５，

ｂ^＝６６．５－４×４．５×３．５８６－４×４．５２ ＝６６．５－６３８６－８１ ＝０．７
；

ａ^＝珔ｙ－^ｂ珚ｘ＝３．５－０．７×４．５＝０．３５．

∴所求的回归方程为ｙ＝０．７ｘ＋０．３５．
（３）ｘ＝１００，ｙ＝１００×０．７＋０．３５＝７０．３５．
预测生产１００吨甲产品的生产能耗比技术改造前

降低９０－７０．３５＝１９．６５（吨）．

∶）☆∶）☆∶）☆∶）我学习 我快乐！∶）☆∶）☆∶）☆∶）
回　归

“回归”一词是英国科学家高尔顿提出的．高尔顿是

遗传学家，研究人类身高问题．

在身高遗传问题中他观察到下列现象：人们都知道

身材高大的父母会有较高的后代，身材矮小的父母其孩

子也矮，那么由此就容易得到的一个基本结论：随着时

间的进程，则人群中的身高的差异就会愈来愈大，然而

这一情况并未发生．高尔顿发现人的身高在遗传中会

“回归”到人群的“均值”，即：高的人群的后代虽然身材

较高，但有许多会略低于其父母；反之矮的父母，其后代

也可能会比他们高．因此，高尔顿发现后代的身高虽依

赖于父母，然而人群高度差异变化却由“回归”而趋向于

平均值，以此足以保证人群高度在相当一段时间内几乎

不太发生变化．

简而言之，高尔顿发现随着时间的进程而产生的回

归现象给我们指出了大自然中的一种“中庸之道”：高的

值将会回归到较低的值，而低的也将回到高的值，这个

客观值就是均值．

０１
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第二章　推理与证明

焦点导入

伽罗华是法国数学家，１９世纪杰出的数学天才．

鲁柏是伽罗华的好友．一天，伽罗华得知鲁柏被刺

的不幸消息，急忙奔赴探询．女看门人告诉伽罗华，警察

已勘察过现场，没有发现其他线索，只是看到鲁柏手里

紧捏着半块没有吃完的苹果馅饼，令人费解．她认为作

案人可能就在公寓内，因为案发前后，她一直在传达室，

没有看见有人进公寓来．可是这座四层楼的公寓，每层

有１５间房，住着１００多人，情况比较复杂，这可能是警

察到目前还未能破案的原因．数学家思索着．最后，请女

看门人带他到三楼，在３１４号房门前停了下来，问道：

“这房间是谁住的？”女看门人答道：“米塞尔．”“这人怎

样？”“他爱赌钱，好喝酒，昨天已经搬走了．”“这个米塞

尔就是杀人凶手！”数学家肯定地说．女看门人非常惊

奇，忙问：“有什么根据？”

数学家分析说：“鲁柏手里的馅饼就是一条线索．馅

饼英语叫ｐｉｅ，而希腊语ｐｉｅ就是π，即通常说的圆周率．

人们在计算时，常取π的近似值为３．１４．鲁柏是一位喜

欢数学且善于思考的人，临死时他终于想到用馅饼来暗

示凶手所住的房间．”

根据数学家的推理分析，警方经过侦察，最后逮捕

了米塞尔．经审讯，米塞尔承认因赌博输钱，看到鲁柏家

里汇来巨款，遂生杀机．

课标聚焦

１．了解合情推理的含义和基本类型．

２．结合已学过的数学实例和生活中的实例，了解合

情推理的含义，能利用归纳和类比等进行简单的推理，

体会并认识合情推理在数学发现中的作用．

３．结合已学过的数学实例和生活中的实例，体会演

绎推理的重要性，掌握演绎推理的基本模式，并能运用

它们进行一些简单推理．

４．通过具体实例，了解合情推理和演绎推理之间的

联系和差异．

５．了解间接证明的一种基本方法———反证法；了解

反证法的思维过程、特点．
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２．１　合情推理与演绎推理

２．１．１　合情推理

自主预习

１．由某些事物的部分对象具有某些特征，推出该类

事物的全部对象都具有这些特征的推理，或者由个别事

实概括出一般结论的推理，称为　　　　　　　　．它

是　　　　　　　　　的推理．

２．由两类对象具有某些类似特征和其中一类对象

的某些已知特征，推出另一类对象也具有这些特征的推

理称为　　　　　．它是　　　　　　　的推理．

３．类比推理和归纳推理都是根据已有的事实，经过

　　　　　　　　　　　，再进行归纳、类比，然后提出

猜想的推理，我们把它们统称为　　　　　．

逐点扫描

焦点一　用归纳推理猜测数列的通项公式
通过计算数列的前几项，观察发现这几项所具有的

规律，以及项与项数之间的关系，从而猜测第ｎ项与ｎ

之间的关系式．

? 例１

在数列｛ａｎ｝中，ａ１＝１，ａｎ＋１＝
２ａｎ
２＋ａｎ

（ｎ∈Ｎ），试猜想

这个数列的通项公式．

【解答】　∵ａ１＝１，ａｎ＋１＝
２ａｎ
２＋ａｎ

（ｎ∈Ｎ），

∴ａ１＝１＝ ２
１＋１

，ａ２＝
２ａ１
２＋ａ１

＝ ２
２＋１

，ａ３＝
２ａ２
２＋ａ２

＝

２
３＋１

，ａ４＝
２ａ３
２＋ａ３

＝ ２
４＋１

，ａ５＝
２ａ４
２＋ａ４

＝ ２
５＋１

，…

∴可以猜想这个数列的通项公式是ａｎ＝ ２
ｎ＋１．

【点评】　归纳是依据若干已知的、没有穷尽的现象

推断尚属未知的现象，因而结论具有猜测性．

变身题

１．已知数列的前四项为３２
，１，５８

，３
８
，…，归纳出通

项公式ａｎ＝　　　　　．

２．数列｛ａｎ｝中，ａ１＝１２
，ａｎ＋１－３ａｎ＝０，则ａｎ 的通项

公式为 ．

３．设正数数列｛ａｎ｝的前ｎ项和为Ｓｎ，且存在正数ｔ，

使得对所有正整数ｎ有 ｔＳ槡 ｎ＝
ｔ＋ａｎ
２
，则通过归纳猜测

可得到Ｓｎ＝ ．

４．依次有下列等式：１＝１２，２＋３＋４＝３２，３＋４＋５＋

６＋７＝５２，按此规律下去，第８个等式为　　　　　　

　　　　　．

焦点二　从特殊到一般的猜想
１．归纳是依据特殊现象推断一般现象，因而由归纳

所得的结论超越了前提所包容的范围．

２．对有限的资料进行观察、分析、归纳、整理，提出

带有规律性的结论，即猜想；猜想需检验．

? 例２

已知下列等式：

ｓｉｎ２３０°＋ｓｉｎ２９０°＋ｓｉｎ２１５０°＝３２
；

ｓｉｎ２５°＋ｓｉｎ２６５°＋ｓｉｎ２１２５°＝３２．

通过观察上述两等式的规律，请你写出一般性的命

题，并给出证明．
【分析】　从上面两个式子中可发现角之间的关系：

３０°＝９０°－６０°，１５０°＝９０°＋６０°，５°＝６５°－６０°，１２５°＝６５°
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＋６０°．由此猜测一般规律：α－６０°，α，α＋６０°具有关系

ｓｉｎ２（α－６０°）＋ｓｉｎ２α＋ｓｉｎ２（α＋６０°）＝３２．

【解答】　一般性的命题为ｓｉｎ２（α－６０°）＋ｓｉｎ２α＋

ｓｉｎ２（α＋６０°）＝３２．

证明：因为，左边＝１－ｃｏｓ
（２α－１２０°）
２ ＋１－ｃｏｓ２α２ ＋

１－ｃｏｓ（２α＋１２０°）
２

＝３２－
１
２
［ｃｏｓ（２α－１２０°）＋ｃｏｓ２α＋ｃｏｓ（２α＋１２０°）］

＝３２
，

所以，左边等于右边．
【点评】　从特殊到一般的归纳，是通过有限个资料

的观察、分析、提炼发现其中某些规律，从而猜想出一般

性的结论，结论的可靠性需要证明．

变身题

５．观察下列两个式子：

ｔａｎ１０°ｔａｎ２０°＋ｔａｎ２０°ｔａｎ６０°＋ｔａｎ６０°ｔａｎ１０°＝１；

ｔａｎ５°ｔａｎ１０°＋ｔａｎ１０°ｔａｎ７５°＋ｔａｎ７５°ｔａｎ５°＝１．

由以上两式成立，推广到一般结论，写出你的推断．

焦点三　运用归纳推理发现几何图形的性质
根据所给的有限个几何图形所具有的某些性质，从

而归纳出一类几何图形也具有这种性质．

? 例３

数一数下图中９个凸多面体的面数Ｆ、顶点数Ｖ 和

棱数Ｅ，然后用归纳法推理得出它们之间的关系．

【分析】　分别计算出以上各多面体的面数Ｆ、顶点

数Ｖ 和棱数Ｅ，根据数字之间的规律进行猜测．
【解答】　列表如下：

多面体 面数（Ｆ） 顶点数（Ｖ） 棱数（Ｅ）

（１） ６ ８ １２

（２） ４ ４ ６

（３） ８ ６ １２

（４） ５ ６ ９

（５） ５ ５ ８

（６） ９ ９ １６

（７） ７ １０ １５

（８） ６ ６ １０

（９） ７ １０ １５

　　猜想：Ｆ＋Ｖ－Ｅ＝２．
【点评】　归纳是立足于观察、经验、实验和对有限

资料分析的基础上提出带有规律性的结论，未必可靠，

需要证明．

变身题

６．探索ｎ×ｎ的正方形钉子板上（ｎ是钉子板每边

上的钉子数），连接任意两个钉子所得到的不同长度值
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的线段种数：

当ｎ＝２时，钉子板上所连不同线段的长度值有１

与槡２，所以不同长度值的线段只有２种，若用Ｓ表示不
同长度值的线段种数，则Ｓ＝２；

当ｎ＝３时，钉子板上所连不同线段的长度值只有

１，槡２，２，槡５，槡２２，所以不同长度值的线段有５种，比ｎ＝
２时增加了３种，即Ｓ＝２＋３＝５．

（１）观察图形，填写下表：

钉子数（ｎ×ｎ） Ｓ值

２×２ ２

３×３ ２＋３

４×４ ２＋３＋（　　）

５×５ （　　　　　）

　　（２）写出（ｎ－１）×（ｎ－１）和ｎ×ｎ的两个钉子板上，

不同长度值的线段种数之间的关系（用式子或语言表述

均可）；

（３）对ｎ×ｎ的钉子板，写出用ｎ表示Ｓ的代数式．

焦点四　类比推理
类比推理针对的是两类事物，如下图所示：

在Ａ和Ｂ 两类事物中，Ａ类中有性质Ｐ 成立，Ｂ类

中也有性质Ｐ 成立，Ａ类中还有性质Ｑ 成立，那么Ｂ类

中是否也具有性质Ｑ 成立呢？通过两类事物的类比可

以对事物的性质有更深刻的理解，并且可以帮助我们进

行逻辑推理．

? 例４

在△ＤＥＦ中有余弦定理：

ＤＥ２＝ＤＦ２＋ＥＦ２－２ＤＦ·ＥＦｃｏｓ∠ＤＦＥ．
拓展到空间，类比三角形的余弦定理，写出斜三棱

柱ＡＢＣ Ａ１Ｂ１Ｃ１的３个侧面面积与其中两个侧面所成

二面角之间的关系式，并予以证明．
【分析】　平面与空间类比元素之间对应关系：点

直线，直线平面，角二面角，长面积，面积体积．
【解答】　根据类比猜想得出结论：

Ｓ２ＡＡ１Ｃ１Ｃ＝Ｓ
２
ＡＢＢ１Ａ１＋Ｓ

２
ＢＣＣ１Ｂ１－２ＳＡＢＢ１Ａ１·ＳＢＣＣ１Ｂ１ｃｏｓθ．

其中θ为侧面ＡＢＢ１Ａ１ 与ＢＣＣ１Ｂ１ 所成的二面角

的平面角．

理由如下：作斜三棱柱ＡＢＣ

Ａ１Ｂ１Ｃ１的直截面ＤＥＦ，则∠ＤＦＥ
为面ＡＢＢ１Ａ１与面ＢＣＣ１Ｂ１所成的

平面角，在△ＤＥＦ中有余弦定理：

ＤＥ２ ＝ＤＦ２ ＋ＥＦ２ －２ＤＦ·

ＥＦｃｏｓθ，

左右同乘以ＡＡ１２，得：

ＤＥ２·ＡＡ１２＝ＤＦ２·ＡＡ１２＋ＥＦ２·ＡＡ１２－２ＤＦ·

ＡＡ１·ＥＦ·ＡＡ１ｃｏｓθ，

即Ｓ２ＡＡ１Ｃ１Ｃ＝Ｓ
２
ＡＢＢ１Ａ１＋Ｓ

２
ＢＣＣ１Ｂ１－２ＳＡＢＢ１Ａ１·ＳＢＣＣ１Ｂ１ｃｏｓθ．

【点评】　（１）类比是从人们已经掌握了的事物的属

性推测正在研究的事物的属性，是以旧有的认识为基础

类比出新的结果．（２）类比是从一种事物的特殊属性推

测另一种事物的特殊属性．（３）类比的结果是猜测性的，

不一定可靠，但它却有发现的功能．

变身题

７．在平面几何里有射影定理：“设△ＡＢＣ 的两边

ＡＢ⊥ＡＣ，Ｄ是Ａ 点在ＢＣ 边上的射影，则ＡＢ２＝ＢＤ·

ＢＣ．”拓展到空间，在四面体 Ａ ＢＣＤ 中，ＤＡ⊥面

ＡＢＣ，点Ｏ是Ａ 在面ＢＣＤ 内的射影，且Ｏ 在面ＢＣＤ

内，类比平面三角形的射影定理，△ＡＢＣ，△ＢＯＣ，
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△ＢＤＣ三者的面积关系为　　　　　　　　　　．

８．三角形的面积为Ｓ＝１２
（ａ＋ｂ＋ｃ）ｒ，其中ａ，ｂ，ｃ

为三角形的边长，ｒ为三角形内切圆的半径，利用类比推

理可以得出四面体的体积为（　　）．

Ａ．Ｖ＝１３ａｂｃ

Ｂ．Ｖ＝１３Ｓｈ

Ｃ．Ｖ＝１３
（Ｓ１＋Ｓ２＋Ｓ３＋Ｓ４）ｒ（其中Ｓ１，Ｓ２，Ｓ３，Ｓ４为

四面体的四个面的面积，ｒ为四面体内切球的半径）

Ｄ．Ｖ＝１３
（ａｂ＋ｂｃ＋ａｃ）ｈ（其中ｈ为四面体的高）

焦点五　思维方法的类比
将解决一类问题的思路，类比到解决另一类问题中

来，给我们解决新问题提供方法和思路．

? 例５

已知以下过程可以求１＋２＋…＋ｎ的和：

因为（ｎ＋１）２－ｎ２＝２ｎ＋１，

ｎ２－（ｎ－１）２＝２（ｎ－１）＋１，

……

２２－１２＝２×１＋１，

从而有（ｎ＋１）２－１２＝２（１＋２＋…＋ｎ）＋２ｎ，

所以１＋２＋…＋ｎ＝ｎ
（ｎ＋１）
２ ．

类比以上过程，求１２＋２２＋…＋ｎ２的和．
【解答】　２３－１３＝３×１２＋３×１＋１，

３３－２３＝３×２２＋３×２＋１，

４３－３３＝３×３２＋３×３＋１，

……

（ｎ＋１）３－ｎ３＝３×ｎ２＋３×ｎ＋１．
将以上各式分别相加，得：

（ｎ＋１）３－１３＝３×（１２＋２２＋３２＋…＋ｎ２）＋３×（１＋

２＋３…＋ｎ）＋ｎ，

所以１２＋２２＋３３＋…＋ｎ２

＝１３
（ｎ＋１）３－１－ｎ－３×１＋ｎ２ ×［ ］ｎ

＝１６ｎ
（ｎ＋１）（２ｎ＋１）．

变身题

９．已知两个圆①ｘ２＋ｙ２＝１与②ｘ２＋（ｘ－３）２＝１，

则由①式减去②式可得上述两圆的对称轴方程．将上述

命题在曲线仍然为圆的情况下加以推广，即可得到一个

更一般的命题，而已知命题应成为所推广命题的一个特

例，推广的命题为　　　　　　　　　　　　　．

１０．设函数ｆ（ｘ）＝ １
２ｘ 槡＋ ２

，利用推导等差数列前ｎ

项和公式的方法，求出ｆ（－５）＋…＋ｆ（０）＋…＋

ｆ（５）＋ｆ（６）的值．

焦点六　归纳、类比的风险
运用归纳、类比推理得到的结论不一定可靠．

１．从有限个元素中发现的规律，不一定适合全体元

素，所以运用归纳推理的结论不一定可靠．

２．有些问题看起来类似，实质上存在着很大差异．

? 例６

已知数列｛ａｎ｝中，ａｎ＝（ｎ２－５ｎ＋５）２．

由于ａ１＝１，ａ２＝１，ａ３＝１，ａ４＝１．
从而归纳得ａｎ＝１．

以上归纳结论对任意ｎ∈Ｎ 都成立吗？试说明

理由．
【解答】　因为ａ５＝２５≠１，所以以上归纳的结论对

任意ｎ∈Ｎ不成立．

? 例７

已知ａ，ｂ，ｃ是实数，则：

（１）ａ（ｂ＋ｃ）＝ａｂ＋ａｃ；（２）ａ（ｂｃ）＝（ａｂ）ｃ．
我们可以将上面的实数运算律推广到向量加法与

数量积的运算中．

设向量ａ，ｂ，ｃ，类比实数的运算律的结论为：

（１）ａ·（ｂ＋ｃ）＝ａ·ｂ＋ａ·ｃ；

（２）ａ·（ｂ·ｃ）＝（ａ·ｂ）·ｃ．
以上类比的结论正确吗？

【解答】　（１）正确；（２）错误．从方向看，ａ·（ｂ·ｃ）

与ａ共线，（ａ·ｂ）·ｃ与ｃ共线．
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变身题

１１．已知ｆ（ｎ）＝－ｎ２＋５ｎ－３，下面的证明过程正确

吗？为什么？

证明：ｆ（１）＝１＞０，ｆ（２）＝３＞０，ｆ（３）＝３＞０，ｆ（４）

＝１＞０，所以对ｎ∈Ｎ，ｆ（ｎ）＞０．

１２．对于平面几何中的命题：“如果两个角的两边分

别对应垂直，那么这两个角相等或互补．”在立体几何

中，类比上述命题，可以得到命题：“　　　　　　　　

　　　　　．”这个类比命题的真假性是　　　　　　．

焦点训练

１．在数列１，１，２，３，５，８，ｘ，２１，３４，５５中，ｘ的值等

于（　　）．

Ａ．１１　　　Ｂ．１２　　　Ｃ．１３　　　Ｄ．１４

２．数列２，－４，６，－８，…的一个通项公式为（　　）．

Ａ．ａｎ＝２ｎ　 Ｂ．ａｎ＝（－１）ｎ·２ｎ

Ｃ．ａｎ＝（－１）ｎ＋１·２ｎ　 Ｄ．ａｎ＝（－１）ｎ·２ｎ

３．数列３，５，９，１７，３３，…的一个通项公式ａｎ 等于

（　　）．

Ａ．２ｎ　 Ｂ．２ｎ＋１ Ｃ．２ｎ－１　 Ｄ．２ｎ＋１

４．下图中由火柴杆拼成的一列图形中，第ｎ个图形

由ｎ个正方形组成：

　 　 　

ｎ＝１　ｎ＝２　 　ｎ＝３　 　　ｎ＝４

通过观察可以发现：

第四个图形中，火柴杆有 根；

第ｎ个图形中，火柴杆有 根．

５．如果数列｛ａｎ｝（ｎ∈Ｎ）是等差数列，那么数列ｂｎ

＝ａ１＋ａ２＋
…＋ａｎ

ｎ
（ｎ∈Ｎ）也是等差数列．类比上述性

质，相应地：若数列｛ｃｎ｝是等比数列，且ｃｎ＞０（ｎ∈Ｎ），

则有ｄｎ＝ （ｎ∈Ｎ）也是等比数列．

６．在德国不来梅举行的第４８届世乒赛期间，某商

场橱窗里用同样的乒乓球堆成若干堆“正三棱锥”形的

展品，其中第一堆只有一层，就一个乒乓球；第二、三、

四、…堆最底层（第一层）分别按下图所示方式固定摆

放．从第一层开始，每层的小球自然垒放在下一层之上，

第ｎ堆第ｎ层就放一个乒乓球，以ｆ（ｎ）表示第ｎ堆的乒

乓球总数，由ｆ（１），ｆ（２），ｆ（３）的值猜测ｆ（ｎ）的表达式

（答案用ｎ表示）．

７．已知数列｛ａｎ｝的通项公式为ａｎ＝ １
（ｎ＋１）２

（ｎ∈Ｎ），

ｆ（ｎ）＝（１－ａ１）（１－ａ２）…（１－ａｎ），试 计 算 ｆ （１），

ｆ（２），ｆ（３）的值，由此推测出ｆ（ｎ）的值．

８．观察以下各等式：

ｓｉｎ２３０°＋ｃｏｓ２６０°＋ｓｉｎ３０°ｃｏｓ６０°＝３４
，

ｓｉｎ２２０°＋ｃｏｓ２５０°＋ｓｉｎ２０°ｃｏｓ５０°＝３４
，
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