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序

李世杰老师送来《周期函数论》书稿，嘱我写序，拜读之下，获
益匪浅，我很乐意为之序．

《周期函数论》一书，是当前全国为数很少的有关周期函数的
专门性著作之一，是作者在自己若干专题论文的基础上，参阅各种
书刊的观点，吸收当前研究周期函数的一些最新成果，分析、综合、
加工、整理而成；是作者二十多年来研究周期函数问题的结晶．不
过，作者写得浅入深出，可读性较强．
我个人认为，这是一本颇具特色、新意和创造性的力作，简洁

深刻，系统又实用．
书中对各种教材、文献中出现的多种定义进行了分析、讨论；

对一些似是而非，容易出错的题目进行了详尽的剖析、对比；对周
期函数的一些热点问题进行了专题论述；对各类周期函数及非周
期函数的判别、证明，尽可能提供详细的思路和可操作的方案；对
最小正周期给出了尽可能具体的求解方法．书中有不少理论性内
容，如：等距“挖点”函数的周期性、周期集合、周期函数的严格定义
等，是他首先提出并建立的，是作者独到的见解，且是第一次公开
发表，反映了编著者最新的科研成果，具有较高的学术水平．
周期函数是具有某种特性的一类重要函数，在现实生活中具

有广泛的应用．而周期函数的理论，是目前仍在探讨并正在逐步完
善的数学的一块重要内容，故继续深入研究周期函数是十分必要
的，且具有现实意义．
周期函数既是高中数学的必学内容，也是全国高中数学联赛

的必考内容．尽管高中数学课本对周期函数仅作低要求介绍，不过
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到了高考，如 １９８０年、１９８９年、２０００年、２００４年全国高考，都出过
周期函数的大题，其难度远远超过课本要求，与数学竞赛题不相上
下．本书特别对中、高考及高中、初中数学竞赛中出现的周期性问
题进行了专题研讨，相信对准备参加中、高考和数学竞赛的学生也
会有所帮助．
李老师与我初相识于 １９８５年的绍兴师专，我们合作发表的关

于函数周期性的一些作品，受到了名家、名师和广大读者的重视与
好评．顺便提一下，李老师十分谦让，我们合作的一些作品从署名
上看，他是第二作者（编著者），但从他实际所完成的工作质量和数
量方面看，他进行了卓有成效的巨大劳动，作为并列第一作者（编
著者）更为确切．
掩卷四顾，似身临周期王国．李老师在艰苦的科研条件下，取

得如此大的成果实属不易，其刻苦钻研的敬业精神尤其值得钦佩．
相信本书的问世，将会促进我国在周期函数领域中相关的研究和
应用．

上海师范大学数理信息学院

２００４年 ６月 ２０日
于美国纽约
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编 者 的 话

经过数年努力，本书终于与大家见面了，这是值得高兴的事．
大自然中的很多现象都可以用周期函数来描述．从广袤浩瀚

的星空，到神奇莫测的海底；从复杂难卜的气象，到倏忽万变的浮
云；从千姿百态的物种，到面孔、肤色各异的人类……天文地理、数
理生化，大至宇宙，小至粒子皆似无序、混乱，同时又存在秩序、蕴
含周期性的自然规律，其力量是无穷的 

１９８５年暑期，笔者有幸参加了上海师范大学教授张方盛先生
在绍兴师专数学系举办的“周期函数”讲习班，第一次领略到函数
周期性的美妙与新奇，同时也对其产生了兴趣．周期函数的魅力牵
着我走进这个美丽的数学大花园，其研究成了我生活的一部分，迄
今达 ２０多年之久．期间与张方盛教授、吴卫国先生等同仁进行过
多次合作研究，周期王国的美丽使我着迷，对周期函数的研究成为
我业余生活中的一种乐趣．一个似是而非的周期函数问题，用一个
反例予以解决，给人的刺激犹如一出好的戏剧，函数周期之美穿过
心灵，体现了数学的优雅和艺术性．多年的思索结出了丰硕的果
实，在《上海师范大学学报》（自然科学版）、《数学通讯》、《上海中学
数学》等杂志上发表了二十多篇涉及周期函数的论文．本书正是在
此基础上，不断充实、修改，数易其稿，历时数年而成 
在长期的数学教学研究与实践中，我们深深地感到：周期函数

尽管在中学数学课程中所占篇幅不多，但它在整个中学数学和高
等数学中占有极其重要的地位．高考考试说明要求“了解周期函数
与最小正周期的意义”，它也是高中数学联赛则是必考知识之一．
周期函数还是一门正在发展中的学科，不少理论问题是近几
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十年甚至最近几年才提出来的，它们似是而非，似非而是，难于判
别，还需要逐步加以完善．
如问题：两个周期函数的和，是否周期函数？看似很简单，但也

不易判断，需要分两个函数的周期是否相同，是否可公度分别对
待，没有统一的答案．读者在本书中能看到我们最新的研究成果．
本书读者对象主要是周期函数理论的研究人员、大学数学系

师生、中学数学教师，同时收集了大量的历年竞赛题和高考题可供
高中及中专数学爱好者练习与思考．
尽管周期函数的课本定义存在缺陷，但由于它的简洁，笔者赞

同课本定义的采用方式．考虑到现行周期函数教学的实际情况，除
周期函数定义的比较外，本书的研究也以课本定义为基础，避开有
争议的问题．
本书中有关材料的预备知识我们假定读者已掌握，本书各章

节具有相对的独立性，书中提出的许多未曾解决的问题，仅供数学
基础好且对函数周期性问题感兴趣的读者参考．
本书中采用的专用符号：１．（自然数集）、（正整数集）、

（整数集）、（有理数集）、（实数集）．２．爴表示 牊（牨）的最小正周
期，爴表示周期．３．补集：爩－爟∈｛牨牨∈爩但 牨爟｝．
文后列出了主要的参考文献，给出了引用的出处和来源，以利

于读者寻找更进一步的资料．如有错漏，笔者表示歉意．限于水平，
书中难免会有不妥之处，欢迎读者批评指正！
王水（浙江省江山中学）、金雪东（浙江省衢州一中）、吴光耀

（浙江省巨化中学）参与了本书部分内容编写，上海师范大学教授、
原《上海中学数学》常务副主编张方盛先生写的序，为本书增添了
光彩，这里一并表示感谢！

李世杰

２００５年 ８月
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第一章 函数的周期性

第一节 周期现象与周期函数

在日常生活、科学研究和自然界中常会遇到周期现象，也就是
经 历了一定的时间后恢复原来状态的现象．蒸汽机所作的稳定运
动 是这种周期现象的一个实例，它在经历了一定的转数后又重新
回到原来的位置上，地球每年绕太阳运行一周，地球每天自转一
周，人体内部的生物钟的运行也有精确的时间周期，长度为 ２４小
时 １１分钟．另外，如交流电电流和电压的变化，声波的振动，钟摆
的运动，十二生肖、星期乃至人的心脏的跳动等等，具有这种周期
现象的实例不胜枚举．
具有周期现象的物质的运动，其共同特点是运动的“周而复

始”，在物理中把物质在等时间内作往复的运动称为周期运动．
为研究周期现象，刻画这许许多多的周期运动，有必要在数学

上研究相应的一种函数，叫做周期函数．同时，为了研究周期运动
的周期，自然也要研究周期函数的周期．
先让我们做一个实验，用它把周期运动和周期函数这两个概

念联系起来．
细线的一端栓上一个小球，使小球做等速圆周运动（见图 １），

于是时间（牠）与小球的位置之间就构成函数关系 —— 对于一定的
时间（牠的一个定值），小球就有一个特定位置与之对应．为了寻找
这个函数关系，把小球运动的平面图画出来，并建立平面直角坐标
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系（见图 ２）．
如果小球的初始位置（牠＝０）在点爛处，而且小球的角速度为

犽（常数），经过时间牠以后，小球的位置在爜处，于是∠爛爭爜＝犽牠．
因此，爜点的坐标，即小球的位置可以用

牨＝ 爲ｃｏｓ（犽牠＋ 犺）｛牪＝ 爲ｓｉｎ（犽牠＋ 犺） ①
②

来表出．

图  图 

①、② 式是由两个函数 牨＝ 牋（牠）与 牪＝ 牎（牠）组成的，我们通常称
这样的组为函数组，用数学方法可计算出这个函数组的周期是

２π
犽，
这是因为

爲ｃｏｓ［犽（牠＋ ２π犽）＋ 犺］＝ 爲ｃｏｓ（犽牠＋ 犺）

爲ｓｉｎ［犽（牠＋ ２π犽）＋ 犺］＝ 爲ｓｉｎ（犽牠＋ 犺）

同样，如果我们从物理运动的意义来分析，也会发现小球运动

的周期是２π
犽，
这是因为：

当小球完成一圈（即 ２π弧度）的运动时，就周而复始．设小球
完成一圈所需要的时间为 爴（即周期），那么就有 犽爴＝ ２π，于是 爴

·２·此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



＝ ２π犽．

在计算小球运动的周期时，我们分别用了数学方法和物理方
法，其结果是一致的．从中可以看到，周期函数这个数学概念，只不
过是小球运动（周期运动）这个物理模型的抽象，它反映了客观事
物的周期性运动规律．
再让我们看看鸟飞行时翅膀的轨迹．鸟在空中飞翔，千姿百

态．有的成群结队，还排成一定的队形，像部队行军一样，在空中常
速前进，大雁就是这样；有的只是在地面附近活动，从一个屋檐飞
向另一个屋檐，从一个树梢飞到另一个树梢，小麻雀就是这样．

图 
鸟类在飞行的时候，它的翅膀划出的轨迹是怎样的图形呢？
鸟类在飞行时，它的翅膀上的某个动点不仅作上下等距离、等

速度的振动，而且又在横向做匀速的直线运动，因此这个动点所做
的是一种复合的运动，它的轨迹形成一条正弦曲线．
正弦曲线的函数式为 牪＝ ｓｉｎ牨，它的图象如图 ４所示．正弦函

数是一个周期函数，因此，它的图象也是按照同一个周期不断地反
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复出现的．
鸟类飞行时，它的翅膀上下运动一次，翅尖划出的曲线正好是

正弦曲线的一个周期，如图 ５中曲线 爭爛爜爞爟的形状．在这个周期

中，鸟类翅尖划过的垂直距离是 爛爞′，我们把 １２爛爞′

叫 做正弦函数的振幅．大雁和麻雀飞行时翅膀的轨迹虽都是正弦
曲线，但大雁的翅膀上下运动的周期比较长，振幅也比较大；麻雀
的翅膀上下运动的周期比较短，振幅也比较小．

图  图 
作为周期函数的特征性质，不难知道：在其定义域内，图象能

重复出现，性态呈周期性变化．因此对它的研究，不必分析其在整
个 定义域内的情况，而只需讨论它在一个周期内的局部性质就可
以了，这给我们搞清周期函数的基本性质带来了很大的便利．

第二节 周期函数的定义

在数学知识中，类似于自然现象中的“周期现象”是大量存在
的，如正弦函数牪＝ｓｉｎ牨的值与角牨的终边所在位置有关，终边每
转一周，它便重新回到原来的值．
换句话说，随着角 牨的一周又一周运动，正弦函数 牊（牨）＝

ｓｉｎ牨产生的值出现了周期规律，那么用数学式子如何描述呢？

·４·



ｓｉｎ（２π＋牨）＝ｓｉｎ牨即牊（２π＋牨）＝牊（牨），更一般地有ｓｉｎ（牨
＋ ２牑π）＝ ｓｉｎ牨，牑∈ 灩，即 牊（牨＋ ２牑π）＝ 牊（牨），牑∈ 灩．将 ２π抽象
为 爴，就可得到周期函数的定义．
我国现行高中数学教科书中正是这样定义周期函数的（后面

简称“课本定义”）：对于函数 牪＝ 牊（牨），如果存在一个常数 爴（≠
０），使得当 牨取定义域内的每一个值时，都有

牊（牨＋ 爴）＝ 牊（牨）
成立，那么函数 牪＝ 牊（牨）叫做周期函数，常数 爴≠ ０叫做这个函
数的周期．如果在所有周期中存在一个最小正数，就把这个最小的
正数叫做最小正周期．
在直角坐标系上可以分别画出正弦函数、余弦函数和正切函

数的图象（见图 ６与图 ７）．
图中实线是根据设值描点法列出三角函数表绘制的，由于

ｓｉｎ（２π＋ 牨）＝ ｓｉｎ牨，
ｃｏｓ（２π＋ 牨）＝ ｃｏｓ牨，
ｔａｎ（π＋ 牨）＝ ｔａｎ牨．

图 

所以我们可以预料余下部分应由虚线来完成．就是说，正弦函
数 值、余弦函数值和正切函数值都是依照一定的规律不断重复出
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图 

现的（周而复始），这正是三
角函数的一个极其重要的

性质—— 周期性．这里值得
注意的是，正弦函数和余弦
函数，当 牨的值每增加（或
减少）２π时，函数值便周而
复始，而正切函数，当 牨的
值每增加（或减少）π时，函
数值便周而复始．因此，正

弦函数牪＝ｓｉｎ牨，牨∈都是周期函数，２牑π（牑∈ 灩但牑≠ ０）是它
们的周期，最小正周期均为 ２π．

正切函数 牪＝ｔａｎ牨，牨≠牑π＋ π２，牑∈灩
和余切函数牪＝ｃｏｔ牨，

牨≠ 牑π，牑∈ 灩也都是周期函数，最小正周期为 π．
以上是我们在课本中熟知的内容，在理解周期函数和周期的

定义时，要注意以下几点：
（１）要特别注意定义中“每一个值”四个字，它表明：等式 牊（牨

＋ 爴）＝ 牊（牨）必须在 牊（牨）的定义域上恒成立时，牊（牨）才是周期
函数，爴是它的一个周期．

例如，ｓｉｎ（π４＋
π
２）＝ ｓｉｎ

π
４，
但 ｓｉｎ（π６＋

π
２）≠ ｓｉｎ

π
６，
说明

π
２
不能使 ｓｉｎ（π２＋ 牨）＝ ｓｉｎ牨

对定义域内每一个值都成立，因此

π
２
不是 ｓｉｎ牨的周期．

（２）周期 爴为非零常数，与 牨的取值无关．
（３）如果 爴是 牊（牨）的一个周期，则 ２爴也是它的周期，因为

牊（牨＋ ２爴）＝ 牊［（牨＋ 爴）＋ 爴］＝ 牊（牨＋ 爴）＝ 牊（牨），类似地可
证 ３爴，４爴，…，也都是这个函数的周期，即牕爴（牕∈）都是牊（牨）
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的周期（严格证明可用数学归纳法给出）．
注 上述结论说明，当爴＞０时，牊（牨）有无数个正周期；当爴

＜ ０时，牊（牨）有无数个负周期．
可见一个函数是周期函数，它必有无数个周期，如果在所有周

期中存在着一个最小（大）的正（负）数，那就是最小正周期（最大
负周期）（最小正周期和最大负周期如存在必唯一）．
周期函数的周期有三种情况：
（Ⅰ）同时具有正、负周期，如牪＝ｓｉｎ牨，２π和－２π都是它的周

期．
（Ⅱ）只有正周期没有负周期，如 牪＝ ｓｉｎ牨，牨∈ ＋．

（Ⅲ）只有负周期没有正周期，如 牪＝ ｓｉｎ牨，牨∈ －．
（４）在一个周期函数所有的周期中，并不一定存在着一个最

小的正数，即并不是任何周期函数都有最小正周期．
例 常数函数牊（牨）＝牅（牅为常数），牨∈，任何正实数爴都

是它的周期，因为

牊（牨＋ 爴）＝ 牅＝ 牊（牨）
但正数集中没有最小值，故 牊（牨）无最小正周期．

例 狄里赫莱函数爟（牨）＝
１ （牨为有理数）
０ （牨为无理数｛ ）

，它是周期函

数，但没有最小正周期．
证 ① 设 牜是任意给定的非零有理数，则
当牨为有理数时，牨＋牜仍为有理数，当牨为无理数时，牨＋牜还

是无理数，即有

爟（牨＋ 牜）＝ 爟（牨）＝
１ （牨是有理数）
０ （牨是无理数｛ ）

所以 牊（牨）是周期函数，任意非零有理数都是它的周期．
② 任何无理数都不是它的周期，因为对给定的无理数 牘，当 牨

是有理数时，牨＋ 牘是无理数，因而 爟（牨＋ 牘）＝ ０≠ １＝ 爟（牨），
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不符合周期函数的定义．
综合 ①、②，函数 牊（牨）的周期只能是有理数，但正有理数集

中没有最小值，所以周期函数 牊（牨）没有最小正周期．
（５）并不是只有三角函数才是周期函数．
例  常数函数牊（牨）＝ １，牨∈爟，爟＝ ｛０｝∪ （２，＋∞），容

易验证对任意的不小于 ２的正常数 牓，都有

牊（牨＋ 牓）＝ 牊（牨），牨∈ 爟
即牊（牨）（牨∈爟）是周期函数，不小于２的任何正数都是它的周期，
其最小正周期为 ２．

（６）函数 牊（牨）的最小正周期 爴，它首先是一个周期，另外还
要满足：若 爴是 牊（牨）的任一正周期，则 ０＜ 爴 ≤ 爴．
因而证明某一正数是函数牊（牨）的最小正周期时，需先证明它

是函数的一个正周期．
例  牪＝ ｓｉｎ牨的最小正周期是 ２π．
证 （用反证法）设爴是牪＝ｓｉｎ牨（牨∈）的最小正周期，且

０＜爴＜２π，根据周期函数的定义，当牨为任何值时，都有ｓｉｎ（牨＋

爴）＝ ｓｉｎ牨，令 牨＝ π
２
代入上式得 ｓｉｎ（π２＋ 爴）＝ ｓｉｎ

π
２，
即 ｃｏｓ爴

＝１，但这与爴∈（０，２π）时，ｃｏｓ爴＜１矛盾，这就说明了当爴∈（０，
２π）时，爴不是牪＝ｓｉｎ牨的周期，而爴＝２π时，ｓｉｎ（牨＋２π）＝ｓｉｎ牨
对 牨∈ 恒成立，故 牪＝ ｓｉｎ牨（牨∈ ）的最小正周期为 ２π．

例  牪＝ ２ｃｏｓ（牑牨＋ π
３）
的周期为爴，且爴∈ （１，３），则正整

数 牑是 ．

解 由爴＝ ２π
燏牑燏，
又１＜爴＜３，即１＜ ２π

燏牑燏＜３，
对正整数牑，

取 π≈ ２２７，
则４４
２１＜ 牑＜

４４
７．

所以 牑＝ ３，４，５，６．
例 （２００３年春季高考北京理科试题）若存在常数牘＞０，使
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