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亲爱的中学生朋友：

摆在你们面前的这本全新的教学辅导用书，是一群有实战经验的大朋友为你们在课堂上学好教材而

编写的。课堂生活是你们学校生活的最基本构成，它的质量，直接影响着当下及今后你们的多方面发展

和成长。请记住：选择一套好的课堂辅助用书，就如选好一个得力的学习“帮手”。

教学是由教与学两个主体的互动来完成的。传统的教辅用书，多以教师为中心，从教师的教出发去

编写，忽视了学生作为学习主体的存在。为此，一本完全站在你们的角度，从你们课堂学习需要出发而设

计的全新辅导用书———《中学教材标准学案》诞生了。

“学案”，顾名思义就是一种学习方案，它体现了对你们学习过程的规划、学习思路的梳理、学习方法

的点拨、学习规律的总结、训练样题的设计。

“标准”，是说这套书内容的组织、材料的选择、流程的设计都是符合你们课堂学习及考试规律的。目

前，你们的学习还不是完全独立的，要在教师的指导下进行；学习的内容也不是随意的，而是按照教学大

纲精心选择的；课堂学习过程也是有目的、有计划、有组织进行的，不像日常生活可以任意安排。因此，我

们在设计这套书时，抱定的宗旨是：与你们的课堂学习生活靠近些、再靠近些；标准些，再标准些。

在正式阅读本书正文之前，请仔细读读下面的阅读地图！

考虑到学科特点，以上栏目有的略有不同。

同学们，本学案以你们课堂学习模式为标准，以你们的学习进步为己任，将不遗余力地引领你们走向

成功的彼岸。

编　者
２００４年１１月

·１·中学教材标准学案　高二数学
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第九章　直线、平面、简单几何体 １!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　一、空间直线和平面 １!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　　９．１　平面 １!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　　９．２　空间直线 ８!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　　９．３　直线与平面平行的判定和性质 １６!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　　９．４　直线与平面垂直的判定和性质 ２３!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　　９．５　两个平面平行的判定和性质 ３４!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　　９．６　两个平面垂直的判定和性质 ４１!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　二、简单几何体 ５１!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　　９．７　棱柱 ５１!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　　９．８　棱锥 ５９!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　　研究性学习课题：多面体欧拉定理的发现 ７１!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　　９．９　球 ７６!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　　本章总结 ８５!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　　本章目标检测题 ９１!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

第十章　排列、组合和二项式定理 ９４!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　１０．１　分类计数原理与分步计数原理 ９４!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　１０．２　排列 ９９!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　１０．３　组合 １０７!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　１０．４　二项式定理 １１５!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　本章总结 １２３!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　本章目标检测题 １２７!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

第十一章　概率 １２９!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　１１．１　随机事件的概率 １２９!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　１１．２　互斥事件有一个发生的概率 １３６!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　１１．３　相互独立事件同时发生的概率 １４４!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　本章总结 １５１!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

　本章目标检测题 １５４!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

期中测试卷 １５６!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

期末测试卷 １５８!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

参考答案 １６１!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
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第九章　直线、平面、简单几何体

一、空间直线和平面

９．１　平面

　　　预习导航

●要点扫描

１．平面和点、直线一样是构成空间图形的基本元素之一，是一个只描述而不定义
的原始概念．平面具有 ，平面无 ，无 ，无 ，
无所谓面积．

２．立体几何中，我们通常画平行四边形来表示平面．当平面水平放置时，通常把
平行四边形的锐角画成 ，横边画成邻边的 倍长．

３．平面通常用一个希腊字母α、β、γ来表示，如平面α、平面β、平面γ等，也可以用
表示 的两个相对顶点的字母表示．

４．平面具有如下性质：
公理１　如果一条直线上的两点在一个平面内，那么这条直线上 都

在这个平面内．
公理２　如果两个平面有一个公共点，那么它们还有其他公共点，且所有公共
点的集合是一条 的直线．
公理３　经过 的三点，有且只有一个平面．
推论１　经过一条直线和 ，有且只有一个平面．
推论２　经过两条 ，有且只有一个平面．
推论３　经过两条 ，有且只有一个平面．

　　　重点、难点聚焦

●重点、难点解析 　 　 ●学法指导
　　１．平面的概念

（１）平面和点、直线一样是构成空间图形的基本要
素之一，是一个只描述而不定义的原始概念．

（２）平面具有无限延展性．数学里所说的“平面”将
空间分成了两部分，如果想从平面的一侧到另一侧，必
须穿过这个平面．平面无边沿．

（３）数学中的平面是点的集合．因此，在空间中，平
面无大小、无厚薄、无所谓面积．

　　２．平面的画法
立体几何中，我们“通常”画平行四边形来表示平

面．但要注意：
（１）画的平行四边形表示的是整个平面．
平面是无限延展的，只能用一有限图形表示平面

（类似于画线段表示直线）．可用平面四边形、三角形等

　　【例１】判断下列说法是否正确？并说明理由．
（１）平面的形状是平行四边形；
（２）任何一个平面图形都是一个平面；
（３）圆和平面多边形都可以表示平面；
（４）因为ＡＢＣＤ的面积大于Ａ′Ｂ′Ｃ′Ｄ′的面积，所以平面ＡＢＣＤ

大于平面Ａ′Ｂ′Ｃ′Ｄ′；
（５）用平行四边形表示平面，以平面四边形的四条边作为平面的边

界线．
分析：本题主要考查对平面概念的理解．
解：（１）不正确．平面是无限延展的，我们只是画平行四边形表示平面．
（２）不正确．平面图形和平面是两个完全不同的概念．平面图形有大

小、有面积，可以度量．而平面具有无限延展性，类似于直线可无限延长，
不可度量．

（３）正确．圆和平面多边形都是平面图形，可以用它们表示平面
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１．无限延展性　边沿　大小　厚薄

２．４５°　２

３．平行四边形

４．所有的点

过这个公共点

不在同一条直线上

这条直线外的一点

相交直线

平行直线

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



平面图形来表示某个平面，而表示平面的这些平面图
形可根据需要扩展或缩小．

（２）加“通常”二字的意思是因为有时根据需要也
可用其他平面图形表示：如用三角形、矩形、圆等平面
图形来表示平面．
如图９ １ １中，三棱锥Ｓ—ＡＢＣ的底面ＡＢＣ，就

是用三角形来表示的；长方体ＡＢＣＤ—Ａ′Ｂ′Ｃ′Ｄ′的侧
面ＡＢＢ′Ａ′，就是用矩形表示的；圆锥ＳＯ中的底面是

⊙Ｏ，就是用圆来表示的．

图９ １ １
（３）画表示平面的平行四边形时，通常把它的锐角

画成４５°，横边画成邻边的两倍．
（４）当一个平面的一部分被另一个平面遮住时，应把

被遮住部分的线段画成虚线或者不画，以增强立体感．
３．平面的表示方法
平面通常用一个小写的希腊字母表示，如平面α、

平面β、平面γ等，根据问题实际需要，有时也用表示
平行四边形ＡＢＣＤ 的相对顶点的两个大写字母来表
示，如平面ＡＣ，平面ＢＤ；或者用表示多边形顶点的字
母来表示，如平面ＡＢＣ，平面Ａ′Ｂ′Ｃ′Ｄ′（见图９ １ １
中的三棱锥和长方体）．
４．直线和平面都是由点构成的集合
以点作为元素，直线和平面都是由点构成的集合．
立体几何中，许多符号的规定都是源于将图形视

为点集．如：点Ａ在平面α内，记作Ａ∈α；点Ａ不在平
面α内，记作Ａα．直线ｌ在平面α内，记作ｌα；直线

ｌ不在平面α内；记作ｌα．这里点Ａ是平面α的元素，
而直线ｌ是平面α的子集，因此在符号的使用上是有
区别的．
从点集的角度认识几何图形，是数学发展的需要，这

对于数形结合，深入研究数学问题是非常必要和有效的．
５．平面的基本性质
平面的基本性质，即教科书中的三个公理及推论，

它们是研究立体几何的基础理论，每个同学都必须熟
练掌握．
公理１
（１）文字语言表述：如果一条直线上的两点在一个

平面内，那么这条直线上所有的点都在这个平面内．
图形语言表述：

图９ １ ２
符号语言表述：

Ａ∈ｌ，Ｂ∈ｌ，Ａ∈α，Ｂ∈αｌα．
（２）公理１反映了平面与曲面的区别，通过直线的

（４）不正确．平面是无限延展的，不论大小，不计面积．
（５）不正确．平面是无限延展的，无边界．
注：平面和平面图形是两个不同的概念，要熟悉这两者之间的区别与

联系．
【例２】试画出两个相交的平面．
解：具体画法的步骤如下：

１°画两条相交直线，表示两个平面的平行四边形相交的两条边，如
图９ １ ６（１）中的ＥＦ、ＭＮ．
２°画两个相交平面的交线，如图９ １ ６（２）中的ＡＢ．
３°通过端点Ｅ、Ｆ、Ｍ、Ｎ 分别画出与ＡＢ 平行且相等的线段ＥＣ、ＦＤ、

ＭＰ、ＮＱ，连结ＣＤ 和ＰＱ，可以得到表示平面的平行四边形ＥＦＤＣ和

ＭＮＱＰ，如图９ １ ６（３）．
４°把被平面遮住的部分画成虚线或者不画，如图９ １ ６（４）．

图９ １ ６
注：在平面几何中，凡是后引的辅助线都画成虚线；而立体几何则不

同，凡是被平面遮住的线，都画成虚线，凡是不被遮住的线都画成实线，不
论是题中原有的还是后添的辅助线．

【例３】若点Ｂ在直线ｂ上，ｂ在平面β内，则Ｂ、ｂ、β之间的关系可以
记作 （　　）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

Ａ．Ｂ∈ｂ∈β　 　Ｂ．Ｂ∈ｂβ　 　Ｃ．Ｂｂβ　 　Ｄ．Ｂｂ∈β
分析：本题考查用符号表示点、线、面之间的关系，关键是弄清点与直

线是元素与集合之间的关系，直线与平面是集合与集合之间的关系．
解法一：（直接法）∵点Ｂ在直线ｂ上，∴Ｂ∈ｂ．
又∵直线ｂ在平面β内，∴ｂβ．∴Ｂ∈ｂβ．
答案：Ｂ
解法二：（排除法）∵点Ｂ与直线ｂ的关系是元素与几何之间的关系，

∴只能用符号“∈”或“”表示．
∴排除Ｃ和Ｄ（容易出现Ｂｂ或ｂ∈β等错误）．
又∵ｂ与β是集合与集合之间的关系，

∴应该用符号“”或“”来表示．
∴排除Ａ．
答案：Ｂ
【例４】如果直线ａ平面α，直线ｂ平面α，Ｍ∈ａ，Ｎ∈ｂ且Ｍ∈ｌ，

Ｎ∈ｌ，那么 （　　）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

Ａ．ｌα Ｂ．ｌα
Ｃ．ｌ∩α＝Ｍ Ｄ．ｌ∩α＝Ｎ
解：∵Ｍ∈ａ，Ｎ∈ｂ，ａ、ｂα，∴Ｍ、Ｎ∈α．
而ＭＮ 确定直线ｌ，
根据公理１，可知ｌα．
故选Ａ
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“直”和“无限延伸”的特性，揭示了平面的“平”和“无限
延展”的特性．应用公理１，既可判定直线是否在平面
内、点是否在平面内，又可用直线检验平面．
公理２
（１）文字语言表述：如果两个平面有一个公共点，

那么它们还有其他的公共点，且所有这些公共点的集
合是一条过这个公共点的直线．

图９ １ ３

图形语言表述：
符号语言表述：

Ｐ∈α∩βα∩β＝ｌ且Ｐ∈ｌ．
（２）公理２说明了若两个平

面相交，必交于同一条直线，这是
由平面的无限延展性决定的．
公理２的作用主要有两方面．
其一，它是判定两个平面是否相交的依据，只要两

个平面有一个公共点，就可以判定这两个平面必相交
于过这点的一条直线；其二，它可以判定点在直线上，
点是某两个平面的公共点，线是这两个平面的交线，则
这点在交线上．
公理３
（１）文字语言表述：经过不在同一条直线上的三

点，有且只有一个平面．

图９ １ ４

图形语言表述：
符号语言表述：

Ａ、Ｂ、Ｃ三点不共线有且只有
一个平面α，使Ａ∈α，Ｂ∈α，Ｃ∈α．

（２）公理３的三个推论
推论１　经过一条直线和这条直线外的一点，有

且只有一个平面（图９ １ ５（１））．
用符号表示为：

Ａａ有且只有一个平面α，使Ａ∈α，ａα．
推论２　经过两条相交直线，有且只有一个平面

（图９ １ ５（２））．
用符号表示为：

ａ∩ｂ＝Ｐ有且只有一个平面α，使ａα，ｂα．
推论３　经过两条平行直线，有且只有一个平面

（图９ １ ５（３））．
用符号表示为：

ａ∥ｂ有且只有一个平面α，使ａα，ｂα．

图９ １ ５
（３）公理３及其三个推论是确定平面及判断两个

平面重合的依据，是证明点、线共面的依据，也是作截
面、辅助平面的依据．作辅助平面和平面几何中作辅助
直线的作用一样，可以为解题开拓思路．

　　【例５】“线段ＡＢ在平面α内，直线ＡＢ不全在平面α内”这一说法是
否正确，为什么？
解：不正确．
∵线段ＡＢ在平面α内，

∴线段ＡＢ上的所有点都在平面α内．
∴线段上的Ａ、Ｂ两点一定在平面α内．
∴直线ＡＢ在平面α内（公理１）．
【例６】如图９ １ ７，已知△ＡＢＣ在平面α外，ＡＢ∩α＝Ｐ，ＡＣ∩α＝

Ｒ，ＢＣ∩α＝Ｑ．
求证：Ｐ、Ｑ、Ｒ三点共线．

图９ １ ７
分析：只需证明Ｐ、Ｑ、Ｒ均为平面ＡＢＣ与α的公共点．
证明：∵ＡＢ∩α＝Ｐ，ＡＢ平面ＡＢＣ，

∴Ｐ∈平面ＡＢＣ．又Ｐ∈α，

∴由公理２可知点Ｐ在平面ＡＢＣ与平面α的交线上．
同理可证：Ｑ、Ｒ也在平面ＡＢＣ与平面α的交线上．
∴Ｐ、Ｑ、Ｒ三点共线．
注：证明空间三点共线时，将线看作两平面的交线，只需证明这三点

都是两个平面的公共点，则公共点必定在两平面的交线上，因此三点
共线．

【例７】如图９ １ ８，已知直线ａ∥直线ｂ，直线ｍ与ａ、ｂ分别交于点

Ａ、Ｂ．
求证：过ａ、ｂ、ｍ有且只有一个平面．

图９ １ ８
分析：证明过ａ、ｂ、ｍ三条直线有且只有一个平面，需证两个方面．其

一是存在性即“有”，其二是唯 一性即“只有”．
证明：∵ａ∥ｂ，∴过ａ、ｂ有一个平面α．
又ｍ∩ａ＝Ａ，ｍ∩ｂ＝Ｂ，

∴Ａ∈ａ，Ｂ∈ｂ，∴Ａ∈α，Ｂ∈α．
又Ａ∈ｍ，Ｂ∈ｍ，∴ｍα，
即过ａ、ｂ、ｍ有一个平面α．
假设过ａ、ｂ、ｍ还有一个平面β异于α，
则ａα，ｂα，ａβ，ｂβ．
这与ａ∥ｂ，过ａ、ｂ有且只有一个平面相矛盾．
因此，过ａ、ｂ、ｍ有且只有一个平面．
注：①证明过三条直线有且只有一个平面（即确定平面）与证明三线

共面是有差异的．前者不仅需证明存在性，还必须证明唯一性；而后者则
不然，只需证明平面存在即可．

②证明唯一性，常常使用反证法
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　　　整合与扩展

　　１．识图与画图
学习立体几何开始要建立好空间概念，首先会识

图，正确的识图可以帮助我们想象各部分元素之间的
位置关系．
画直观图要注意虚实线，它们是正确表示空间位

置的关键．在立体几何中，实线表示看到的部分，虚线
表示被遮住的部分．
掌握正方形、正三角形、圆的水平放置的直观图，

是今后识图、画图的基础．
２．点线共面的证明
所谓点线共面问题就是指证明一些点或直线在同

一个平面内的问题．
（１）证明点线共面的主要依据

①如果一条直线上的两点在一个平面内，那么这
条直线上的所有点都在这个平面内（公理１）．

②经过不在同一条直线上的三点，有且只有一个
平面（公理３及其推论）．

（２）证明点线共面的常用方法

①纳入平面法：先确定一个平面，再证明有关点、
线在此平面内．

②辅助平面法：先证明有关的点、线确定平面α，
再证明其余元素确定平面β，最后证明平面α、β重合．

③反证法．
（３）具体操作方法

①证明几点共面的问题可先取三点（不共线的三
点）确定一个平面，再证明其余各点都在这个平面内．

②证明空间几条直线共面问题可先取两条（相交或平
行）直线确定一个平面，再证明其余直线均在这个平面内．
３．证明三点共线问题
所谓点共线问题就是证明三个点或三个以上的点

在同一条直线上．
（１）证明三点共线的依据是公理２：如果两个平面

有一个公共点，那么它们还有其他的公共点，且所有这
些公共点的集合是一条过这个公共点的直线．也就是
说一个点若是两个平面的公共点，则这个点在这两个
平面的交线上．
对于这个公理应进一步理解下面三点：①如果两

个相交平面有两个公共点，那么过这两点的直线就是
它们的交线；②如果两个相交平面有三个公共点，那么
这三点共线；③如果两个平面相交，那么一个平面内的
直线和另一个平面的交点必在这两个平面的交线上．

（２）证明三点共线的常用方法
方法１是首先找出两个平面，然后证明这三点都是这

两个平面的公共点．根据公理２知，这些点都在交线上．
方法２是选择其中两点确定一条直线，然后证明另一

点也在其上．
４．证明三线共点问题
所谓线共点问题就是证明三条或三条以上的直线

　　【例８】说出下面图形的不同之处．

图９ １ １０
解：图中三个图形，每个图形都是由九条线段组成的，但由于虚实线

的表示不同，则反映了不同的几何体．图（１）是三棱柱；图（２）是簸箕形；图
（３）可以看成翻转的图（１）．
注：本题易将三个图表示的几何图形看作同一个几何体，其原因是对

实、虚线的意义不明确．

图９ １ １１

【例９】如图９ １ １１，已知ａ∥ｂ∥ｃ，ｌ∩ａ＝
Ａ，ｌ∩ｂ＝Ｂ，ｌ∩ｃ＝Ｃ．
求证：ａ、ｂ、ｃ、ｌ共面．
证法一：先由ａ∥ｂ确定一个平面，然后证明

ｌ、ｃ都在这个平面内．
∵ａ∥ｂ，∴ａ、ｂ确定平面α．
又∵ｌ∩ａ＝Ａ，ｌ∩ｂ＝Ｂ，

∴ｌ上有两点Ａ、Ｂ在α内，即直线ｌα．
于是ａ、ｂ、ｌ共面．
换句话说，若ａ、ｌ确定平面α，过ｌ上一点Ｂ 作ｂ∥ａ，则ｂα．
同理，过ｌ上一点Ｃ作ｃ∥ａ，则ｃ也在ａ、ｌ确定的平面内．
故ａ、ｂ、ｃ、ｌ共面．
证法二：∵ａ∥ｂ，∴ａ、ｂ确定平面α．
又Ａ∈ａ，Ｂ∈ｂ，∴ＡＢα，即ｌα，
又∵ｂ∥ｃ，∴过ｂ、ｃ确定平面β．
同理可证ｌβ．
于是ｂ、ｌα，ｂ、ｌβ，而ｂ∩ｌ＝Ｂ，

∴α与β重合，∴ａ、ｂ、ｃ、ｌ共面．
注：①学习了平行公理后，本题还可用反证法证明；②本题可推广为：

若ａ１，ａ２，ａ３，…，ａｎ 互相平行，直线ｂ与ａ１，ａ２，ａ３，…，ａｎ 都相交，则ａ１，

ａ２，ａ３，…，ａｎ，ｂ这ｎ＋１条直线在同一个平面内．

图９ １ １２

【例１０】如图９ １ １２，已知Ｅ、Ｆ、Ｇ、Ｈ 分别是
空间四边形ＡＢＣＤ 各边ＡＢ、ＡＤ、ＢＣ、ＣＤ 上的点，
且直线ＥＦ和ＨＧ 交于点Ｐ．
求证：点Ｂ、Ｄ、Ｐ在同一条直线上．
证明：∵直线ＥＦ∩直线ＨＧ＝Ｐ，

∴Ｐ∈直线ＥＦ，而ＥＦ平面ＡＢＤ，

∴Ｐ∈平面ＡＢＤ．
同理，Ｐ∈平面ＢＣＤ，即点Ｐ是平面ＡＢＤ 和平面ＢＣＤ 的公共点．显

然，点Ｂ、Ｄ也是平面ＡＢＤ 和平面ＢＣＤ 的公共点，由公理２知，点Ｂ、Ｄ、

Ｐ都在平面ＡＢＤ 和平面ＢＣＤ 的交线上，即点Ｂ、Ｄ、Ｐ在同一条直线上．

图９ １ １３

【例１１】如图９ １ １３，三个平面α、β、γ两两相交，

α∩β＝ｃ，α∩γ＝ｂ，β∩γ＝ａ，若直线ａ和ｂ不平行．
求证：ａ、ｂ、ｃ三条直线必过同一点．
分析：直线过同一点，可以这样思考：先证明两线相

交，得一交点，然后证明该点在其余的直线上（或其余的
直线经过该点）
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交于一点．
（１）证明三线共点的依据是公理２．
（２）证明三线共点的思路是：先证两条直线交于一

点，再证明第三条直线经过这点，把问题化归到证明点
在直线上的问题．
５．平面个数的确定及平面把空间分成若干部分
公理３及三个推论是用来确定平面的，对于确定

平面的个数问题，这四种方法可以交互使用．如：四条
线段首尾相接，它们最多可以确定多少个平面？
由推论２知，两条相交直线确定一个平面，四条线

段首尾相接，最多可产生四对相交线段，因此，最多可
确定４个平面．
由于平面是无限延展的，因此一个平面可以把空

间分成２个部分；两个平面既可以把空间分成３个部
分（两平面平行），也可以分成４个部分（两平面相交）；
三个平面可以把空间分成４个部分，也可以分成６、７、

８个部分（如图９ １ ９）．

图９ １ ９

证明：∵α∩γ＝ｂ，β∩γ＝ａ，∴ａγ、ｂγ．
由于直线ａ和ｂ不平行，∴ａ、ｂ必相交．
设ａ∩ｂ＝Ｐ，则Ｐ∈ａ，Ｐ∈ｂ．
∵ａβ，ｂα，∴Ｐ∈β，Ｐ∈α．
又α∩β＝ｃ，

∴Ｐ∈ｃ，即交线ｃ经过点Ｐ．
∴ａ、ｂ、ｃ三条直线相交于同一点．
【例１２】正方体各个面所在的平面一共将空间分成了多少个相互没

有重叠的部分？

分析：本题重在培养同学们的空间想象能力和动手实践的能力．要求
同学们在对本章学习的一开始就重视空间想象力的培养，养成合理运用
自己周围的生活空间中的实际模型来帮助分析、解答数学问题的习惯．
可作出正方体并结合教室对应的实际空间，分层考虑．
解：如图９ １ １４（１），平面ＡＢＣＤ和平面Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 将空间分成了

三层，从图９ １ １４（２）可以看出，每一层的四个平面又将空间分成了９
个部分，由此可知，正方体各个面所在的平面将空间分成了没有重叠的

２７个部分．

图９ １ １４
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　　　同步达标

Ａ组

一、选择题

１．下列命题中，其中正确命题的个数是 （　　）!!!!!!

①黑板面是平面　②６个平面重叠起来，要比４个平面重叠
起来厚　③有一个平面的长是２０ｍ，宽是１５ｍ　④平面是
绝对的平、无厚度、可以无限延展的抽象的数学概念

Ａ．１　　　　 Ｂ．２　　　　 Ｃ．３　　　　 Ｄ．４
２．下列图形中正确的是 （　　）!!!!!!!!!!!!!

图９ １ １５

３．给出下列命题，正确的个数是 （　　）!!!!!!!!!

①梯形的四个顶点在同一平面内　②三条平行直线必共面

③有三个公共点的两个平面必重合　④每两条都相交且交
点各不相同的四条直线一定共面

Ａ．１ Ｂ．２ Ｃ．３ Ｄ．４
４．平面α∩平面β＝ｌ，点Ａ∈α，点Ｂ∈β，且Ｂｌ，点Ｃ∈α，又ＡＣ∩
ｌ＝Ｒ，过Ａ、Ｂ、Ｃ三点确定的平面为γ，则β∩γ是 （　　）!

Ａ．直线ＡＢ Ｂ．直线ＢＣ Ｃ．直线ＢＲ Ｄ．直线ＣＲ
二、填空题

５．已知点Ａ、Ｂ，直线ｌ及平面α、β，用符号“∈，，＝，，”填空：
（１）已知Ａ∈ａ，ａβ，则Ａ β；
（２）已知α∩β＝ｌ，Ａ α，Ａ β，则Ａ∈ｌ；
（３）已知Ａ∈α，Ｂ∈α，Ａ∈β，Ｂ∈β，则α∩β ＡＢ．
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６．平面α与平面β相交于直线ｌ，直线ａ、ｂ分别在α、β内，且ａ
与ｂ 相交于点Ｏ，上述语句可用数学符号语言表示为

．
７．空间首尾相连的四条线段，它们可确定 个平面．
８．四条直线两两平行，任意三条不共面，过其中的任意两条作
一个平面，共可作平面 个．

图９ １ １６

三、解答题

９．如图９ １ １６（１）、（２）分
别表示两个平面交于直

线ａ，在图中画出两个平
面分别向直线ａ的另一
侧延展的示意图．

图９ １ １７

１０．如图 ９ １ １７，在正方 体 ＡＢＣＤ—

Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，Ｅ、Ｆ分别为ＣＣ１ 和ＡＡ１
上的中点，画出平面 ＢＥＤ１Ｆ 与平面

ＡＢＣＤ 的交线．

图９ １ １８

１１．如图 ９ １ １８，在正方 体 ＡＢＣＤ—

Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，对 角 线 Ａ１Ｃ 与 平 面

ＢＤＣ１ 交于点Ｏ，ＡＣ、ＢＤ交于点Ｍ．
求证：点Ｃ１、Ｏ、Ｍ 三点共线．

１２．求证：两两相交且不共点的四条直线共面．

Ｂ组

一、选择题

１．下面列举了四个关于空间三条直线共面的条件，这四个条件
中不正确的个数为 （　　）!!!!!!!!!!!!!!

①三条直线两两相交　②三条直线两两平行　③三条直线
交于一点　④三条直线中的有两条平行

Ａ．４　　　　 Ｂ．３　　　　 Ｃ．２　　　　 Ｄ．１
２．若Ａ、Ｂ、Ｃ表示不重合的三点，ｍ、ｎ表示不重合的直线，α、β
表示不同的平面，下列四个命题中，正确的是 （　　）!!!

Ａ．ｍα，Ａ∈ｍＡα
Ｂ．α∩β＝ｍ，ｍ∩ｎ＝Ａｎα
Ｃ．Ａ∈α，Ａ∈β，Ｂ∈α，Ｂ∈βα∩β＝ＡＢ
Ｄ．Ｃ∈α，Ｃ∈β，Ｃ∈ｍα∩β＝ｍ

３．长方体的十二条棱所能确定的平面个数为 （　　）!!!!

Ａ．６ Ｂ．１２ Ｃ．１８ Ｄ．２４

图９ １ １９

４．如图 ９ １ １９，在 长 方 体 ＡＢＣＤ—

Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，Ｏ 是Ｂ１Ｄ１ 的中点，直线

Ａ１Ｃ交平面ＡＢ１Ｄ１ 于点 Ｍ，则下列结
论错误的是 （　　）!!!!!!!!

Ａ．Ａ、Ｍ、Ｏ三点共线

Ｂ．Ａ、Ｍ、Ｏ、Ａ１ 四点共面

Ｃ．Ａ、Ｏ、Ｃ、Ｍ 四点共面

Ｄ．Ｂ、Ｂ１、Ｏ、Ｍ 四点共面
二、填空题

５．一个橡胶实心球，切一刀能把它分成两块，切三刀最多能把
它切成 块，最少能把它切成 块．

６．空间有５个点，其中有４个点在同一平面内，另一点在此平
面外，且这５个点中任意三个都不共线，这样的５个点能确
定的平面个数是 ．

７．在四边形ＡＢＣＤ中，ＡＢ＝ＢＣ＝ＣＤ＝ＤＡ＝ＢＤ＝１，则成为空
间四面体时，ＡＣ的取值范围是 ．

８．有下面几个命题：

①如果一条线段的中点在一个平面内，那么它的两个端点也
在这个平面内；②两组对边分别相等的四边形是平行四边
形；③两组对边分别平行的四边形是平行四边形；④四边形
有三条边在同一平面内，则第四条边也在这个平面内；⑤点

Ａ在平面α外，点Ａ和平面α内的任意一条直线都不共面．
其中正确命题的序号是 ．（把正确命题的序号都
填上）
三、解答题

图９ １ ２０

９．如图 ９ １ ２０，四边形 ＡＢＣＤ 中，

ＡＢ∥ＣＤ，直线ＡＢ、ＢＣ、ＣＤ、ＤＡ 分别
交平面α于点Ｅ、Ｇ、Ｆ、Ｈ，求证：Ｅ、Ｆ、

Ｇ、Ｈ 四点共线．

图９ １ ２１

１０．如图９ １ ２１，空间四边形ＡＢＣＤ中，对
角线为ＡＣ和ＢＤ，点Ｅ、Ｆ、Ｇ、Ｈ、Ｍ、Ｎ分别
为ＡＢ、ＢＣ、ＣＤ、ＤＡ、ＡＣ、ＢＤ的中点．
求证：线段ＥＧ、ＦＨ、ＭＮ 必交于一点，且
被该点平分．
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图９ １ ２２

１１．如图９ １ ２２，已知直线ａ与ｂ不共面，
直线ｃ∩ａ＝Ｍ，直线ｂ∩ｃ＝Ｎ，又ａ∩平面

α＝Ａ，ｂ∩α＝Ｂ，ｃ∩α＝Ｃ，求证：Ａ、Ｂ、Ｃ三
点不共线．

１２．单位正方体 ＡＢＣＤ—Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，点Ｑ 是棱ＤＤ１ 上的
动点．
（１）判断过Ａ、Ｑ、Ｂ１ 三点的截面图形的形状；
（２）设Ｄ１Ｑ＝ｘ，过Ａ、Ｑ、Ｂ１ 三点的截面面积为Ｓ（ｘ），求函
数ｙ＝Ｓ（ｘ）的表达式．

　　　应用样板

１．（２０００年全国高考题）如图９ １ ２３，Ｅ、Ｆ分别为正方体的面

ＡＤＤ１Ａ１、面ＢＣＣ１Ｂ１ 的中心，则四边形ＢＦＤ１Ｅ在该正方体
的面上的射影可能是 ．

　
图９ １ ２３

２．（２００３年山东高考模拟题）两个不全等的三角形不在同一平
面内，它们的边两两对应平行，求证：三个对应顶点的连线交
于一点．

　●名师解密
　　１．解：四边形ＢＦＤ１Ｅ在面ＡＢＣＤ 与面Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１，在
面ＡＢＢ１Ａ１ 与面ＤＣＣ１Ｄ１ 的射影都是②，四边形ＢＦＤ１Ｅ
在面ＡＤＤ１Ａ１ 与面ＢＣＣ１Ｂ１ 的射影是③，答案为②③．
２．已知△ＡＢＣ 与△Ａ′Ｂ′Ｃ′不全等，且 ＡＢ∥Ａ′Ｂ′，

ＢＣ∥Ｂ′Ｃ′，ＣＡ∥Ｃ′Ａ′，求证：ＡＡ′、ＢＢ′、ＣＣ′交于一点．
证明：∵△ＡＢＣ与△Ａ′Ｂ′Ｃ′不全等，

　　∴至少有一组对应边不相等，不妨设ＡＢ≠Ａ′Ｂ′．
∵ＡＢ∥Ａ′Ｂ′，又ＡＢ≠Ａ′Ｂ′，∴ＡＡ′与ＢＢ′必交于一

点Ｏ．∵Ｏ∈ＡＡ′，∴Ｏ∈面ＡＡ′Ｃ′Ｃ．
同理，Ｏ∈面ＢＢ′Ｃ′Ｃ，∴点Ｏ在面ＡＡ′Ｃ′Ｃ和面ＢＢ′Ｃ′Ｃ的

交线上，即Ｏ∈ＣＣ′．
∴ＡＡ′、ＢＢ′、ＣＣ′交于同一点Ｏ．
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拓展阅读

数学语言与立体几何入门的学习

同学们想学好数学就要学会正确、合理地使用数学语言．通常情况下，人们将数学语言分为文字语言、符号语言、图形语言
这三种类型．这三种语言在几何学习中尤为重要，让我们来回顾一下，它们在平面几何学习中的应用．
首先，我们回顾一下是怎样证明一个定理的．平面几何中的定理都是用文字语言表述的，一般情况下，是先将文字语言转

化为图形语言，即画出符合题目条件的图形来；进而参照文字语言和图形语言转化为有效的符号语言，即按照定理条件、结论
和所画的图形写出已知、求证；再结合学习过的定义、定理等平面几何知识把证明思路用有效的符号语言表达出来．
其次，我们来回顾一下是如何记忆定理的．有些同学是离开了图形背景单独地记忆定理的文字．这样做不仅影响了空间想

象能力的形成和发展，还失去了识图、释图及与一些重要的基本图形打交道的好机会，使得原本生动、有意思的图形语言在文
字语言、符号语言的记忆中丧失其优势；相反，另有些同学在图形背景下记忆定理的文字和符号，这样做大大增强了记忆定理
的效果，相应地也提高了对定理的灵活运用能力．
再次，我们回顾一下是如何掌握定理的．很多同学都知道掌握定理是在解决平面几何问题时表现出来的，通常是在读懂了

用文字语言或符号语言所描述的图形性质的前提下，正确地画出与此问题相符合的图形来，又在此图形中，找出隐含着的各个
定理所表现出来的基本图形，即前面所说的“识图”，然后，准确地、有效地表达出此图形所反映的数学对象及其性质，即前面所
说的“释图”，这一系列的思维活动说明你已经掌握定理了．
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　　上述回顾告诉我们，会正确地运用三种数学语言进行数学思维是学好平面几何的关键．受此启发，在立体几何入门的学习
中要注重文字语言、图形语言、符号语言的学习和运用．由于立体几何知识毕竟与平面几何知识有很大的不同之处，这表现在：
文字语言更为复杂，二维平面内画出的三维空间图形，使图形语言的直观性不强，符号语言较多，易混乱．为此，在立体几何的
学习中要注意以下几个问题：

１．注意画图
认真上好立体几何的直观图画法课，使画出的直观图有立体感；多观察、模仿课本中的例题图形、老师黑板上板书的例题

图形，对比自己画的立体图形，想一想，我画的图形与他们画的图形有何不同？他们为什么这样画？

２．注意三种语言转化
在掌握立体几何公理的基础上，对表达定理的三种语言形式都要掌握，不偏废某种语言，达到快速地、准确地将一种语言

转化为另两种语言．
３．注意交流
语言的功能在于交流．在阅读中，与书本交流，注意书上数学语言的规范使用；在课堂上，积极思考，回答老师提出的问题，

注意使自己的回答使用合理的数学语言；在课间多与同学们用规范的数学语言进行交流、思考问题；在作业中，精心设计所学
的数学语言的搭配．这样做是为了更进一步地学会用数学语言思考问题，体会涉及到的数学思想、方法，使数学学习达到一个
新的高度．

９．２　空间直线

　　　预习导航

●要点扫描

１．空间的两条直线有三种位置关系：　　　　　　　．
２．若ａ∥ｂ，ｂ∥ｃ，则 ．
３．如果一个角的两边与另一个角的两边分别 ，并且 ，那么这两
个角相等．
如果两条相交直线和另两条相交直线分别平行，那么这两组直线所成的

相等．
４． 的两条直线叫做异面直线．
５．直线ａ、ｂ是异面直线，经过空间任意一点 Ｏ，作直线ａ′、ｂ′，使 ，

．我们把直线ａ′和ｂ′所成的 叫做异面直线ａ和ｂ所成的角．
如果两条异面直线所成的角是 ，我们就说这两条异面直线垂直．
两异面直线所成角的范围是 ．

６．和两条异面直线都 的直线，叫做两条异面直线的公垂线．
两条异面直线的公垂线 一条．
两条异面直线的公垂线长是分别连结两条异面直线上两点的线段中 的一条．
两条异面直线的 ，叫做两条异面直线的距离．

　　　重点、难点聚焦

●重点、难点解析 　 　 ●学法指导
　　１．空间两条直线的位置关系
空间的两条直线有以下三种位置关系：
（１）相交直线———有且仅有一个公共点；
（２）平行直线———在同一平面内，没有公共点；

　　【例１】已知ａ、ｂ、ｃ是三条直线，若ａ与ｂ异面，ｂ与ｃ异面，判断ａ与

ｃ的位置关系，并画图说明．
分析：这是一道考查异面直线概念及空间直线位置关系的问题，同时

也考查了图形语言的表达能力
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１．相交、平行、异面

２．ａ∥ｃ
３．平行　方向相同

锐角（或直角）

４．不同在任何一个平面内

５．ａ′∥ａ
ｂ′∥ｂ　锐角（或直角）
直角

（０°，９０°］

６．垂直相交
有且只有

最短

公垂线段的长度



　　（３）异面直线———不同在任何一个平面内，没有公
共点．
若从有无公共点的角度看，可分两类：
（１）有且仅有一个公共点———相交直线；

（２）没有公共点———
平行直线，
异面直线｛ ．

若从是否共面的角度看，可分两类：

（１）在同一平面内———
相交直线，
平行直线｛ ．

（２）不同在任何一个平面内———异面直线．
２．异面直线
（１）异面直线的定义
不同在任何一个平面内的两条直线叫做异面直线．
（２）理解异面直线定义需要注意的问题

①“不同在任何一个平面内”是指这两条直线永不
具备确定平面的条件，因此，异面直线既不相交，也不
平行．要注意把握异面直线的不共面性．

②不能把异面直线误解
獉獉
为：分别在不同平面内的

两条直线为异面直线．
如图９ ２ １，在长方体ＡＢＣＤ—Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，

Ａ１Ｄ１平面Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１，ＢＣ平面ＡＢＣＤ，但Ａ１Ｄ１ 与

ＢＣ的位置关系是平行，而不是异面．

图９ ２ １

　　　

图９ ２ ２
又如图９ ２ ２，平面α∩平面β＝ｌ，

ａα，ｂβ，ａ∩ｂ＝Ａ，ｂ∩ｌ＝Ａ，
但ａ∩ｂ＝Ａ，ａ、ｂ并不是异面直线．
也就是说，在两个不同平面内的直线，它们既可以

是平行直线，也可以是相交直线，还可以是异面直线．
（３）异面直线的画法
画异面直线时，为了充分显示出它们既不平行又不相

交的特点，常常需要以辅助平面为衬托，以加强直观性．
画平面衬托时，通常画成图９ ２ ３中的情形．

图９ ２ ３
（４）异面直线的判定方法

①定义法：由定义判定两直线永远不可能在同一
平面内，常用反证法．

图９ ２ ４

②判定定理：过平面外一点与平
面内一点的直线和平面内不经过该点

的直线是异面直线．
如图９ ２ ４，已知ａα，Ａα，

Ｂ∈α，Ｂａ．

　　解：直线ａ与ｃ的位置关系有以下三种情况：
直线ａ与ｃ可能平行（９ ２ ８（１））；可能相交（９ ２ ８（２））；可能异

面（９ ２ ８（３））．

图９ ２ ８

图９ ２ ９

【例２】如果两条异面直线称作“一对”，那么在正
方体的十二条棱中，共有 对异面直线 （　　）!!

Ａ．１２　　　　　　　　　　　　Ｂ．２４
Ｃ．３６ Ｄ．４８
分析：立体几何中的计数问题，是由所数的量的

性质确定的规律，然后按此规律进行计数．正方体的
各棱具有相同的位置关系，故以一条棱为基量，考查
与其异面的对数，问题可解．
解：如图９ ２ ９，正方体中与ＡＢ异面的有Ｃ１、Ｄ１Ｄ、Ｂ１Ｃ１ 及Ａ１Ｄ１．
∵各棱具有相同的位置关系，且正方体有１２条棱，排除两棱的重复

计算．

∴异面直线共有１２×４２ ＝２４对．故选Ｂ．

注：分析清楚几何体的特点，是避免重复计数的关键．计数问题必须
避免盲目乱数，做到“不重不漏”．

图９ ２ １０

【例３】如图９ ２ １０，已知直线ａ、ｂ是异面直线，

Ａ、Ｂ是ａ上相异两点，Ｃ、Ｄ 是ｂ上相异两点，求证：

ＡＣ、ＢＤ是异面直线．
证明：假设直线ＡＣ、ＢＤ不是异面直线，则它们必

共面．
∴Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ在同一平面α内，∴ＡＢα，ＣＤα．
即ａα，ｂα．

图９ ２ １１

这与ａ、ｂ是异面直线矛盾，

∴ＡＣ、ＢＤ是异面直线．
【例４】如图９ ２ １１，空间四边形ＡＢＣＤ中，

ＡＢ≠ＡＣ，ＡＥ 是△ＡＢＣ的ＢＣ 边上的高，ＤＦ 是

△ＢＣＤ的ＢＣ边上的中线，求证：ＡＥ和ＤＦ 是异
面直线．
分析：要证两条直线异面，可用定义法及定理法．
证法一：（定理法）由题设条件知点Ｅ、Ｆ不重合，
设△ＢＣＤ所在平面为α．
∴ＤＦα，Ａα，Ｅ∈α，ＥＤＦ．
∴ＡＥ和ＤＦ 是异面直线．
证法二：（反证法）若ＡＥ和ＤＦ 不是异面直线，则ＡＥ和ＤＦ 共面．
设过ＡＥ、ＤＦ的平面为β．
（１）若Ｅ、Ｆ重合，则Ｅ是ＢＣ中点，这与题设ＡＢ≠ＡＣ相矛盾；
（２）若Ｅ、Ｆ不重合，∵Ｂ∈ＥＦ，Ｃ∈ＥＦ，ＥＦβ，

∴ＢＣβ．又∵Ａ∈β，Ｄ∈β，∴Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ四点共面．
这与题设四边形ＡＢＣＤ是空间四边形相矛盾．
综上，ＡＥ和ＤＦ 不是异面直线不成立．
故ＡＥ和ＤＦ 是异面直线
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　　求证：直线ＡＢ与ａ是异面直线．
分析：证明两条直线异面，如果从定义出发直接证

明，即不同在任何一个平面内中的“任何”，若一个平面
一个平面地寻找是不可能实现的．因此，必须找到一种
间接法来证明，反证法即为一种行之有效的好方法．
证明：假设直线ＡＢ与ａ在同一个平面内，那么这

个平面一定经过点Ｂ和直线ａ．
∵Ｂａ，经过点Ｂ和直线ａ只有一个平面α，

∴直线ＡＢ与ａ应在平面α内．∴Ａ∈α，这与已知

Ａα矛盾．∴直线ＡＢ与ａ是异面直线．
３．平行直线
（１）平行公理（公理４）
平行于同一条直线的两条直线平行．
平行公理（公理４）反映了平行线的传递性，它是证明

等角定理的基础，也是论证平行问题的主要依据之一．
如图９ ２ ５，三棱镜的三条棱，如果满足ＡＡ１∥

ＢＢ１，ＢＢ１∥ＣＣ１，这时必有ＡＡ１∥ＣＣ１．

图９ ２ ５

　　　

图９ ２ ６
又如图９ ２ ６，在长方体ＡＢＣＤ—Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１中，

∵各面为长方形，∴Ａ１Ｄ１∥Ｂ１Ｃ１，Ｂ１Ｃ１∥ＢＣ．
∴Ａ１Ｄ１∥ＢＣ．
同理可证ＡＡ１∥ＢＢ１∥ＣＣ１∥ＤＤ１，ＡＢ∥ＤＣ∥

Ｄ１Ｃ１∥Ａ１Ｂ１．
（２）等角定理及其推论

①等角定理：如果一个角的两边和另一个角的两
边分别平行并且方向相同，那么这两个角相等．
已知∠ＢＡＣ和∠Ｂ′Ａ′Ｃ′的边ＡＢ∥Ａ′Ｂ′，ＡＣ∥

Ａ′Ｃ′，并且方向相同．求证：∠ＢＡＣ＝∠Ｂ′Ａ′Ｃ．
分析：证明角相等的方法在立体几何中还没有涉

及，但在初中，常利用三角形全等或三角形相似来证
明．现在题目条件中临时并不具备三角形全等或相似，
必须借助条件进行构造．
证明：对于∠ＢＡＣ与∠Ｂ′Ａ′Ｃ′都在同一平面内的情

形，如图９ ２ ７（１），在平面几何中已经证明，下面给出两
个角不在同一平面内的证明，如图９ ２ ７（２）．

图９ ２ ７
如图９ ２ ７（２），在ＡＢ、Ａ′Ｂ′、ＡＣ、Ａ′Ｃ′上分别取

ＡＤ＝Ａ′Ｄ′、ＡＥ＝Ａ′Ｅ′，连结ＡＡ′、ＤＤ′、ＥＥ′、ＤＥ、Ｄ′Ｅ′．
∵ＡＤ∥Ａ′Ｄ′，ＡＤ＝Ａ′Ｄ′．∴四边形ＡＡ′Ｄ′Ｄ 为

平行四边形．∴ＡＡ′瓛ＤＤ′．同理ＡＡ′瓛ＥＥ′．
由公理４可得ＤＤ′∥ＥＥ′，∴四边形ＤＥＥ′Ｄ′为平行

四边形．∴ＤＥ＝Ｄ′Ｅ′．∴△ＡＤＥ≌△Ａ′Ｄ′Ｅ′．（ＳＳＳ）

∴∠ＢＡＣ＝∠Ｂ′Ａ′Ｃ′．

　　注：①证明两直线是异面直线常用反证法．反证法是一种间接证法，
在立体几何证明中经常用到．

②利用反证法证明两条直线异面，有两种假设：一是假设两直线共
面；二是假设两直线平行或相交，前一种假设较好．

③定理法也是判断两直线异面的一种重要方法，运用时，应积极寻找
定理的条件．

图９ ２ １２

【例５】已知棱长为ａ的正方体ＡＢＣＤ—Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１
中，Ｅ、Ｆ分别为ＣＤ、ＡＤ的中点．
求证：四边形Ａ１Ｃ１ＥＦ是梯形．
分析：要证明四边形是梯形，必须找平行，由图

９ ２ １２知 Ａ１Ｆ 与Ｃ１Ｅ 不可能平行，需证 ＥＦ∥
Ａ１Ｃ１，由中点联想到中位线，此题可证．
证明：连结ＡＣ．

∵Ｅ、Ｆ分别为ＣＤ、ＡＤ中点，∴ＥＦ瓛１２ＡＣ．

由正方体性质知ＡＣ瓛Ａ１Ｃ１，∴ＥＦ瓛１２Ａ１Ｃ１．

∴四边形Ａ１Ｃ１ＥＦ是梯形．
注：要证梯形，必须证明有两边平行且不相等，平行的证明要善于联

想平面几何知识．

图９ ２ １３

【例６】如图９ ２ １３，已知Ｅ、Ｅ１ 是正方体ＡＣ１
的棱ＡＤ、Ａ１Ｄ１ 的中点，求证：∠Ｃ１Ｅ１Ｂ１＝∠ＣＥＢ．
分析：要证两个角相等，可通过等角定理或其推

论来完成，其关键在于寻找或创造定理的条件．
证明：连结ＥＥ１．
∵Ｅ１、Ｅ分别Ａ１Ｄ１、ＡＤ中点，∴Ａ１Ｅ１瓛ＡＥ．
∴四边形Ａ１Ｅ１ＥＡ为平行四边形．∴Ａ１Ａ瓛Ｅ１Ｅ．
又∵Ａ１Ａ瓛Ｂ１Ｂ，由公理４知Ｂ１Ｂ瓛Ｅ１Ｅ，

∴四边形Ｅ１ＥＢＢ１ 是平行四边形．∴Ｅ１Ｂ１∥ＥＢ．
同理Ｅ１Ｃ１∥ＥＣ．
又∠Ｃ１Ｅ１Ｂ与∠ＣＥＢ两边的方向相同，∴∠Ｃ１Ｅ１Ｂ１＝∠ＣＥＢ．
注：有关证明角相等，一般采用下面三种途径：

①利用等角定理及其推论；

②利用三角形全等；

③利用三角形相似．
本例还可通过证明△Ｂ１Ｃ１Ｅ１≌△ＢＣＥ来证明两角相等，同学们不妨一试．
【例７】在正方体ＡＢＣＤ—Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，Ｅ、Ｆ分别为ＢＢ１、ＣＣ１ 的中

点，求ＡＥ、ＢＦ所成角的余弦值．
分析一：采用直接平移法，把ＢＦ平移至ＥＣ１，则角可找到，再解三角

形即可．

图９ ２ １４

解法一：如图９ ２ １４，连结ＥＣ１，则ＥＣ１∥ＢＦ．
由定义可知，ＡＥ与ＥＣ１ 所成的锐角或直角，就

是ＡＥ与ＢＦ 所成的角．
连结ＡＣ１，设正方体的棱长为ａ，则ＡＥ＝ＥＣ１＝

槡５
２ａ
，ＡＣ１ 槡＝ ３ａ．

在△ＡＥＣ１ 中，ｃｏｓＡＥＣ１ ＝
２ＡＥ２－ＡＣ１２

２ＡＥ２ ＝１－

ＡＣ１２

２ＡＥ２＝１－
６
５＝－

１
５．

故∠ＡＥＣ１ 为异面直线ＡＥ与ＢＦ 所成角的补角．

因此ＡＥ、ＢＦ所成角的余弦值是１５
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　　②推论：如果两条相交直线和另两条相交直线分
别平行，那么这两组直线所成的锐角（或直角）相等．
需要说明的是：对于等角定理中的条件“方向相

同”．①若仅将它改成“方向相反”，则这两个角也相等；

②若仅将它改成“一边方向相同，而另一边方向相反”，
则这两个角互补．
４．两条异面直线所成的角
（１）两条异面直线所成的角的定义
直线ａ、ｂ是异面直线，经过空间任意一点Ｏ，分别

引直线ａ′∥ａ，ｂ′∥ｂ，相交直线ａ′、ｂ′所成的锐角（或直
角）叫做异面直线ａ、ｂ所成的角．

（２）对“异面直线所成的角”概念的理解
异面直线所成的角定量地反映了异面直线在方向

上的差异．异面直线所成角的大小是由两直线的相互
位置所确定的，与定义中点Ｏ的位置选择无关．故Ｏ
点常取在直线ａ或ｂ上，或取一特殊点，如某线段的端
点、中点、分点等．
将两条异面直线所成的角转化为平面上的相交直线

的夹角，实现了空间问题向平面问题的转化，使平面几何与
立体几何建立了联系，促进了学科间的知识渗透．

（３）异面直线所成角θ的范围是０°＜θ≤９０°．
（４）两条异面直线垂直
如果两条异面直线所成的角是直角，则称这两条

异面直线互相垂直．
（５）求异面直线所成角的一般步骤

①选择适当的点，平移异面直线中的一条或两条成
为相交直线，这里的点通常选择特殊位置的点，如线段的
中点或端点，也可以是异面直线中某一条上的特殊点．

②求相交直线所成的锐角（或直角）．通常在三角
形中利用余弦定理计算这个角的大小．但应注意：若用
余弦定理求出ｃｏｓα＜０（α是平移后相交直线的交角），
则异面直线所成的角应为π－α．
５．两条异面直线的距离
（１）两条异面直线的公垂线
和两条异面直线都垂直相交的直线叫做两条异面

直线的公垂线．
两条异面直线的公垂线不仅与异面直线都垂直，而

且与这两条直线都相交．两条异面直线的公垂线有且只
有一条，但与两条异面直线都垂直的直线有无数条．

（２）两条异面直线的距离
两条异面直线的公垂线夹在这两条异面直线间的

线段（公垂线段）的长度，叫做这两条异面直线的距离．
实际上，异面直线间的距离是异面直线上任意两

点间距离的最小值．
两条异面直线的位置关系，必须用两个因素来表

示，一是它们之间所成的角，另一个是它们的距离，所
以两条异面直线的距离是它们位置关系的重要因素．

（３）求两条异面直线的距离的步骤

①找（或作）；②证明；③指（指出转化成平面图形
中的什么距离）；④计算（借助有关知识计算出它们的
公垂线段的长度）．

　　分析二：连结ＤＢ、ＦＤ，可得∠ＤＦＢ即为异面直线ＡＥ 和ＢＦ 所成的
角，进而求其余弦值．
解法二：连结ＤＢ、ＦＤ，可证得ＦＤ∥ＡＥ（∵ＥＦ瓛ＡＤ），∠ＤＦＢ（或其

补角）即为异面直线ＡＥ、ＢＦ所成的角．

ＤＦ＝ＢＦ＝槡５２ａ，ＢＤ 槡＝ ２ａ．

在△ＤＦＢ中，由余弦定理知

ｃｏｓＤＦＢ＝
（槡５
２ａ
）２＋（槡５２ａ）

２－（槡２ａ）２

２·（槡５２ａ）·（
槡５
２ａ
）

＝

５
４＋

５
４－２

５
２

＝１５
，

∴ＡＥ、ＢＦ所成角的余弦值为１５．

注：①异面直线所成角的范围是（０°，９０°］，当求得某角的余弦值为负
值时，则此角的补角才是异面直线所成的角．

②还可取Ｄ１Ｄ中点Ｇ，则∠ＧＡＥ为所求，或在平面Ａ１ＡＢＢ１ 中，过Ｂ
作ＡＥ的平行线也可找到所求的角．

图９ ２ １５

【例８】如图９ ２ １５，Ｐ是△ＡＢＣ所在平面外的
一点，Ｍ、Ｎ 分别是ＡＢ 和ＰＣ 的中点，ＰＡ＝ＢＣ＝ｍ，

ＰＢ＝ＡＣ．
（１）求证：ＭＮ 是ＡＢ 和ＰＣ的公垂线；
（２）当ＰＡ、ＢＣ成９０°角时，求ＡＢ和ＰＣ间的距离．
分析：要证明ＭＮ 是ＡＢ 和ＰＣ 的公垂线，必须说

明两个问题：一是ＭＮ 和ＡＢ、ＰＣ都垂直，二是ＭＮ 和ＡＢ、ＰＣ都相交．
（１）证明：连结ＡＮ 和ＢＮ．
在△ＰＡＣ和△ＣＢＰ中，ＰＡ＝ＢＣ，ＡＣ＝ＰＢ，ＰＣ＝ＰＣ，
故△ＰＡＣ≌△ＣＢＰ．
由Ｎ 是公共线ＰＣ的中点，知ＡＮ＝ＢＮ．
由Ｍ 是ＡＢ 的中点，知ＭＮ⊥ＡＢ．
同理ＭＮ⊥ＰＣ．又ＭＮ 与ＡＢ、ＰＣ都相交，
因此，ＭＮ 是ＡＢ 和ＰＣ的公垂线．
（２）解：取ＰＢ的中点Ｄ，连结ＤＭ、ＤＮ，

于是ＤＭ∥ＰＡ，且ＤＭ＝１２ＰＡ＝
１
２ｍ．

同理ＤＮ∥ＢＣ，且ＤＮ＝１２ＢＣ＝
１
２ｍ．

于是∠ＭＤＮ 是异面直线ＰＡ、ＢＣ所成的角，
故∠ＭＤＮ＝９０°．

在Ｒｔ△ＭＤＮ 中，ＭＮ＝ ＤＭ２＋ＤＮ槡 ２＝槡２２ｍ，

即ＡＢ和ＰＣ间的距离为槡２２ｍ．

注：求线段的长度一般地要把该线段放到一个三角形中去求解，尤其
是放到特殊三角形中去求解，如直角三角形、等腰三角形等
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　　　整合与扩展

　　１．反证法
反证法的实质是证明命题的逆否命题成立，因为

原命题与它的逆否命题是互为等价的命题．
（１）反证法证题的一般步骤

①反设：作出与命题结论相反的假设；

②归谬：从假设出发，推导出一个与已知条件或某
一公理、定理，或某一已获证的命题相抵触的结论，从
而得到一对逻辑矛盾；

③断言：断定产生矛盾的原因在于作出的假设是
错误的，从而断定原命题正确．

（２）宜用反证法证明的几类问题

①有些问题，仅从条件出发，能推出什么所知甚
少，对这类命题往往感到无从下手，如果用反证法否定
了结论，添加了新的假设，相当于增加了条件．

②结论是“唯一”的有些命题．

③命题的结论以是否定形式（“没有”“不是”“不
能”“不存在”等）出现的．

④有些命题的结论数量上是无限的（“至少……”
或“至多……”）．

⑤已知有些命题的逆命题正确，证明原命题成立．
２．求异面直线所成的角
求两条异面直线所成的角，关键在于找到恰当的

点Ｏ，通过平移，作出异面直线所成的角．
在平移直线寻找异面直线所成的角时，线的平移必

在某个面中进行，该面具有两个特点：（１）该平面包含其中
的一条异面直线；（２）该平面与另一条异面直线相交．

图９ ２ １６

如：在图９ ２ １６所示的正四面
体（四个面是全等的等边三角形的四
面体）ＡＢＣＤ 中，Ｅ、Ｆ 分别是棱ＢＣ、

ＡＤ的中点，ＣＦ 与ＤＥ 是一对异面直
线，在图形中适当地选取一点作出异
面直线ＣＦ、ＤＥ的平行线，找出异面直
线ＣＦ与ＤＥ 成的角．
思路一：选取平面ＡＣＤ，该平面有以下两个特点：

（１）它包含直线ＣＦ；（２）它与ＤＥ相交于点Ｄ，延展平
面ＡＣＤ，在该平面中，过点Ｄ作ＤＭ∥ＣＦ，交ＡＣ的延
长线于Ｍ，连结ＥＭ，可知ＤＥ与ＤＭ 所成的角，即为
异面直线ＤＥ与ＣＦ 所成的角．如图９ ２ １７所示．

图９ ２ １７
　　
图９ ２ １８

　　
图９ ２ １９

思路二：选取平面ＡＤＥ，该平面有如下两个特点：
（１）它包含直线ＤＥ；（２）它与ＣＦ相交于点Ｆ．在

图９ ２ ２１

　　【例９】如图９ ２ ２１，ａ、ｂ是异面直线，Ａ、Ｂ∈ａ，

Ｃ、Ｄ∈ｂ，Ｅ、Ｆ分别是线段ＡＣ 和ＢＤ 的中点，判断ＥＦ
和ａ、ＥＦ和ｂ的位置关系，并证明你的结论．
分析：本题是探索性问题．ＥＦ和ａ的关系如何？题

目中没有给出，需要我们去探求，而空间两直线的位置
关系可分为两类，即共面直线和异面直线，所以我们可
以先假设ＥＦ和ａ共面，看是否成立．若成立，再进一步考查ＥＦ和ａ是平
行还是相交；若不成立，则说明ＥＦ和ａ异面．
解：假设ＥＦ和ａ共面，设这个平面为α，
则ＥＦα，ａα．∴Ａ、Ｂ、Ｅ、Ｆ∈α，

∴ＢＦα，ＡＥα．
又∵Ｃ∈ＡＥ，Ｄ∈ＢＦ，

∴Ｃ、Ｄ∈α．于是ｂα．
从而ａ、ｂ共面于α，此与题设条件ａ、ｂ是异面直线相矛盾．
∴ＥＦ和ａ共面的假设不成立．
∴ＥＦ和ａ是异面直线．
同理可得ＥＦ和ｂ也是异面直线．

图９ ２ ２２

【例 １０】如 图 ９ ２ ２２，正 方 体 ＡＢＣＤ—

Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 的棱长为ａ，求异面直线ＢＤ１ 和Ｂ１Ｃ１ 所
成的角．
分析：可利用直接平移法作出异面直线所成的

角，结合图形易知∠Ａ１Ｄ１Ｂ为所求的角．
解：在正方体ＡＢＣＤ—Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，

∵Ｂ１Ｃ１∥Ａ１Ｄ１，

∴Ａ１Ｄ１ 与ＢＤ１ 所成的锐角或直角就是异面直线Ｂ１Ｃ１ 和ＢＤ１ 所成
的角．
连结Ａ１Ｂ，在Ｒｔ△ＢＤ１Ａ１ 中，

Ａ１Ｄ１＝ａ，Ａ１Ｂ＝槡２ａ，ｔａｎＢＤ１Ａ１＝ＢＡ１Ｄ１Ａ１＝槡２．

∴∠ＢＤ１Ａ１＝ａｒｃｔａｎ槡２．
即异面直线ＢＤ１ 和Ｂ１Ｃ１ 所成的角为ａｒｃｔａｎ槡２．

图９ ２ ２３

【例１１】四面体Ａ—ＢＣＤ的棱长均为ａ，Ｅ为棱ＢＣ
的中点，求异面直线ＡＥ和ＢＤ 所成角的余弦值．
分析：可在平面ＢＣＤ 内过Ｅ 作ＢＤ 的平行线，然

后在△ＡＥＦ中求出所成角的余弦值．
解：如图９ ２ ２３，取ＣＤ中点Ｆ，连结ＥＦ、ＡＦ，

∵Ｅ为ＢＣ的中点，∴ＥＦ为△ＢＣＤ的中位线，

∴ＥＦ∥ＢＤ．
∴ＡＥ与ＥＦ 所成的锐角或直角就是异面直线ＡＥ 和ＢＤ 所成的角．

由正三角形的性质知ＡＥ＝ＡＦ＝槡３２ａ，ＥＦ＝
１
２ａ．

在△ＡＥＦ中，ｃｏｓＡＥＦ＝

１
２ＥＦ

ＡＥ ＝槡３６，

即异面直线ＡＥ和ＢＤ 所成角的余弦值为槡３６．

注：本题是利用三角形中位线达到平移的目的．这种作异面直线所成
角的方法称为中位线平移法
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平面ＡＤＥ中，过点Ｆ作ＦＧ∥ＤＥ，与ＡＥ交于点Ｇ，连
结ＣＧ，可知ＦＧ与ＦＣ所成的角，即为异面直线ＣＦ与

ＤＥ 所成的角．如图９ ２ １８所示．
思路三：选取平面ＢＣＦ，该平面有以下两个特点：
（１）它包含直线ＣＦ；（２）它与ＤＥ交于点Ｅ．在平

面ＢＣＦ中，过点Ｅ作ＣＦ 的平行线交ＢＦ 于点Ｎ，连
结ＮＤ，可知ＥＮ 与ＥＤ 所成的角，即为异面直线ＦＣ
与ＥＤ 所成的角．如图９ ２ １９所示．

图９ ２ ２０

思路四：选取平面

ＢＣＤ，该平面具有以下两
个特点：

（１）它 包 含 直 线

ＤＥ；（２）它与ＣＦ相交于
点Ｃ．延展平面ＢＣＤ，在
该平 面 内 过 点 Ｃ 作

ＣＫ∥ＤＥ，交ＢＤ 延长线于点Ｋ，且 ＤＫ＝ＢＤ，连结

ＦＫ，则ＣＦ与ＣＫ 所成的角，即为异面直线ＣＦ和ＤＥ
所成的角．如图９ ２ ２０所示．
注：本例多方位、多角度思考问题，思路开阔，知识

运用灵活，对我们解决异面直线所成角的问题有典型
的示范性，请同学们认真理解、掌握．
利用平移法作异面直线所成的角，常用的平移方

法有三种：（１）直接平移法（利用图中已有的平行线）；
（２）中位线平移法；（３）补形平移法（在已知图形外，补
作一个相同的几何体，以便找出平行线）．

图９ ２ ２４

　　【例１２】如图９ ２ ２４，直三棱柱ＡＢＣ—Ａ１Ｂ１Ｃ１
中，∠ＡＣＢ＝９０°，Ｄ１、Ｅ１ 分别为Ａ１Ｂ１、Ａ１Ｃ１ 的中点，
若ＢＣ＝ＣＡ＝ＣＣ１，则ＢＤ１ 与 ＡＥ１ 所成角的余弦
值为 （　　）!!!!!!!!!!!!!!!!

Ａ．槡１５１０ 　　　　　　　　　　　Ｂ．
槡３０
１５

Ｃ．１２ Ｄ．槡３０１０
解法一：在平面Ａ１ＡＢＢ１ 内把线段ＢＤ１ 平移到ＡＦ１，
则∠Ｅ１ＡＦ１ 就是所求的角．
设ＢＣ＝ＣＡ＝ＣＣ１＝２ａ，

则Ａ１Ｅ１＝ａ，Ａ１Ｆ１＝ａ，∠Ｅ１Ａ１Ｆ１＝１３５°，Ｅ１Ｆ１２＝５ａ２，ＡＥ１ 槡＝ ５ａ，

ＢＤ１ 槡＝ ６ａ，

∴ｃｏｓＥ１ＡＦ１＝槡３０１０ ，选Ｄ．

图９ ２ ２５

解法二：如图９ ２ ２５，把直三棱柱补成一个直四
棱 柱 Ａ１Ｂ１Ｆ１Ｃ１—ＡＢＦＣ，取 Ｂ１Ｆ１ 的 中 点 Ｇ１，则

ＢＧ１∥ＡＥ１，∠Ｄ１ＢＧ１ 即为所求的角，同 样 可 求 得

ｃｏｓＤ１ＢＧ１＝槡３０１０ ．（在学完简单几何体后，请同学们再

去认真体会）
注：解法二是采用补形平移法来求异面直线所成

的角
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　　　同步达标

Ａ组

一、选择题

１．分别和两条异面直线平行的两条直线的位置关系是 （　　）

Ａ．一定平行　　 　　　　　Ｂ．一定相交

Ｃ．一定异面 Ｄ．一定不平行

２．在空间四边形ＡＢＣＤ 中，Ｍ、Ｎ 分别是ＡＢ、ＣＤ 的中点，设

１
２
（ＢＣ＋ＡＤ）＝ｌ，则 （　　）!!!!!!!!!!!!!

Ａ．ＭＮ＞ｌ
Ｂ．ＭＮ＜ｌ
Ｃ．ＭＮ＝ｌ
Ｄ．ＭＮ 与ｌ的大小关系不能确定

３．有两个三角形不在同一平面内，它们的边两两对应平行，那
么这两个三角形 （　　）!!!!!!!!!!!!!!!

Ａ．有一个角相等 Ｂ．全等

Ｃ．相似 Ｄ．无法判断

４．在空间四边形ＡＢＣＤ 中，ＡＣ⊥ＢＤ，但ＡＣ≠ＢＤ，Ｅ、Ｆ、Ｇ、Ｈ
分别是四边形ＡＢ、ＢＣ、ＣＤ、ＤＡ的中点，则四边形ＥＦＧＨ 是

（　　）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

Ａ．梯形 Ｂ．菱形

Ｃ．正方形 Ｄ．矩形

二、填空题

５．设ａ、ｂ、ｃ是空间中的三条直线，下面给出三个命题：

①如果ａ、ｂ是异面直线，ｂ、ｃ是异面直线，则ａ、ｃ也是异面直线；

②如果ａ和ｂ相交，ｂ和ｃ相交，则ａ和ｃ也相交；

③如果ａ和ｂ共面，ｂ和ｃ共面，则ａ和ｃ也共面．
那么上述命题中，真命题的个数是 ．

６．正方体ＡＢＣＤ—Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，异面直线Ａ１Ｄ与ＢＣ１ 所成角
的度数是 ．

７．正方体ＡＢＣＤ—Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，与直线ＢＤ异面且成６０°角的
面对角线有 条．

８．空间四点Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ，每两点的连线长都等于ａ，动点Ｐ在线
段ＡＢ 上，动点Ｑ在线段ＣＤ 上，则Ｐ、Ｑ两点之间的最小距
离是 ．
三、解答题

９．已知正方体ＡＢＣＤ—Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，Ｅ、Ｆ分别是ＡＡ１、ＣＣ１ 的
中点，求证：ＢＦ瓛ＥＤ１．
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图９ ２ ２６

１０．如图９ ２ ２６，Ａ是平面ＢＣＤ 外的一点，

ＡＤ＝ＢＣ＝２ａ，Ｅ、Ｆ分别是ＡＢ、ＣＤ 的中

点，ＥＦ 槡＝ ３ａ，求ＡＤ、ＢＣ所成的角．

图９ ２ ２７

１１．如图９ ２ ２７，已知在空间四边形ＡＢＣＤ
中，ＡＢ＝ＣＤ＝３，Ｅ、Ｆ分别是ＢＣ、ＡＤ上的
点，且ＢＥ∶ＥＣ＝ＡＦ∶ＦＤ＝１∶２，ＥＦ＝

槡７，求ＡＢ和ＣＤ 所成角的大小．

图９ ２ ２８

１２．如图 ９ ２ ２８，在正方 体 ＡＢＣＤ—

Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，Ｏ、Ｍ 分别是ＢＤ１、ＡＡ１
的中点．
（１）求证：ＭＯ 是异面直线ＡＡ１ 和ＢＤ１
的公垂线；
（２）求异面直线ＡＡ１ 和ＢＤ１ 所成角的
余弦值；
（３）若正方体的棱长为ａ，求异面直线ＡＡ１ 和ＢＤ１ 的距离．

Ｂ组

一、选择题

１．ａ与ｂ，ｂ与ｃ都是异面直线，且ａ与ｂ的公垂线同时也是ｂ与

ｃ的公垂线，那么ａ与ｃ的位置关系是 （　　）!!!!!!

Ａ．平行或相交　　　　　　　Ｂ．异面

Ｃ．平行或异面 Ｄ．平行、相交或异面

２．下面四个命题中，错误命题的个数是 （　　）!!!!!!

①若两条直线和第三条直线成等角，则这两条直线平行　
②若两条直线都和第三条直线垂直，则这两条直线平行　
③若两条直线都和第三条直线平行，则这两条直线平行　
④若两条直线分别在两个相交平面内，则这两条直线不可能
平行

Ａ．１　　　　　Ｂ．２　　　　　Ｃ．３　　　　　Ｄ．４
３．在长方体ＡＢＣＤ—Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，∠ＢＡＢ１＝∠Ｂ１Ａ１Ｃ１＝３０°，
则ＡＢ 与Ａ１Ｃ１ 所成的角、ＡＡ１ 与Ｂ１Ｃ 所成的角、ＡＢ１ 与

Ａ１Ｃ１ 所成的角的余弦值分别是 （　　）!!!!!!!!

Ａ．３０°、４５°、１４ Ｂ．３０°、３０°、１４

Ｃ．３０°、４５°、３４ Ｄ．３０°、３０°、３４
４．已知ＡＢ是异面直线ａ、ｂ的公垂线段，ＡＢ＝２ｃｍ，ａ、ｂ成３０°
角，在直线ａ上取一点Ｐ，使ＰＡ＝４ｃｍ，则点Ｐ到直线ｂ的
距离为 （　　）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

Ａ．２槡２或２槡１４ Ｂ．２槡１４
Ｃ．２槡２ Ｄ．２槡５
二、填空题

５．异面直线ａ、ｂ，ａ⊥ｂ，ｃ与ａ成π６
角，则ｃ与ｂ所成角θ的范围

是 ．
６．在正方体ＡＢＣＤ—Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，Ｍ、Ｎ 分别为棱Ａ１Ａ、Ｂ１Ｂ
的中点，若θ为直线ＣＭ 与Ｄ１Ｎ 所成的角，那么ｓｉｎθ＝

．

图９ ２ ２９

７．Ｅ、Ｆ、Ｇ、Ｈ 是空间四边形ＡＢＣＤ 各边

ＡＢ、ＢＣ、ＣＤ、ＤＡ的中点，若对角线ＢＤ＝
２，ＡＣ ＝４，则 ＥＧ２ ＋ ＨＦ２ 的 值 是

．
８．如 图 ９ ２ ２９，在 正 方 体 ＡＢＣＤ—

Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，ＡＢ＝１，ＡＥ＝Ｂ１Ｆ＝１３
，则

异面直线ＢＣ、ＥＦ的距离是 ．
三、解答题

图９ ２ ３０

９．如图９ ２ ３０，Ａ 是△ＢＣＤ 所在平面外
一点，Ｍ、Ｎ 分别是△ＡＢＣ 和△ＡＣＤ 的
重心．
（１）求证：ＭＮ∥ＢＤ；
（２）若ＢＤ＝６，求ＭＮ 的长．

１０．在长方体 ＡＢＣＤ—Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，已知 ＡＢ＝ａ，ＢＣ＝ｂ，

ＡＡ１＝ｃ（ａ＞ｂ），求异面直线Ｄ１Ｂ与ＡＣ所成角的余弦值．
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图９ ２ ３１

１１．如图 ９ ２ ３１，在正方 体 ＡＢＣＤ—

Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，Ｍ、Ｎ、Ｏ 分 别 是 ＢＢ１、

ＢＣ、Ｂ１Ｄ１ 的中点，求异面直线 ＯＢ 与

ＭＮ 所成角的余弦值．

图９ ２ ３２

１２．如图９ ２ ３２，ＳＡ⊥ＡＢ，ＳＡ⊥ＳＣ，

ＳＢ⊥ＳＣ，ＡＢ＝ＢＣ＝ＣＡ 槡＝ ２ａ，ＳＡ＝
ＳＢ＝ＳＣ，Ｍ、Ｎ 分别是ＡＢ、ＳＣ的中点，
求异面直线 ＳＭ 和ＢＮ 所成角的余
弦值．

　　　应用样板

１．（２００１年北京春季高考题）如图９ ２ ３３为正方体的平面展
开图，在这个正方体

獉獉獉
中，以下四个命题中，正确命题的序号是

（　　）!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

①ＢＭ∥ＥＤ　②ＣＮ 与ＢＥ 是异面直线　③ＣＮ 与ＢＭ 成６０°
角　④ＤＭ 与ＢＮ 垂直

Ａ．①②③　 　Ｂ．②④　　 　Ｃ．③④　　 　Ｄ．②③④
２．（２００２ 年全国高考题）如图 ９ ２ ３４ 所示，正六棱柱

ＡＢＣＤＥＦ—Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１Ｅ１Ｆ１的底面边长为１，侧棱长为槡２，则
这个棱柱的侧面对角线Ｅ１Ｄ与ＢＣ１ 所成的角是 （　　）!

Ａ．９０° Ｂ．６０° Ｃ．４５° Ｄ．３０°

图９ ２ ３３

　　　

图９ ２ ３４

　　　

图９ ２ ３５
３．（２００３年北京春季高考）如图９ ２ ３５，在正△ＡＢＣ中，Ｄ、Ｅ、

Ｆ分别为所在边的中点，Ｇ、Ｈ、Ｉ、Ｊ分别为ＡＦ、ＡＤ、ＢＥ、ＤＥ
的中点，将△ＡＢＣ沿ＤＥ、ＥＦ、ＤＦ折起成三棱锥后，ＧＨ 与ＩＪ
所成的角为 （　　）!!!!!!!!!!!!!!!!!

Ａ．９０° Ｂ．６０° Ｃ．４５° Ｄ．０°

图９ ２ ３６

４．（２００４年天津，理）如图９ ２ ３６，在棱
长为２的正方体 ＡＢＣＤ—Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１
中，Ｏ是底面ＡＢＣＤ 的中心，Ｅ、Ｆ分别
是ＣＣ１、ＡＤ的中点，那么异面直线ＯＥ
和ＦＤ１ 所成角的余弦值等于 （　　）

Ａ．槡１０５ Ｂ．槡１５５

Ｃ．４５ Ｄ．２３
５．（２００２年全国新课程卷）在空间中：①若四点不共面，则这四
点中任何三点都不共线；②若两条直线没有公共点，则这两条

图９ ２ ３７

直线是异面直线．以上两个命题中，
逆命题为真命题的是 ．（把
符合要求的命题的序号都填上）

６．（２００２年上海春季高考题）如图

９ ２ ３７，表示一个正方体表面的
一种展开图，图中的四条线段ＡＢ、

ＣＤ、ＥＦ和ＧＨ 在原正方体中相互
异面的有 对．

图９ ２ ３８

图９ ２ ３９

　●名师解密
　　１．答案：Ｃ
解析：把平面展开图折回原正方

体如图９ ２ ３８，易知 ＢＭ∥＼ＥＤ，

ＣＮ∥ＢＥ，故①②不正确．
连结 ＡＮ、ＡＣ，∠ＡＮＣ 即为ＣＮ

与ＢＭ 所成的角，
而ＡＮ＝ＮＣ＝ＡＣ，

∴∠ＡＮＣ＝６０°．命题③正确．故选Ｃ．（④正确，还可
由三垂线定理得出）．
２．答案：Ｂ
解析：如图９ ２ ３４，连结ＦＥ１，可知ＦＥ１∥ＢＣ１，再连

结ＤＦ，得△ＤＥ１Ｆ．

由已知得ＤＦ＝槡３，Ｅ１Ｆ＝ＤＥ１＝槡３，

　　∴△ＤＥ１Ｆ为正三角形．
∴Ｅ１Ｄ与ＢＣ１ 所成的角是６０°．故选Ｂ．
３．答案：Ｂ
解析：折起后的图形如图９ ２

３９，其中Ａ、Ｂ、Ｃ合于一点Ａ．
∵ＨＧ∥ＤＦ，ＩＪ∥ＤＡ，

∴ ＨＧ 与 ＩＪ 所 成 的 角 即 为

∠ＡＤＦ，而△ＡＤＦ为等边△，故ＧＨ 与

ＩＪ成６０°角，选Ｂ．
４．答案：Ｂ
解析：取ＢＣ中点Ｇ，连结ＦＧ，则Ｏ∈ＦＧ．
∵Ｆ为ＡＤ 中点，

∴ＦＧ瓛ＤＣ瓛Ｄ１Ｃ１．
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