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第六章摇不等式

本 章 目 标

员援理解不等式的性质及证明，理解绝对值不等式渣葬渣原渣遭渣0�渣葬垣遭渣0�渣葬渣垣渣遭渣；
圆援掌握两个（不扩展到三个）正数的算术平均数不小于它们的几何平均数的定理，并会简单地应
用它求函数最值，注意运用条件即“一证二定三等”；
猿援掌握分析法、综合法、比较法证明简单的不等式，并掌握某些简单不等式的解法，培养辨证唯
物主义思想和分析解决问题的能力。

第一节摇不等式的性质

知 识 梳 理

员援实数性质：葬跃遭k�葬原遭跃园
葬越遭k�葬原遭越园
葬约遭k�葬原遭约园

圆援不等式的性质：
定理员摇如果葬跃遭，那么遭约葬；
如果遭约葬，那么葬跃遭援

定理圆摇如果葬跃遭，且遭跃糟，那么葬跃糟援
定理猿摇如果葬跃遭，那么葬垣糟跃遭垣糟援
推论 如果葬跃遭，且糟跃凿，那么葬垣糟跃遭垣凿援
定理源摇如果葬跃遭，且糟跃园，那么葬糟跃遭糟，
如果葬跃遭，且糟约园，那么葬糟约遭糟援

推论员摇如果葬跃遭跃园，且糟跃凿跃园，那么葬糟跃遭凿援
推论圆摇如果葬跃遭跃园，那么葬灶跃遭灶（灶��晕，且灶跃员）援

定理缘摇如果葬跃遭跃园，那么
灶
�葬跃
灶
�遭（灶��晕，且灶跃员）援

重 点 解 说

员援实数性质是比较实数大小的重要依据，也为不等式证明比较法之差比法提供了有力的保证。
圆援不等式的性质定理圆不可逆用；定理猿的推论为同向相加性，不可忽视不等式的方向。

·员·此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



难 点 讨 论

员援不等式两边同乘某数或某式时，不等号的方向与这个数或式的符号密切相关。
【例员】（课本孕苑习题）判断各命题的真假，并说明理由：
员援如果葬跃遭，那么葬糟跃遭糟；
圆援如果葬糟圆1�遭糟圆，那么葬1�遭援

〔讨论〕判断不等式是否成立，推理是否严密，关键是要牢扣不等式的基本性质，不可任意添加或
改变条件。命题员错误，因为悦的符号不确定；命题圆也是错误的，因为 悦圆不一定为正，
悦圆可等于韵，所以命题圆若加一个限制（悦-�园），则为正确的命题。
圆援同向不等式才能相加，同向不等式相乘时要注意符号的限制。

【例圆】（课本孕愿习题）如果园约葬约遭约员，灶��晕，试比较员
葬灶
，
员
遭灶
，员三者的大小。

〔讨论〕比较大小的重要依据即不等式的基本性质。因为园约葬约员，所以员葬跃员，同样
员
遭跃员，故有

（
员
葬）
灶跃员灶，（ 员遭）

灶跃员灶，即员
葬灶
跃员，员
遭灶
跃员；而员
葬灶
与
员
遭灶
的大小则取决于

员
葬与
员
遭的大小，因为

员
葬原
员
遭越
遭原葬
葬遭，所以

员
葬跃
员
遭跃园，所以（

员
葬
灶

） 跃（ 员遭
灶

），故（
员
葬）
灶跃（ 员遭）

灶跃员。注意
����
，

根据不等式的性质 灶��晕H�，而已知 灶��晕，所以 灶越园时应另作讨论。灶越园时，（ 员葬）
灶越

（
员
遭）
灶越员。故结论应是（ 员葬）

灶1�（ 员葬）
灶1�员援

易 误 警 示

【例员】如果葬跃遭，糟跃凿，是否可推出葬糟跃遭凿，举例说明。
误解：可推出，根据同向不等式可相乘，符号不变，如葬越源，遭越猿，糟越圆，凿越员时满足。
正解：不可推出，因为同向不等式可相加但相乘时一定要注意符号，如 葬越源，遭越圆，糟越原员，
凿越原圆，此时葬糟越原源，遭凿越原源，此时葬糟越遭凿，结论不成立。

〔警示〕回答错误的原因在于忽视不等式同向相乘时的条件，原内容应是葬跃遭跃园，糟跃凿跃园援
【例圆】若实数曾，赠满足原猿约曾约赠约猿，求曾原赠的取值范围。
误解：疫原猿约赠约猿摇亦原猿约原赠约猿摇又原猿约曾约猿摇亦原远约曾原赠约远援
正解：疫原猿约赠约猿摇亦原猿约原赠约猿摇又原猿约曾约猿摇亦原远约曾原赠约远
又曾约赠摇摇摇亦原远约曾原赠约园援

〔警示〕员援注意深刻挖掘题中条件，充分利用每个条件；
圆援曾与赠的大小决定了曾原赠的符号援
猿援考虑问题定要周密援

名 题 精 析

【例员】摇下列命题：（员）葬跃遭，且葬，遭同号，则有员葬约
员
遭；（圆）若

员
葬跃员，则葬约员；（猿）若葬1�遭

且葬糟1�遭糟，则有糟1�园；（源）若 葬跃遭，灶��晕则有 葬圆灶垣员跃遭圆灶垣员，其中正确命题的序号为
·圆·



援
〔精析〕本题属开放性题型，必须准确无误地判断各个命题的真假，方能选出正确的答案。

〔解答〕（员）中员葬原
员
遭越
遭原葬
葬遭，疫葬、遭同号且葬跃遭摇亦

遭原葬
葬遭 约园摇亦

员
葬约
员
遭摇亦（员）正确；（圆）

中
员
葬跃员摇亦

员原葬
葬 跃园摇亦葬（员原葬） 跃园摇亦园约葬约员而葬约员不准确，亦（圆）错误；（猿）

中葬糟1�遭糟摇亦糟（葬原遭）1�园，又葬1�遭摇亦葬原遭1�园，当葬原遭跃园时糟1�园成立，当葬原遭越园，
糟��砸，亦（猿）错误；（源）直接考虑函数赠越曾圆灶垣员的单调性援因为赠越曾圆灶垣员在砸上单调递增，所以
有葬跃遭时，葬圆灶垣员跃遭圆灶垣员成立，故（源）正确。综上所述，答案为（员）和（源）援

【例圆】摇已知原员0�葬垣遭0�员，员0�葬原圆遭0�源，求葬垣猿遭的取值范围。
〔精析〕已知若干个代数式的范围，求另外一个代数式的范围，应直接从已知代数式出发，不应先

解其中某些量范围，否则范围将扩大。

〔解答〕设葬垣猿遭越曾（葬垣遭） 垣赠（葬原圆遭）
亦葬垣猿遭越（曾垣赠）葬垣（曾原圆赠）遭

亦
曾垣赠越员
曾原圆赠越{ 猿
摇摇解为曾越缘猿，赠越原

圆
猿

亦葬垣猿遭越缘猿（葬垣遭） 原
圆
猿（葬原圆遭）

而原缘猿0�
缘
猿（葬垣遭）0�

缘
猿，原
愿
猿0�原
圆
猿（葬原圆遭）0�原

圆
猿，亦原
员猿
猿0�葬垣猿遭0�员

【例猿】摇已知曾跃赠跃园，试比较 赠
圆垣员
曾圆垣� 员与
赠
曾的大小。

〔精析〕利用不等式的性质，当两数均为正时，可通过将其同时灶次方后再比较大小。

〔解答〕疫（ 赠
圆垣员
曾圆垣� 员）

圆原（ 赠曾）
圆越赠
圆垣员
曾圆垣员
原赠
圆

曾圆
越 曾

圆原赠圆

曾圆（曾圆垣员）
越（曾垣赠）（曾原赠）
曾圆（曾圆垣员）

疫曾跃赠跃园摇亦（曾垣赠）（曾原赠）
曾圆（曾圆垣员）

跃园

亦赠
圆垣员
曾圆垣员
原赠
圆

曾圆
跃园摇又曾，赠跃园摇亦 赠

圆垣员
曾圆垣� 员跃
赠
曾

【例源】摇已知渣葬渣约员，渣遭渣约员，比较渣葬垣遭渣垣渣葬原遭渣与圆的大小。
〔精析〕对两上不易直接比较大小的非负数可采用比较其平方的大小，并充分利用题设的条件而解

得。

〔解答〕（ 渣葬垣遭渣垣渣葬原遭渣）圆越（葬垣遭）圆垣（葬原遭）圆垣圆渣葬圆原遭圆渣越圆葬圆垣圆遭圆垣圆渣葬圆原遭圆渣

越
源葬圆摇（ 渣葬渣1�渣遭渣）
源遭圆摇（ 渣葬渣约渣遭渣{ ）

亦渣葬垣遭渣垣渣葬原遭渣越
圆渣葬渣摇（ 渣葬渣1�渣遭渣）
圆渣遭渣摇（ 渣葬渣约渣遭渣{ ）

又疫渣葬渣约员且渣遭渣约员摇亦渣葬垣遭渣垣渣葬原遭渣约圆
【例缘】摇设枣（曾） 越员垣造燥早曾猿，早（曾） 越圆造燥早曾圆，其中曾跃园且曾-�员，试比较枣（曾）与早（曾）的大

小。

〔精析〕比较大小的基本方法差比，对数运算法则要熟练掌握，利用对数函数单调性时要注意底数

的范围。

·猿·



〔解答〕枣（曾） 原早（曾） 越造燥早曾
猿
源曾

�园约曾约员时，园约猿源曾约
猿
源约员摇亦造燥早曾

猿
源曾跃园

�曾跃员时，猿源曾跃
猿
源

若园约猿源曾约员即员约曾约
源
猿时，造燥早曾

猿
源曾约园；

若
猿
源曾跃员即曾跃

源
猿时，造燥早曾

猿
源曾跃园；

若
猿
源曾越员即曾越

源
猿时，造燥早曾

猿
源曾越园援

综上：当园约曾约员或曾跃源猿时，枣（曾） 跃早（曾）；

当曾越源猿时，枣（曾） 越早（曾）；

当员约曾约源猿时，枣（曾） 约早（曾）援

【例远】摇求证：若葬垣遭垣糟跃园，葬遭垣遭糟垣糟葬跃园且葬遭糟跃园，则葬跃园，遭跃园，糟跃园援
〔精析〕要证葬，遭，糟均为正数，即判断 葬，遭，糟的符号，必须准确把握实数的性质，如：两正数

之和为正数，两负数之和为负数，同号两数相乘符号为正，异号相乘得负。本题中葬遭糟跃园，
可得葬，遭，糟中至少有一个为正，且另外两个同号。

〔解答〕由葬遭糟跃园知葬，遭，糟至少一个为正，不妨设葬跃园，假设遭糟不全为正，则遭约园且糟约园，疫葬
垣遭垣糟跃园摇亦葬跃原遭原糟跃园，亦葬遭约遭（ 原遭原糟） 越原遭圆原遭糟，即 葬遭垣遭糟约原遭圆，亦葬遭垣遭糟
垣糟葬约原遭圆垣糟葬约园，与题设矛盾，故遭，糟全为正，故得证援

能 力 训 练

一、选择题
员援如果葬跃遭，糟跃凿，则一定有（摇摇摇）
粤援糟跃凿垣葬原遭摇摇月援遭跃糟垣凿原葬摇摇悦援葬跃遭原糟垣凿摇摇阅援凿跃葬垣遭原糟
圆援若葬约猿，则一定有（摇摇摇）

粤援葬造早圆猿约猿造早
圆
猿摇摇摇摇月援渣葬渣造早

圆
猿约猿造早
圆
猿

悦援葬渣造早圆猿渣约猿渣造早
圆
猿渣阅援渣葬造早

圆
猿渣约渣猿造早

圆
猿渣

猿援若曾约赠约园，则有（摇摇摇）
粤援曾赠跃曾圆跃园摇摇月援赠圆跃曾圆跃园摇摇悦援曾圆跃曾赠跃园摇摇阅援曾圆跃曾赠跃赠圆

源援已知葬约遭约园，则下列关系式中不能
����
成立的是（摇摇摇）

粤援员葬跃
员
遭摇摇月援渣葬渣跃渣遭渣跃园摇摇悦援葬

圆跃遭圆摇摇阅援� �原葬约 原遭

缘援若皂约灶，责约择，且（责原皂）（责原灶） 约园，（择原皂）（择原灶） 约园，则皂、灶、责、择的大小顺
序是（摇摇摇）
粤援皂约责约择约灶摇摇月援责约皂约择约灶摇摇悦援皂约责约灶约择摇摇阅援责约皂约灶约择

·源·



远援若葬跃遭跃糟，则 员葬原糟垣
员
糟原遭的值为（摇摇摇）

粤援正数摇摇月援负数摇摇悦援非正数摇摇阅援非负数
苑援设葬跃遭跃园，下列各数小于员的是（摇摇摇）

粤援圆葬原遭摇摇月援（ 葬遭）
员
圆摇摇悦援（ 葬遭）

葬原遭摇摇阅援（ 遭葬）
葬原遭

愿援设命题甲
圆约曾垣赠约源
园约曾赠约{ 猿

，命题乙
园约曾约员
圆约赠约{ 猿
，那么（摇摇摇）

粤援甲是乙的充分非必要条件摇摇月援甲是乙的必要非充分条件
悦援甲是乙的充要条件摇摇摇摇摇阅援甲是乙的既不充分又不必要条件
怨援若葬，遭为实数，则葬遭（葬原遭） 约园成立的一个充要条件是（摇摇摇）

粤援园约员葬约
员
遭摇摇月援园约

员
遭约
员
葬摇摇悦援

员
葬约
员
遭摇摇阅援

员
遭约
员
葬

员园援已知葬，遭，皂��砸垣，葬约遭，那么一定成立的是（摇摇摇）

粤援葬垣皂遭垣皂约
葬
遭摇摇月援

葬垣皂
遭垣皂跃
葬
遭摇摇悦援

葬原皂
遭原皂跃
葬
遭摇摇阅援

葬原皂
遭原皂约
葬
遭

二、填空题

员援已知葬约遭，葬遭约园，则员葬
员
遭（填“ 跃”或“ 约”或“ 越”）

圆援已知葬圆约曾约葬，酝越造燥早葬曾圆，晕越造燥早葬（造燥早葬曾）援孕越（造燥早葬曾）， 则有酝、晕、孕的大小关系为
援

猿援已知葬、遭、糟��砸垣且葬跃遭跃糟，则�葬遭、�遭糟、�葬糟、悦从小到大的排列顺序是 援

源援若 ���〔 原�猿，
�
远〕，则泽蚤灶�垣糟燥泽�的范围为 援

缘援已知原员0�葬垣遭0�员，员0�葬原遭0�猿，则葬垣缘遭的范围为 援

远援已知员圆约葬约远园，员缘约遭约猿远，则葬原遭的范围为 ，葬遭的范围为 ，
葬
遭的范围

为 援
三、解答题

员援求证：（员）葬跃遭跃园，凿跃糟跃园n�葬糟跃
遭
凿

（圆）葬，遭��砸，猿�葬跃
猿
�遭n�葬跃遭

圆援已知实数葬，遭，糟，凿满足下列条件：
�凿跃糟；�葬垣遭越糟垣凿；�葬垣凿约遭垣糟
请将葬，遭，糟，凿按从大到小的顺序排列。

猿援已知函数枣（曾） 越葬曾圆垣遭曾，且员0�枣原员（曾）0�圆，圆0�枣（员）0�源，
求枣（ 原圆）的取值范围。

源援若原圆约葬约遭约猿，原圆约糟约园，试求（葬原遭）糟的取值范围。
·缘·此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



缘援已知：葬跃园，遭糟跃葬圆，葬圆原圆葬遭垣糟圆越园，试确定葬，遭，糟的大小关系。

第二节摇算术平均数与几何平均数

知 识 梳 理

员援两个定理
定理员摇如果葬，遭��砸，那么葬圆垣遭圆1�圆葬遭
（当且仅当葬越遭时取等号）；

定理圆摇如果葬，遭是正实数，那么葬垣遭圆 1��葬遭

（当且仅当葬越遭时取等号）
圆援两个概念

算术平均数：
葬垣遭
圆 为葬，遭的算术平均数援

几何平均数：�葬遭为葬，遭的几何平均数
猿援定理的应用———求最值；证明不等式。

重 点 解 说

员援定理员与定理圆的条件注意区别。
圆援平均数一般是对正数而言，算术平均数大于等于几何平均数的几何解释要理解。
猿援应用重要不等式求最值时注意三个条件：一正二定三等。

难 点 讨 论

员援利用重要不等式求最值时，不可忽视三个条件：一正二定三等。

【例员】（课本孕员员练习猿）已知曾-�园，当曾取何值时，曾圆垣愿员
曾圆
的值最小，最小值是多少？

〔讨论〕利用重要不等式可求曾圆垣愿员
曾圆
的最值，疫曾-�园，亦曾圆跃园，亦曾圆垣愿员

曾圆
1�圆 曾圆垣愿员

曾� 圆越员愿（等号当

且仅当曾圆垣愿员
曾圆
时成立即曾越依猿时成立），故曾越依猿时，曾圆垣愿员

曾圆
的最小值为员愿。此处若曾加

一个限制如曾跃缘，则等号不可能取的，此时不等式失效。
圆援曾圆垣赠圆1�圆曾赠，对曾，赠��砸成立，不需曾，赠均为正数。
【例圆】已知曾圆垣赠圆越员，求曾赠的取值范围。
·远·



〔讨论〕疫曾圆垣赠圆越员，且曾，赠��砸有曾圆垣赠圆1�圆渣曾赠渣，

亦圆渣曾赠渣0�员摇亦渣曾赠渣0�员圆摇摇摇亦原
员
圆0�曾赠0�
员
圆援

此题不能简单地由曾圆垣赠圆1�圆曾赠得出曾赠0�员圆，当曾，赠异号时，曾赠仍有限制。

·苑·



易 误 警 示

【例员】求函数赠越曾
圆垣缘
曾圆垣� 源
的最小值。

误解：赠越曾
圆垣缘
曾圆垣� 源
越曾
圆垣源垣员
曾圆垣源
越 曾圆垣� 源垣

员
曾圆垣� 源

1�圆摇亦函数最小值是圆。

正解：赠越曾
圆垣缘
曾圆垣� 源
越 曾圆垣� 源垣

员
曾圆垣� 源
摇令贼越 曾圆垣� 源，亦贼1�圆

考查函数赠越贼垣员贼在〔圆，垣）上单调递增，亦赠1�圆垣
员
圆越
缘
圆

故函数最小值是
缘
圆援

〔警示〕利用重要不等式求最值时不可忽视等号成立的条件，错解的根源就在于此。
【例圆】求函数赠越造燥早圆曾垣造燥早曾圆曾的值域。
误解：赠越造燥早圆曾垣造燥早曾圆曾越造燥早圆曾垣造燥早曾圆垣员1�猿摇亦值域为〔猿，垣）
正解：赠越造燥早圆曾垣造燥早曾圆曾越造燥早圆曾垣造燥早曾圆垣员
若造燥早圆曾跃园，则赠1�猿
若造燥早圆曾约园，则赠0�原员
故值域为（ 原肄，原员）��〔猿，垣）

〔警示〕利用重要不等式求最值时不可忽视前提即为正数的前提。

名 题 精 析

【例员】摇求证：曾跃园时，曾圆垣圆曾垣源
曾猿
跃遭成立。

〔精析〕本题的实质在于证明三个正数之和大于一个常数，且三正数之积为定值。因此应想到利用
重要不等式。

〔解答〕疫曾跃园摇摇亦曾圆，圆曾，源
曾猿
��砸垣摇亦曾圆垣圆曾垣源

曾猿
1�猿援

猿

曾圆·圆曾·源
曾� 猿越远

（等号当且仅当曾圆越圆曾越源
曾猿
）时成立

疫曾跃园摇亦曾圆越圆曾越源
曾猿
不可能成立

亦等号不可能取到，亦不能取等号，亦曾圆垣圆曾垣源
曾猿
跃远成立援

【例圆】摇当曾跃原员，求函数枣（曾） 越曾垣 员曾垣员的最小值。

〔精析〕利用重要不等式求和的最小值，要凑“积定”，而曾垣员与 员曾垣员积定，所以此处要加项。

〔解答〕疫曾跃原员，摇亦曾垣员跃园

亦枣（曾） 越曾垣 员曾垣员越曾垣员垣
员
曾垣员原员1�圆原员越员（等号当且仅当曾垣员越

员
曾垣员即曾越园时成立）

故所求最小值为员，且此时曾越园
·愿·



【例猿】摇已知 �为锐角，求函数赠越糟燥泽圆�泽蚤灶�的最大值。
〔精析〕利用重要不等式求积的最大值凑“积定”，而对于 糟燥泽圆� 与 泽蚤灶�，有 糟燥泽圆� 垣泽蚤灶� 越员，故想到

求（糟燥泽圆�泽蚤灶�）圆越糟燥泽圆�糟燥泽圆�泽蚤灶圆�的最大值。
〔解答〕疫�为锐角摇摇亦糟燥泽�跃园，泽蚤灶�跃园

亦赠越糟燥泽圆�泽蚤灶� 越 糟燥泽源�泽蚤灶圆� � 越 糟燥泽圆�糟燥泽圆�泽蚤灶圆� � 越圆 员圆糟燥泽
圆�·员圆糟燥泽

圆�·泽蚤灶圆� �0�圆（员员猿）�
猿越

�圆猿
怨摇当等号且仅当

员
圆糟燥泽
圆�越泽蚤灶圆�即 �越�源取得，故赠越糟燥泽

圆�泽蚤灶�最大值 �圆猿怨援

【例源】摇已知葬跃园，遭跃园且猿葬遭越葬垣遭垣员。求葬遭的最小值。
〔精析〕分析已知，既有葬遭又有葬垣遭，所以先利用重要不等式将形式统一。

〔解答〕疫葬跃园，遭跃园摇摇摇摇亦葬垣遭1�圆�葬遭

则猿葬遭越葬垣遭垣员变形为猿葬遭1�圆�葬遭垣员摇亦猿（ �葬遭）
圆原圆�葬遭原员1�园

�亦 葬遭1�员或�葬遭0�原
员
猿（舍）摇亦葬遭1�员摇故葬遭的最小值为员

【例缘】摇在垂直于水平面的墙壁上悬挂一矩形镜框，某人在距离墙壁 曾皂处仰视此镜框，镜框的上、
下边缘与此人的水平视线相距分别为葬皂，遭皂，此人看到整个镜框的视角要最大，求曾援

〔精析〕要求何时角最大，事实上是一个最大值问题，而对一个角而言，应考虑其三角函数值，如
正切。

〔解答〕设此人看到整个镜框的视角为 �，则贼早�越

葬
曾原
遭
曾

员垣葬曾·
遭
曾

越葬原遭

曾垣葬遭曾

要使 �最大，即贼早�最大，即曾

垣葬遭曾最小，而曾垣
葬遭
曾1�圆�葬遭（等号当且仅当曾越

葬遭
曾即 �曾越 葬遭时取得）

�亦曾越 葬遭时，视角最大援

【例远】摇求函数枣（曾） 越曾
圆垣员园
曾圆垣� 怨
的最小值。

〔精析〕求函数枣（曾）的最小值，关键在于变形，变为赠越贼垣员贼型，但要注意，若利用重要不等式

要注意“贼跃园”的限制，且要保证等号成立。若 贼跃员或园约贼约员，则不能保证等号成立，

此时要利用函数在区间上的单调性。对赠越贼垣员贼在（园，员）上单调递减，（员，垣）上单调

递增

〔解答〕疫枣（曾） 越曾
圆垣员园
曾圆垣� 怨
摇摇亦枣（曾） 越曾

圆垣怨垣员
曾圆垣� 怨
越 曾圆垣� 怨垣

员
曾圆垣� 怨

疫 曾圆垣� 怨1��怨越猿，亦 曾圆垣� 怨��（员，垣）

亦考虑函数枣（曾） 越曾垣员曾在（员，垣）上单调递增。

亦枣（曾）1�猿垣员猿越
员园
猿摇摇亦枣（曾）最小值为

员园
猿援

能 力 训 练
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一、选择题

员援若圆葬跃遭跃园，则葬垣 源
（圆葬原遭）遭的最小值为（摇摇摇）

粤援猿摇摇摇月援员摇摇摇悦援愿摇摇摇阅援员圆

圆援赠越源原源
曾圆
原曾圆的最值情况是（摇摇摇）

粤援当曾越依�圆时，有最大值园摇摇摇月援当曾越圆时，有最小值园

悦援当曾越�圆时，有最大值园 阅援当曾越�圆时，有最小值园

猿援已知葬跃遭跃园，全集��越砸，酝越｛曾渣遭约曾约葬垣遭圆 ｝，晕越｛ �曾渣 葬遭约曾约葬｝，孕越｛曾渣遭约

�曾约 葬遭｝，则（摇摇摇）
粤援孕越酝��悦怎晕摇摇月援孕越悦怎晕��晕摇摇悦援孕越酝��晕摇摇阅援孕越酝��晕

源援函数赠越曾垣 源曾原员（曾跃员）的最小值是（摇摇摇）

粤援圆摇摇月援猿摇摇悦援源摇摇阅援缘
缘援函数赠越造燥早圆曾垣造燥早曾圆曾的值域为（摇摇摇）
粤援〔猿，垣）摇摇摇摇摇摇摇摇摇月援〔 原员，猿〕
悦援（ 原肄，原员〕��〔猿，垣） 阅援以上都不对
远援已知曾跃园，葬，遭，糟为实数，且葬，遭为正，则（摇摇摇）

粤援糟原葬曾原遭曾约糟原圆�葬遭摇摇摇月援糟原葬曾原
遭
曾跃糟原圆�葬遭

悦援糟原葬曾原遭曾0�糟原圆�葬遭摇摇摇阅援糟原葬曾原
遭
曾1�糟原圆�葬遭

苑援葬，遭，糟均为正实数，且葬遭糟越葬垣遭垣糟，则葬猿垣遭猿垣糟猿的最小值为（摇摇摇）

粤援猿
缘
圆摇摇月援猿摇摇悦援怨摇摇阅援猿

缘
猿

愿援葬遭没有最大值的条件是（摇摇摇）
粤援葬圆垣遭圆为定值摇摇摇摇摇摇摇摇月援葬，遭��砸垣，且葬垣遭为定值
悦援葬，遭��砸原，且葬垣遭为定值 阅援葬遭约园，且葬垣遭为定值
怨援实数葬，遭满足葬垣遭越员，且葬，遭��砸垣，则下列四数中最大的数是（摇摇摇）

粤援员圆摇摇月援葬
圆垣遭圆摇摇悦援圆葬遭摇摇阅援葬

员园援若园约葬约员，园0�曾约赠约员，且造燥早葬曾·造燥早葬赠越员，那么曾赠（摇摇摇）
粤援无最大值也无最小值摇摇摇月援无最大值有最小值
悦援有最大值无最小值摇摇摇摇阅援有最大值也有最小值

二、填空题

员援若园约曾约缘圆，则当曾越 时，赠越曾（缘原圆曾）有最大值 援

圆援已知曾圆垣赠圆越皂，葬圆垣遭圆越灶，则葬曾垣遭赠的最大值是 援
猿援设一长方体的体积是员园园园糟皂猿，则它的表面积的最小值为 援

源援函数赠越（曾垣源）（曾垣怨）曾 （曾跃园）的最小值为 援

缘援若园约�约�圆，则泽蚤灶
�
圆（员垣糟燥泽�）的最大值为 援
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远援已知皂跃园，灶跃园且皂垣灶越远，则皂圆垣灶圆的最小值是 援
三、解答题

员援设曾，赠��砸垣，且曾垣赠越员，求员曾垣
员
赠的最小值援

圆援已知曾圆垣赠圆越员，求宰越曾赠垣曾垣赠（曾，赠��砸垣）的最大值援

猿援若函数枣（曾） 越源曾垣 员远
（曾垣员）圆

（曾1�园），试求 枣（曾）的最小值；若 早（曾） 越曾圆，试求 枣〔早

（曾）〕的最小值援

源援已知葬，遭，曾，赠��砸垣，葬垣遭越员园，（ 葬曾垣
遭
赠） 越员，且曾垣赠的最小值为员愿，求葬，遭的值援

缘援从边长为圆责的正方形纸片各角各减一小块边长为曾（园约曾约责）的正方形后再折成一个无盖
的盒子，则曾为何值时，盒子容积最大，最大容积为多少？

第三节摇不等式的证明

知 识 梳 理

员援比较法证明不等式的两个依据：员援葬原遭跃园k�葬跃遭是差比的依据；圆援葬，遭跃园时，葬遭跃员k�葬跃

遭是商比的根据。
圆援对较复杂的不等式的证明一般先用分析法探求证明途径，再用综合法加以证明。
猿援换元法、反证法、放缩法、构造函数法要求能理解。

重 点 解 说

员援比较法之差比的目标是园，而因式分解有利于证明不等式；不是任意一个不等式都能利用商比来
证明。
圆援分析法证明不等式时，注意数学语言的准确性，一般采用“要证明⋯⋯，只需证明⋯⋯”的格
式。
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难 点 讨 论

员援一个式子的值与园的大小比较，取决于这个数的符号，而分解因式是判断符号的有效途径。
【例员】（课本孕员源练习员）求证：葬圆垣猿遭圆1�圆遭（葬垣遭）
〔讨论〕先作差：左边原右边越葬圆垣猿遭圆原圆遭（葬垣遭）

再变形：左原右越葬圆垣猿遭圆原圆葬遭原圆遭圆越葬圆原圆葬遭垣遭圆越（葬原遭）圆

然后分析：疫（葬原遭）圆1�园摇摇亦左1�右
最后结论：亦葬圆垣猿遭圆1�圆遭（葬垣遭）

圆援证明不易入手时，应先用分析法探求途径。
【例圆】（课本孕员苑第源题（员））求证：� �猿垣缘约源
〔讨论〕若直接作差（� �猿垣缘原源的符号不易判断，故不可取；因左式含根式，所以想到平方，即

要证� �猿垣缘约源，即证 �愿垣圆 员缘约员远，即证 �圆 员缘约愿，即证�员缘约源，而� �员缘约 员远成立，
所以原不等式可证。

易 误 警 示

【例员】已知葬，遭，糟为不全相等的正数，求证：遭垣糟原葬葬 垣
糟垣葬原遭
遭 垣
葬垣遭原糟
糟 跃猿

误解：将原不等式变形为：
遭垣糟
葬 垣
糟垣葬
遭 垣
葬垣遭
糟 跃遭摇摇亦

遭
葬垣
糟
葬垣
糟
遭垣
葬
遭垣
葬
糟垣
遭
糟跃远

又葬，遭，糟��砸垣摇摇亦遭葬垣
葬
遭1�圆，
糟
葬垣
葬
糟1�圆，
糟
遭垣
遭
糟1�圆

疫葬，遭，糟不全相等摇摇亦等号不能同时取得

亦遭葬垣
糟
葬垣
糟
遭垣
葬
遭垣
葬
糟垣
遭
糟跃远成立，亦原不等式得证。

〔警示〕证明题逻辑混乱，这是在用分析法写过程时常见的错误，故我们提倡用分析法探求证明途
径而用综合法写过程。

【例圆】在证明（粤）式跃（月）式过程中，关键是证明（粤）式
（月）式

跃员，这种说法对吗？

误解：这种说法正确，疫葬遭跃员摇亦葬跃遭成立。

〔警示〕
葬
遭跃员不能推出葬跃遭，只有当遭跃园时根据不等式的性质才有葬跃遭，而 遭约园时，情况则刚

好相反。

名 题 精 析

【例员】摇已知葬跃遭跃糟，求证 员葬原遭垣
员
遭原糟垣
员
糟原葬跃园

〔精析〕比较法是证明不等式的常规方法，而在符号的判断上因式分解又是常用方法，故先将左式
通分。
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〔 解 答 〕
员
葬原遭 垣

员
遭原糟 垣

员
糟原葬 越
（遭原糟）（糟原葬） 垣（葬原遭）（糟原葬） 垣（葬原遭）（遭原糟）

（葬原遭）（遭原糟）（糟原葬） 越

（葬原遭）圆垣（遭原糟）圆垣（糟原葬）圆
圆（葬原遭）（遭原糟）（葬原糟） 跃园（疫葬跃遭跃糟）

故原不等式成立

【例圆】摇已知葬，遭，糟��砸垣，求证遭
圆糟圆垣糟圆葬圆垣葬圆遭圆
葬垣遭垣糟 1�葬遭糟

〔精析〕若不等式中含有奇数项的和，可通过对不等式乘以圆，变成偶数项的和，然后利用重要不
等式证明。

〔解答〕疫遭圆糟圆垣糟圆葬圆1�圆葬遭糟圆摇遭圆糟圆垣葬圆遭圆1�圆葬糟遭圆摇葬圆遭圆垣糟圆葬圆1�圆葬圆遭糟
亦遭圆糟圆垣糟圆葬圆垣葬圆遭圆1�葬遭糟圆垣葬糟遭圆垣葬圆遭糟

又葬，遭，糟��砸垣摇亦遭
圆糟圆垣糟圆葬圆垣葬圆遭圆
葬垣遭垣糟 1�葬遭糟

【例猿】摇若葬跃遭跃糟跃园，求证：葬葬遭遭糟糟跃（葬遭糟）
葬垣遭垣糟
猿

〔精析〕证明不等式时，若不等式的两边同为正，左右两边为幂的形式，一般采用商比法证明。

〔解答〕疫（ 葬
葬遭遭糟糟

（葬遭糟）猿
）猿越（ 葬遭）

葬·（
遭
葬）
遭·（
葬
糟）
葬·（
糟
葬）
糟·（
遭
糟）
遭·（
糟
遭）
糟· 越（ 葬遭）

葬原遭

（
葬
糟）
葬原糟（
遭
糟）
遭原糟摇又葬跃遭跃糟跃园摇亦葬遭跃员，

葬
糟跃员，
遭
糟跃员摇且 葬原遭跃园，葬原糟跃园，遭原糟

跃园

亦（ 葬遭）
葬原遭跃员，（ 葬糟）

葬原糟跃员，（ 遭糟）
遭原糟跃员摇亦 葬

猿葬遭猿遭糟猿糟

（葬遭糟）葬垣遭垣糟
跃员即葬葬遭遭糟糟跃（葬遭糟）

葬垣遭垣糟
猿

【例源】摇求证：原�猿0��猿曾垣 员原曾� 圆0�圆

〔精析〕见到 员原曾� 圆应首先考虑曾的范围即原员0�曾0�员，进而联想到糟燥泽�（或泽蚤灶�），故采用换元法援
〔解答〕令曾越糟燥泽�，���〔园，�〕

则�猿曾垣 员原曾� 圆越�猿糟燥泽�垣泽蚤灶�越圆泽蚤灶（�垣
�
猿）

疫���〔园，�〕摇摇亦�垣�猿��〔
�
猿，
源�
猿〕

亦泽蚤灶（�垣�猿）��〔 原
�猿
圆，员〕摇摇亦圆泽蚤灶（�垣

�
猿）��〔 原�猿，圆〕

亦原�猿0��猿曾垣 员原曾� 圆0�圆
【例缘】摇已知：曾，赠��砸垣，曾垣赠越员援

求证：（曾垣员曾）
圆垣（赠垣员赠）

圆1�圆缘圆

〔精析〕若将不等式左边展开为曾圆垣员
曾圆
垣赠垣员
赠圆
垣源用重要不等式得左边1�愿，没有达到证明左式1�圆缘圆

的目的，且“左边1�愿”中等号不可能成立，故完成本题的关键是如何使用条件“曾垣赠越员”援

〔解答〕疫（曾垣员曾）
圆垣（赠垣员赠）

圆越曾圆垣员
曾圆
垣赠圆垣员
赠圆
垣源越（曾圆垣赠圆）（员垣 员

曾圆赠圆
） 垣源

又曾圆垣赠圆1�（曾垣赠）
圆

圆 越
员
圆（等号当且仅当曾越赠取的）

由员越（曾垣赠）圆越曾圆垣赠圆垣圆曾赠1�源曾赠得摇摇曾赠0�员源
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亦员曾赠1�源摇摇亦员垣
员
曾圆赠圆
1�员苑（当且仅当曾越赠取的）

亦（曾圆垣赠圆）（员垣 员
曾圆赠圆
）1�员苑圆摇摇亦（曾

圆垣赠圆）（员垣 员
曾圆赠圆
） 垣源1�圆缘圆

即（曾垣员曾）
圆垣（赠垣员赠）

圆1�圆缘圆

【例远】摇已知葬，遭，糟��砸垣，求证 员葬垣遭垣
员
遭垣糟垣
员
糟垣葬1�

怨
圆（葬垣遭垣糟）

〔精析〕换元法是证明不等式的常规方法，换元的目的一是使得题目变得简洁，二是转化不熟悉的
问题为熟悉的问题。换元法有整体换元，三角换元，均值换元等方法。

〔解答〕设葬垣遭越曾，遭垣糟越赠，糟垣葬越扎，则曾，赠，扎��砸垣，且圆（葬垣遭垣糟） 越曾垣赠垣扎
亦问题转化为证明：

曾，赠，扎��砸垣，员曾垣
员
赠垣
员
扎1�
怨
曾垣赠垣扎

即证（曾垣赠垣扎）（ 员曾垣
员
赠垣
员
扎）1�怨

疫曾，赠，扎��砸垣摇摇亦曾垣赠垣扎1�猿·猿�曾赠扎跃园摇摇
员
曾垣
员
赠垣
员
在1�猿·

猿
�曾赠扎跃园

亦（曾垣赠垣扎）（ 员曾垣
员
赠垣
员
扎）1�怨摇摇亦原不等式成立。

能 力 训 练

一、选择题
员援设曾跃赠跃园，则下列各式中正确的是（摇摇摇）

粤援曾跃曾垣赠圆 �跃 曾赠跃赠摇摇摇摇摇月援曾1�
曾垣赠
圆 �跃 曾赠跃赠

悦援曾跃曾垣赠圆 �跃赠跃 曾赠 阅援曾跃曾垣赠圆 1��曾赠跃赠

圆援若园约皂约灶，则下列不等式正确的是（摇摇摇）
粤援皂皂灶灶跃皂灶灶皂摇 月援皂皂灶灶约皂灶灶皂摇 悦援皂皂灶灶越皂灶灶皂摇 阅援以上都不对
猿援下列不等式�曾圆垣猿跃圆曾（曾��砸），�葬缘垣遭缘1�葬猿遭圆垣葬圆遭猿，�葬圆垣遭圆1�圆（葬原遭原员）其中正确的有
（摇摇摇）
粤援员个摇摇月援圆个摇摇悦援猿个摇摇阅援园个
源援若葬-�园，遭-�园，下列恒成立的不等式是（摇摇摇）

粤援渣葬垣遭渣圆 1��渣葬遭渣 月援遭葬垣
葬
遭1�圆

悦援（葬垣遭）（ 员葬垣
员
遭）1�源 阅援葬

圆垣遭圆
圆 1�
（葬垣遭）圆
圆

缘援若曾
圆

源垣赠
圆越曾，则曾圆垣赠圆的最值为（摇摇摇）

粤援无最大值，有最小值原员猿摇摇摇月援最大值员远，最小值原
员
猿

悦援最小值园，无最大值 阅援最小值园，最大值员远
远援设葬，遭，糟��砸垣，则葬猿垣遭猿垣糟猿原猿葬遭糟是（摇摇摇）
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粤援正数摇摇月援负数摇摇悦援零摇摇阅援非负数
苑援设葬员，葬圆，遭员，遭圆均是实数，则有（摇摇摇）
粤援（葬员遭员垣葬圆遭圆）

圆跃（葬员
圆垣葬圆

圆）（遭员
圆垣遭圆
圆）

月援（葬员遭员垣葬圆遭圆）
圆1�（葬员

圆垣葬圆
圆）（遭员

圆垣遭圆
圆）

悦援（葬员遭员垣葬圆遭圆）
圆0�（葬员

圆垣葬圆
圆）（遭员

圆垣遭圆
圆）

阅援（葬员遭员垣葬圆遭圆）
圆约（葬员

圆垣葬圆
圆）（遭员

圆垣遭圆
圆）

愿援已知责，择��砸且责猿垣择猿越圆，则（摇摇摇）
粤援责垣择跃圆摇摇月援责垣择约圆摇摇悦援责垣择越圆摇摇阅援以上都不对

怨援曾跃园，赠跃园时，粤越 曾垣赠员垣曾垣赠，月越
曾
员垣曾垣
赠
员垣赠则粤、月的大小关系为（摇摇摇）

粤援粤越月摇摇月援粤约月摇摇悦援粤0�月摇摇阅援粤跃月
员园援“（葬垣遭） 跃圆糟”的一个充分条件是（摇摇摇）
粤援葬跃糟或遭跃糟摇摇月援葬跃糟且遭约糟摇摇悦援葬跃糟且遭跃糟摇摇阅援葬跃糟或遭约糟

二、填空题：

员援已知葬，遭为正数，那么� �葬垣遭

�圆
与�葬垣遭的大小关系是 援

圆援已知曾越� �缘垣圆，赠越�猿垣圆，则曾，赠的大小关系为 援
猿援已知葬跃园且葬-�员，那么造燥早葬（葬

猿垣员）与造燥早葬（葬
圆垣员）的大小关系为 援

源援已知葬跃园，员遭原
员
葬跃员，则 员垣� 葬与

员
员原� 遭
的大小关系是 援

缘援设粤越员
圆员园
垣 员
圆员园垣员
垣⋯⋯垣 员
圆员员原员
，则粤原员的符号为 （填“ 垣”或“ 原”或“不

确定”）
远援建造一个容积为愿米猿，深为圆米的长方体无盖水池，如果池底和池壁的造价为每平方米分
别为员圆园元和愿园元，那么水池的最低总造价为 元援

三、解答题
员援已知葬，遭，皂，灶��砸垣，求证葬皂垣灶垣遭皂垣灶1�葬皂遭灶垣葬灶遭皂

圆援若葬，遭，糟为不全相等的正数，求证：圆（葬猿垣遭猿垣糟猿） 跃葬圆（遭垣糟） 垣遭圆（糟垣葬） 垣糟圆（葬
垣遭）

猿援已知：葬跃圆，求证：造燥早葬（葬原员）·造燥早葬（葬垣员） 约员

源援已知：葬-�员，遭-�原员，葬遭越员，

求证：
员原葬
员垣葬·
员原遭
员垣遭0�园

缘援已知：葬，遭，糟��砸垣且葬垣遭垣糟越员，
·缘员·此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


