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版块设计新颖，知识讲解

思路清晰，具有系统

  性。灵活的新颖题

    型帮你找到解题

        的余钥匙。

一
容知识进行详细

的讲解，帮助大

家更好地掌握数

学基础知识。一

    对近年来的

竞赛题目进行精

彩、详细的讲解，

能让学生在学习
的同时提高解题

技能。 x
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  连接BP,PF,EQ,QC,I't PQ交BF子点K,连FQ交},TA于L,连RQ交PC于M
  、，A RPK和A KPF共边.
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、·乙RAF-乙PA B,乙APF#乙ABP,

:’DAPF-AABP,

，BP _ AP呱爵 AF给 ACPF'AF'M;j'BC        AC'EQ  AQ'
又、，L BP‘二LBEQ, L FEB - L FCB, LQCF= L FPK，且AP=A认

，·，BK. FL·    }M:KF  LQ   MB
由解瓦定理的逆定理知.即,BE,CF相交于一点B,即入口刀兰点共线_

峨蘸毒姗鞭
    具体指导试

题的求证方法，

使学生在实践时

做到举一反三、

触类旁通。 一

知 A训练 珍0
如图卜21在△““中，乙。。二誓'14B。二于，求证它的内角平

纂知
否  Paffl

      分线

寸
CF中线BE和高AD -.线共点 〔19R4·希脸毅学奥林a克O)

-骼 -角形ABC为锐角三角形.AD为该三角形的一条高·设P为kAN AD
    土一点，直线即、印分别交AC"AB于点乙杭证明DA平分L朋F  B
      (第14肠爱尔经毅学奥林匹充竞赛舫) 图 !-21

硕冬在正/AABC的边BC,CA,AB上有内分点D,E,F将边分成3:(。一3)(n>6》一线段AD,BE,CF相交所成的三

  “形面积”‘三角形面积的449 o求·的，(。。·日、、学奥、匹克，AM 6)

忿络在△““中，”二，2,AC二16,M是、中点，“分别在AD,AC上，,EF交AM于C,A:二、，、‘器
    (1990·第29岛IMO预选从)

《弃渗在“‘中，。是，到L ABC.的平分WX作的垂线，;为垂)Z;AM,CL分别A A,C到L C,LB的平HAFT

，瞬精麟初率渔
    针对具体的

内容酉己以精美的

插图，让大家在学

习的同时更有良

好的视觉享受。一

1-
·
。
。
.
。
。
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作的垂线,M,L为垂足 MN的延长线交AC与F, BF的延长线交CL于￡,DL交AC于D.求证:DE ///MN
(1996·江苏浦竟冬题〕〕

‘贻设M,N A AABC内”的两个点，”‘足‘MA“二[.NAC, /MBA二/NBC. LT明:箫瑞·箫:斋
CM " CNCA"CB二卜(:，，，·IMO预选题。

笼乙AABC的内切:、二边BC,CA,AB于点D,E,F,点X hf DABC的一个内点, AXBC的内切。 ‘。点
与BC边相切并与Cx,"tB分别相切干点Y,z,证明四边形F,FZY是圆内接四边形.(第36A IMO N选题)

的竞

统的专业化
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    用最简单的方法解最难的题— 这就是奥赛解题方法吸引学生眼球的最

根本的原因。

    多年来，许多教师、家长和学生都在苦苦追寻着:哪种方法更能开阔视

野、启迪思维、开发智力、提升能力?怎样才能在不断创新的竞赛中运筹帷}P?

怎样才能把知识转化为能力?

    这些想法其实存在着一定的误区，中医讲究把脉，奥赛也一样，只要你把

住了它的脉，问题就会变得极其简单。

    《新阳光金牌奥赛— 高中数学奥赛解题方法与练习》一书就是在奥校

教练员、部分省市教研员依据最新教学教材、教学大纲、考试说明和奥赛说

明，结合奥赛智力训练的实际情况，经过大量细致的调研、认真分析，针对高

中生应具备的学科基础知识和基本技能的前提下，顺应着由浅入深的脉动编

写而成的。

    本书具有以卜特色:
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    本书涵盖了高中数学的全部基础知识、基本方法、基本技能和学科思想，

并对课本内容做了必要概述、合理变通和适当拓展。本书由浅入深的解析、重

点突出的评述、竞赛训练题的罗列，会使同学们在瞬间感受到游刃于课本与

课外之间的快乐。 孙

最简单的方法往往适用于最难的题。因此本书通过典型习题，富有
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启发性的解答，对于较难的习题进行详尽透彻的分析，使学生能顺着分析的

脉搏，开动脑筋，悟出自己的解题方法来。

二

  橇拼

护 ‘

:一尤

怎样把知识转化为能力?本书对此进行了详尽的诊释。它既考虑到内容
︺

日

一瓜磁
灌
一井
‘

升一叔
编排的科学性，又注意到它的可读性，层次清晰，拓展了同学们对各种题型的

解题思路，提高了把握关键问题的能力。最重要的是同学们会在本书中发现

解题的规律技巧和解题的关键，对消化、掌握知识有巨大的帮助。

    本书整合了目前社会上众多奥赛训练方法的精髓，深入浅出地演示了精

彩的解题方法，加上本书画龙点睛的归纳总结，为高才生提供了超前的、全面

的解题方法，也为同学们参加奥赛或各种升学考试起到相当大的指导作用，

是同学们学习奥赛数学的最新、最快捷的方式。

    由于时间仓促，书中难免谬误之处，敬请批评指正。
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缅 耀箕彝剑翌奥塞 第一章 集合、映射

知店翻 漏猫 如茄 知豁毖汹

扮1价扮

扣，集“、映”
    (1)集合:集合与集合间的子集、真子集、等集的关系;集合问的交、并、补运算.

    (2)映射与函数:函数是非空数集A到非空数集B的映射，函数的定义域与值域是其图象覆盖的、轴与Y轴
的范围.

知，有限集元素的数目
    (1)有限集的阶:有限集A的元素数目叫做这个集合的阶，记作IAI〔或，n(A) )

    (2)集族的阶:若n9为由一些给定的集合构成的集合，则称集合M为集族.
    设A为有限集，山n的若干个子集构成的集合称为集合A的一个子集族，求满足一定条件的集族的阶是一类

常见的问题.

    显然，若IAI二n，则山n的所有子集构成的子集族的阶为妙.

J}3，映射，映射法
    a定义1 设x和Y是两个集合(二者可以相同).如果按照某种对应关系f,对于每个:e ，都有唯一确定

y E Y一与之对应，则称这个对应关系为X到Y的映射，记为介X-+Y或Y=f(x);x EX}y“Y.这时，Y =f(劝‘Y称
为:EX的象，而:称为Y的原象.特别当X和Y都是数集时，映射f称为函数.

    卜定义2 设f为从X到Y的一个映射.

    (1)如果对于任何二，,x2‘X,xj >̀xZ，都有f(xl)7-'f(X2)，则称f为单射;
    (2)如果xi于任何Y‘Y，都有:eX，使得f(x) =Y，则称f为满射;

    (3)如果映射f既为单射又为满射，则称f为双射;

  (4)}p'}'f为满射且对任何;。:，恰有X中的m个元素二，Ix2，一，:二，使得f(二‘)二;,i=1,2, "",m，则称f为
(倍数为m的)倍数映射.

    卜定理I设X和Y都是有限集.f为从X到Y的一个映射，

    川 如果f为单射，则}XI SIYI;

    (2)如果f为满射，则IXI)IYI;
    (3)如果f为双射，则IXI二IYI;
    (4)如Rf为倍数为m的倍数映射，则}XI二mI Yl.

    卜定理2设有限集A二{(1l，a;，⋯，        a, 4 f是A到A上的映射，记fl(二)=.f(x),I., (x) =.f[.f.(x)](x aA,

r EN")，则.f是一一映射(即双射)的充要条件是:对任意a; E A，存在m, EǸ,l}-- m,}-- rt,使得f‘ (a;) =a�而
天(a‘)务a‘(5‘N" ,1--s̀m，一1).
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耐)已知集合，二{(x,Y).Ixl+.，.二。，。>。},B=:(x,Y):二!*，二.:，+.，.}若、ns是平面上正

牛 一高中数学奥赛解题方法”练习一‘
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八边形的顶点所构成的集合，则a的值为

    点集A由顶点为《“，0).(0，a)，(一a,0),(0，一a)的正方形的四条边构成(如图

1一1).

将Ixyl +1二!:!十lyl，变形为(Ix}一1)(lyl一1) =0.所以，集合B由四条直线:二上l,y=士1构成·

欲使AnB为正八边形的顶点所构成，只有。]2或1<a<2这两种情况.

(1)当。>2时，由于正八边形的边长只能为2，显然有痴 一2万二2,

故a二2十江

(2)当1 <a<2时，设正八边形边长为L，则
          2一I . _ 二

lcus45 0 _丫，‘=2 42一2。

这时，。二卜冬=T一，J，一 ’ 2 ’一’

综上所述,a的值为2十涯 Jj时

耐 气·设有集合、二{xlx2一〔二〕二2}和。二{::，.X21，求，。。、，。。
图1

(其巾!刘表示不超过实数x之值的最大整数)

一 ，夕分析扛
应首先确定集合A与B.
从而B钊xL-2 <x<2卜显然,2 e A. 、
.-.A uB二{二!-2、二‘21 -
若x E;inB,则:z=[二〕+2,〔:〕。{1，。，一1,-2f，

炭一 丈_ _价，‘丁东

  》评从莎  }-
      若将 B集合

一做靛于芯

撇}龚乳

从而得出“!汉〔二〕!1)或x二一1(〔二〕=一1 ).
于是AnB=}一1,4_1-

改为B二{二11xI

<4f，则A成立是

B成立的

条件.

，一_梢

姗
孤
撇

  (3证明:正整数集N·不能分成二个没有公共元素的、卜空子集，使得从两个
不同子集中各任取 个正整数:.y，而护一舒十尹属于第二个子集. (1999 " imo预选
题)

点 一拨

褥下
    设f(x,y)二xZ一xy +尹，假设N"能分成满足条件的三个子集，则N‘二A'UBUC，不妨设1 EA,b rzB,

一 ‘C,其中b <c,且1,乞。分别是这三个子集中最小的数，从而有Y,2,""-,b一1 e A. -

    周〔犷:，，和:+，柯om于三个不同的跳，若二u A,y“B,x 1y，C，则由假设知，Z拭二+，，二)“B,:
一又因为f(x+y，二)拭二+y,y) e A，即Z既属于A又属于B，此与A,B,C E个集合互不相交矛盾，故二，y和、+y不可·

  能属于三个不同的子集 ’

    翻延牙子集c包含一个b的倍数，如果子集c所包含的。的倍数中最小的一个为kb，则(k一1)b。B.设丁
:r是“除以b的余数，如是r=0，则“= nb“C.如是r70，因为。是C中最小的数所以。一;v C.又因为r<-b一1. ;
当所以br= A由于;+(。一r)二。，由弓健1知。一;%B，于是。一rEAr 由b。B,得.r(。一:,b)=(。一r) 2一((c一:)b、万
、护二，iZ护一nbx + bZ二nlb r= C.故子集C包含一个b的倍数.若kb a C.其中k是满足nb e C的n的最小值，_

刁一 ~ .干 ，一卜 ~ ，卜 -卜尸斗 一」卜一~卜一司卜 一鑫 一~甲-“曰卜‘-卜‘-卜

新阳光·金牌奥赛一一I
                                    I
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"'t--"-_-"-_ t -+. _ t. _.w.. rt ...a _ +...., ...r ., ...场. +. .. ....t .. +...... a ... -+..+. _.t _.y....r-. y. _ t... +. _+.. +... t... 1... + ..毓‘科‘‘”“钾“r
; Iii {313对于任意正整数n,(nk一1)b+l EA nkb+l“A,(数学归纳法)当。=1时，因为1‘A(k一I) b“车
+ B.由引理1知(k一1)b+l VC.又因为b一1 r= A. kb EC.再由引理1,49(k一pb +'1'V B，故(k一1)b+1 e.A.同，
)理，因为(k一1)b+1 EA,b EB,kb+10C.又因为1 EA,kb“C,kb+1 VB.所以kb+1 c= A.假设【(n一1拜一4

:l]b+1 EA. (n一;)kb +1。，·由于(n一1)kb+1“，，(*一，)。。。，(，:、一1)b+1VC，又因为。(n一，)、一1]:
、b+1 EA,kb EC.所以(nk一1)h+1 it B，从而(nk一1)b+l EA.同理，由于(nk一1)b+1 EA,b EB,nkb+1 ;

·C.义因为(。一1)kb+1 EA,kb E C,nkb+1 gB,A7nkb+1 cA.综上，引理3成立 ·
: 由上述引理，知kb +1〔A,kb ec所以f(“十‘，“)!(kb +1)’一(kb +1)kb+(肋)’=(筋十1)kb+‘由:
;引理3知f(kb+l,kb) EA，而山假设，知f(kb+I,Icb)应属子B,矛盾. ;

1 故假设不成立，原命题为真. 、
十 一琦~，十 ~十 . + ，，十 ，~十 ，咔 十 ， 咔 ，十 护

公一令将与，。互质的所有正整数从小到大排成数歹。，求这个数歹。的第，000项

    设U=!1,2一 105{,A3=IalaEU，且3!司.As二{ala e U，且51司,A:二{。!。E
U，且71al，则

                  105 。， ，。。、 105 *. ，，.。 105

  Card (A3)=学= 35, Card ( As)二学二21， card (A7)’带二‘5,
        ，，月_盛， 105 ， 。，月_，、 lU5 . ，， _ 、 105

      carat Aa IIAS) = - 二1,Carpt A511A7)二:，一二 二J, CaratA,「lAz 1 =- -二 =J.
                            .1 x) 一 )x ’ 一 J x/

              _ 』 _ 。 105

  card(A3 nAs nA7)万x5 x7“‘。

券户井 题时要注意如何

设计题中基本的

集合，如本题中

的A3一A7,

一card(U) =105.

在I到105中，与105互质的数有

  card CUA3 nCpA5 nCUA7)= card ( U)一。ard(A3 UA5 UA,)二card( U)一[card (A3)+ card (A5)+card (A7)]+[ card
(A3 nA,)]+card(A, nA,)+card(A7 nA3)]一card(A3 nA, nA,)二105一(35+21+15)+(7+3+5)一1 =48.

    设与105互质的正整数按从小到大的顺序排列为a,,a2,...,an，一则。，=1,42 =2,a3 =4，一，a4$二104, a4s =
105+1, a5o二105 +2,a5t=105 +4,""",a96二105+104,，二

    因为1 000 =48 x20 +40，所以a, ow =105 x20 +a4,.

    由于a4，二104, a47二103 , a46二101 ,a45 =97,a44 =94,a43二92,a42 =89,a4i二88 , a4o二86,

    所以a, } m =105 x 20 + 86二2186.

⑧万，设，二;，,2,3,4,5,6,7,81，(。，)nB= 13,71.，。(。，。)二{2,81，(。;、)。(。，。)二{2,3,4,5,6,7,
8}，求A旧,(C,A) n(C声).

图1一2

    用维恩图表示集合I,A,B的关系，表示集合A,B的两个相交圈将表示全集I的矩形分成互不相交的四个部

分，它们分别表示An (C声)'An B,(C沐)nB,(C户)n(CiB)，如图1-2.

高中数学奥赛解题方法与练习 每
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  依题意，知AnB二{11.又An(C,B)二{2,81，(C,A) nB= 13,71，由维，@.图知,A二!1,2,81,B= 11,3,71.(C,A) n
(C,B) =C,(AUB)二{4,5,61.

常4
    借助于集合的维恩图表示是解决集合问题的常用方法.在集合运算中，直接运用集合运算律C,(AUB)=

(C,A)U(C,B),C,(AUB)二(C,A) n (C,B)可以使解题简便.

晒6、集合二二{uIu=121n+8r:十41,rn,n,l a Zf，与尸二}·}一20p + 16q + 12r,p,q,r·'L}的关系为

对任意:。Ey，有:。二20p+16q+12r二12r+8(2q) +4(5p)“M，故PC_Al.

同理，对任意峋“M，有:。二121n+8n十41二20n+161+12(m一。一l)“P,所以m二八
因此.M二1,

LT}.!1J7设、二{，,2,"，，‘}，，为至少含有两项白勺公差为止的等差数列，其项都在、中且当将、的其他元素
置于A中之后，均不能构成与A有相同公差的等差数列‘求这种A的个数(只有两项的数列也视为等差数列).

    当n =2k为偶数时，满足题中要求的每个数列A中必有连续两项，在}1,2,---,到和
{k+l,k+2,-"",2k1中各任取一数，并以二数之差作为公差可以作出一个满足要求的数

列A.容易看出，这个对应是双射.故知，的个数为。二子'
    当n二2k十!为奇数时，情况完全类似.唯一的不同在于这时第二个集合}k十I,k+

2,⋯   ,n}有、+l个元素，故A的个数为琳+1)二上二卫1，一， ，一‘，J- 一 ’户~刀、即、一 尸子’~、rJ ’ 一尹 4

奈 拨
    映射法解决

计数问题，关键

是如何构造一一

映射.

愈a一设。)为下述自然数，的个数:，的各位数字之和为，:且每位数字者。只能取，、。或4.求证:对、 塑-
~ ’ n }落姆"I+

自然数N, <a2..都是完个平方数.(1991·全国高中联赛试题)

UE , Ep.
    记各位数字之和为”且每位数字都是1或2的所有自然数的集合为S�，并记!S� I!几，则fl二1流二2，且，

一当n--3时有f:=f -，十人_2，这意味着{f}恰为非波那契数列.

    作对应S。二N-"N'如下:先将N的数字巾自左至右的第一个2与它后邻的数字相加，其和作为一位数:
  字;然后再把余下数字中第一个2与它后邻的数字相加，所得的和作为下一位数字;依此类推，直到无数再相;

加为止·所得的新自然数N'除最后一位数"AL为2之外，其余各位数字均为1,3或4.若记所有N'的集合为1
  T�，则容易看出，上述对应是山S。到T,的双射.从而有}Tn!二i Sn i =f,且显然有 车

①几=a, +a,-2,n二3,4,⋯

对于任一数字和为2n，各位数字均为I或2的自然数N，必存在正整数k，使得下列两条之一成立:
(1)N的前k位数字之和为it ;

(2) N的前k位数字之和为“一I，第k+l位数字为2.
则立即可得 -

几，=J'} +fH-i ,lt =2,3,' 」

由①和②得到

a2n +a2，一2 =f2一A +f一
a2。一犬二一((t2n-:一尤_、》，

②

③

. 新阳光·金牌奥赛 5



， 势巡癫全牌奥塞 第一章 集合、映射

  卜’，*，，’·卜’，+‘，I’·  1..., {’·，’，甲‘咋”，.‘.幸1十‘J水’。·呼’·，’」r’·盆‘， ’‘」母·牛‘·咚·卜·丰’

因为a:二1,a3=1,a4=4关=2,所以(14呢=0于是由③递推即得

a2。二犬,n=1,2,3,...

即a2。为完全平方数，
如一毕一十 千t十一十一奉一+一千一十 十一+一干t·十一书:干;·千”十汗 ;孟;坏二干 +二千，，千，干，+‘书..举;，千衬斗

  哑9一，寸11， 2,3,⋯，   n1 P3所有非空子集，定义一个唯一正确的“交替和”女。下:按照递减的次序重新排列
该子集，然后从最大的数开始交替地减或加后继的数(例如{1,2,4,6,9}的交替和是9一6+4一2+1二6,15}的交

替和就是5).对n=7，求所有这种“交替和”的总和

    记N二j1,2,3,---,n I， M= { 1,2,""",n一1}，

    N'=I {n,a�a2....,akI Ial.  a2.⋯,ak“ME。

    M‘二IIa,,a2，⋯，。、}lal,a2，⋯,ak‘ml，
    再证尸中元素ln,al,a2,*,,， ak}与M‘中元素Ial,a2,，二，ak}对应，显见这是N'到解的一一对应.

    因为}N' I与!M'!均为2�-1，且两数组Ia,， az,,,,,akI与{ n,al ,az，一，ak}的“交替和”恰为n，因此所有“交替
和”的总和为n"2”一1.

    特别地。当n=7时，得“交替和”为448

    应用映射还可以证明某些与计数相关的不等式和等式.这时可以通过分别计数来证明等或不等。也可以不计

数而直接通过适当的映射来解决问题.

  晒切将正整数·写菇干个1和若干个2之和，和项顺序不同认为是不同的写法，所““法”“记
为a (n)，将。写成若干个大于1的正整数之和，和项顺俘不同认为是不同的写法，所有写法的种数记为,B(n).求
证对侮个n，都有a(n)二/3(n+2)

伪犷燕访绒

1 A2,} 1 'C}q}7 n                          圈一
                              的集合记为Aa，每项都是大于1的正整数，各项之和为“的

所有数列的集合记为B。，则问题就是证明I&!二!B�+妇，显然，只需在两集合之间建立一个双射就行了.

  设((al ,a2,*,*,a,n)二““A�，其中ail -ail二一aik =2,1--11._<1z<.二<ik { m，其余的ai均为1且“:+
a2+。。·+a, = n. 一

    令 厂

  b, =al +a2+⋯+a,,， -
  b2 =ail+1 +ail+2 +'二++ai2， 一「 二

bk =aikyl+l +a,,-, +2+‘”+ aik ,

bk+l二aik+I +aik+2+⋯+am+2，

b二(b, ,b,，⋯rbkibkrl)，

则 b已g。十2.

定义

①

  A�。 a f "b。}n+2， ②
    则f为双射.事实上，若a,a'EAn，且a#à，则或者数列a和a‘中2的个数不同，或者2的个数相同但位

置不全相同.无论哪种情形，由①和②知b=f(a)与b'=f(al)不同，即f为单射.另一方面，对任何b E Bn+2+

利用①式又可确定a E A，使得f(a)二b，即.f为满射，从而.f为由A。到Bn+:的双射.即原命题得证

6 高中数学奥赛解题方法与练习 ‘
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翅正茜二
    使用证法一中的记号A。和氏.对于任意的(al，  a2，  ...， am-1 sam)=a OA。十:，令矿二(al， a2，  *,,,a.-, )

显然，当a、二I时，a' r An+t;当am =2时，a'“An，容易看出，映射

  An+2。。二a'。，、+。UAn
    是双射，故有a(n+2)二a(n+1)+a(n).注意Ira a( I)二l,a(2)二2，便知a(n)-fn，这里{fn}为菲波那

契数列，

    对于任意的(bl,b2,...,bk-l,bk)二b“B�+2，令

(bl， b2，⋯,bk-I)，

(bl， b2，⋯，久_;，久)，

当b*二2,

当6*>2,

则当b:二2时，Y =2时，b'‘Bn+当bk > 2时，Y〔Bn+，容易验证，映射

。。，2。。或b,。。。，，。。。为双射，
故有召(n+2)二口(n+l)+月(n).又因/3(3)二1刀(4) =2,所以月(n+2) =f二a(n).

画11某城市有10条公共汽车线路，现知沿其中9条线路可走遍所有车站，但沿其中任何8条线路不
能走遍所有车站，问至少有多少个不同的车站?(1950·莫斯科数学竞赛题)

此例是如 F问题的特殊情形.
象一分析，毒

    设A=A, UA2U...UAk,S=lAl,A2,...， Ak1.若(DS中每r个元索交集不空;②每(r+1)个元素的交集为
空集，问(1)IA}至少是多少?(2)当IAI最小时，IA;!为多少?

    对于(1)，这可考虑是标集11,2,...，引的任一r元子集{i"i2，，一，4,}，在A;1 n人:n⋯n A,，中任取一个

元素u.作映射.f: (ii , i2，⋯,i,)-+a，则.f是足标集的r元子集的集合到A的一个单射事实上，若{1i ,J2，⋯,J,}

也对应于a，则会形成(:+1)个集的交集不空，矛后 故IA!不少于足标集的，元子集的个数，即IAI?C工，

    对于((2)，考虑任一Ai，在S中任取其余:个集，它们的交集至少有一个元(不空)，而此交集与A、取交为

空集·由于有Ck_;种不同取法，故!AiI--IA!一rk_l.当IA!二Ck时，lA;I__Ck叭.

    另一方面，A‘与S中任选(r-1)个其余的集取交集，至少有一个元，从而!Ai I :-t;- C, -'I

    这说明，当IAI取最小值Ck时，每个A:的阶!Ail都是c二认，故得原题答案至少有45个车站

邢场秘

晒了2设。二是空间直角坐标系，、是空间中的一个有限点集,.S.1 Sy,S:分别是、中所献在坐标

_,{浅粼

寨夔艘黝

冲了_三广价

平面yOZ,xOZ,xOy上的正投影所成的集合·求证:ISIZ-IS，卜IS，卜IS,I.(1992·IMO试题5)

-·，··十-·4·州--，-介，一,年‘吸e-十/，十一卜\一 州，\
对每点(i,j)“Sx，令

几二{(x,i,j) I(二，i,j)“Sf，
显然有“二、‘。晨 j u.ij )
由柯西不等式有

，“”‘(‘J界5:1(i.%) 6 Sx·    (iq E、’TV 12二’“·‘·Uj、‘TV 12，
考虑集合v=(W、:(TV“TV)，其中Td“Tii二{(‘:,t2)，‘:，‘:‘TV I

显然，’VI“u晨;:’TV 12.

①

定义映射f如下

VD((x,i,j)，(:’,i,j))-((x,j)，(x',i))“凡x凡，不难看出f为单射，因此有IVI--IsyI·I S, I .
由①、②即得ISIZ‘IsxI·IsyI·Is,].

②

. 新阳光·金牌奥赛 卫-}
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0113·设集合，二{，,2,...,10E，，到，的映射，满足下列两个条件:
①对任意:eA妈0(x)二x;

②对梅个k r V ,1--k--29,7少存在一个。EA，使得五(司3411.
求这样的映射的总数介(1992·日本奥林匹克预选赛题)

    注意到10二5+3+2,30二5 x3 x2这提示我们将A划分成三个不相交的子集:

    A二}a, +a2 +a3 +a4 ra5 I U l b, +b2 +b3}U{cl ,C2}.
    因为f满足条件①和②，所以f是A到A上的双射，并且由定理2的证明过程得知A中存在映射圈，因此，定义

映射

    AP。，)二a2 ,f ( a2】=113 If( "I)=a4 +f ( a4)=a3， f (a5)=at ;f(b,)=b2+f(b2)=b3 If( b3)，b, ;.f(c,)二C2，

f ( r2)二。，.
    因为30是5,3,2的最小公倍数，故由定理2和定理3知f是满足题目条件①和②唯一的一类映射.

    因此，f的总数目相当于从10个元素中选取5个，再从剩下的5个中选取3个，最后剩下的2个也选上，它们

分别作圆排列的数目，它等于

    (C5C,p·41,)(Cs·21)(C22·I!)=120960.

公14设集合，=;，,2,3,4,5,6}，映射、:，一、，其三次复合映41f-f-f-R恒等映射，这样的，有多少
个?(1996·q本数学奥林kc克预选赛题)

麟 攫 扩

;,, , ,子

    因为集合A上的三次复合映射是恒等映射，所以由定理2和定理3推知符合条件的映射f有三类:

    《1)f是恒等映射;
    (2) A中存在一个三元映射圈a- b- c-}a(a,b,。互异)，而其他三个元素是不动点;

    (3)A中存在两个三元映射圈a-rb-+c- a和a'-+b'--rc'-a'(a,b,c,a',b',c‘互异).
    类型(1)的f只有I个.

    对于类型(2)，先从6个元素中选出3个元素a,b,。的方法有c己=20种，又a, b,。作圆排列有(3一1)!二2
种，故这样的f有20 x 2 =40个.

    对于类型(3)，首先6个元素平分成两组有C忍+2=10种分法，每组分别作圆排列又有(3一1)!(3一1) I =4

种方式，所以这样的f有10 x4二40个，
    综上所述，所求的f有1十40+40二81个

公15·把正△、的各边。等分，过各热在△AB。内作各边的平行线，得到的图形叫做正AAB。的·
格点阵，

(1)求其中所有边长为十IBC.的:形个数;
(2)求其中所有平行四边形的个数.(1988.国家集训队选拔考试题)

    J:n+1 C

召

)
0

  延长””至“，，”“至c，，使得，BB' l = I CC' l=十IBCI·作出正△ABT，的·十
1格点阵(图1一3).边R' C,上有《n +2)个点，依次编号为0,1,2,..."z十1.在

“““中边长“十，““，的菱形可以按边不平行于BC,A“与“分为三类·容易。
看出，这三类菱形个数相同·边不平行”“且边，长为十，“‘，的所有;形集合记作 图 1一3

8 高中数学奥赛解题方法与练习 .
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S.由正整数1，2一 1‘组成的所有有序数对((i,j) Ii<j所构成的集合记作T.很明显，ITI =C乏，设菱形EFCH e S,
延长它的两条邻边HG与FG，分别交B'C,于点i与j,1 --i <jEa，则(i j) E T.令(i,j)是菱形EFGH在S到T的映

射沪下的象这样便建立了S到T的映射沪容易验证.映射9是双射.因此.ISI = ITI =C轰.所以所求的边长为

专，“‘.的菱形个数为3C',.
    其次，将平行四边形按边不平行于BC,AC与AB分为三类.这三类平行四边形个数应相同，边不平行于B‘的

所有平行四边形集合记作V.非负整数0,1,2，一，n+1构成的所有有序四元数组《i,j,k,l) ,0̀ i <j <k <l-n十1
构成的集合记作俄很明显，!俐=C盘十z.设‘:是v中平行四边形，延长它的四条边分别交B'C,于点i,j,k,l,其中
O--i<j<k<1--n+1。则13二((i,j,k,l) E W.令p是a在v到W的映射中下的象.这样便定义了V到W的一个映射
(P容易验证，沪是双射.因此，IVI=IWI二C之+2从而所求平行四边形的个数为3C之+2"

厕一了6、兄弟在某天。生病朋友.同一*，三人妻子也去。这位朋友·三兄弟每人在病房里都遇到
了两个兄弟的妻了.证明:三兄弟中某人，在病房里遇到自己的妻子

___ “ “ .、 “.‘广杯调月’‘:， ，，.、.，，. 「，___________.

    假定A在病房里没有遇到自己的妻子，只有两种可能:
    (1)A妻在丈夫去之前已离开(这时她比两灿埋先离开病房，因为A在病房遇到两灿坦)，说明A妻在兰 ;

女人中最先离开病房; 寸
‘ (2) A妻在丈夫离开后才去病房(这时她比两灿埋后去，囚为A遇到两灿捏)，说明A妻在三女人中最后
t到病房.

由于三个女人最先离开只有一人，最后到病房也只有一人，故必有一人在病房遇到自己丈夫

~姗
︸礴份砰

  必  17,厂某一*有若干读者去图书馆，他们是陆续去的.但是任何三个读者中，至少有两个读者在图书馆
见过面.证明:可以找到这样两个时刻，对于任何一个那天来过图书馆的读者，在这两个时刻中至少有一个时刻是

在图书馆里.

  ，」， ‘、 ， ，. ，，.，，，，，.̀ 明’飞」，，.r、，、 .，，_*_十___*_，________，
‘ 要找的两个时刻是:第一个离馆读者离馆时刻和最后一个进馆读者进馆时刻. :

‘ 我们证明这天任一读者，两个时刻中至少有一个时刻在图书馆.反之，若某读者两个时刻都不在图书馆月
、唯一可能是:他在第一个离馆读者离馆之后进馆，并且在最后一个进馆读者进馆之前离开图书馆，但这种情4
干况下:此人和第一个离馆读者，最后一个进馆读者三人之向没有任何两人在图书馆见过面.这与已知条件矛柔
士盾.故结论得证. 、 一 去

  气 声 杏 杏 十_十._1 毒 + 今 斗 于 咔 古 十 今.‘_ 去 份 本一辛 杏1, 1 1 1.子 声_4‘礴1‘ 杏‘碑.。十，‘，冬.、本，.，去，，十 奋二 ，，于·咔 十.‘，十一1

  硒了8设N·二{1,2,3,---l，论证是否存在一个函数f! N' -N·使得f(1) =2,f(f(n)) =f(n) +rLXj
一Wn-N’成立fi.f(n) <f(n+1).

不喊欲解法一 毓

    存在，首先有一条链.

    1--.2- 3--.5-+A--.13- 21- . ①
    链上每一个数)1的后继是A时If满足

    f(f(IL))_f(n)+n, ②

    即每个数是它前面两个数的和，这种链称为f链.

    对于①中的数，n>n，由①递增易知有

  f(m)-f(“):m-n. ③
    我们证明正整数集N’可以分解为若干条f链，并且对任意正整数m]n,③成立(从而f(n+l) Mf(rs)，并且

每两条链无公共元素)，

    设已有若千条.f链满足③.而k+1是第一个不在已有链中出现的数.定义
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