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１６６　　

第六章　坐标与几何的问题

【经典考题精析】

与坐标有关的问题（特别是综合题），是近年来中考数学试卷的常见题型．这类试题综合性强，知识覆盖面

广，在考查学生综合运用基础知识方面，特别是在考查学生运用数形结合、构造直角三角形的思想方法等方面，

有着独特的功能与魅力．这类题与勾股定理、三角形的面积、全等三角形、相似三角形、三角函数等有关知识紧

密相连．

图６－１

例１　（福建省龙岩市课改区，２００６）如图６－１，抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ过点Ａ（４，

０），正方形ＯＡＢＣ的边ＢＣ与抛物线的一个交点为Ｄ，点Ｄ的横坐标为３，点Ｍ 在ｙ

轴负半轴上，直线ｌ过Ｄ、Ｍ 两点且与抛物线的对称轴交于点Ｈ，ｔａｎ∠ＯＭＤ＝１３．

（１）写出ａ、ｂ的值：ａ＝ 、ｂ＝ ，并写出点 Ｈ 的坐标（ ，

）；

（２）如果点Ｑ是抛物线对称轴上的一个动点，那么是否存在点Ｑ，使得以点Ｏ、

Ｍ、Ｑ、Ｈ 为顶点的四边形是平行四边形？若存在，求出点Ｑ的坐标；不存在，请说明

理由．

解　（１）ａ＝－４３　ｂ＝
１６
３　Ｈ

（２，１）

（２）答：存在这样的点Ｑ，使得点Ｏ、Ｍ、Ｑ、Ｈ 为顶点的四边形为平行四边形．由题意可知，△ＭＤＣ是直角

三角形，ＣＤ＝３，ＯＣ＝４　∵ｔａｎ∠ＯＭＤ＝１３　∴
ＣＤ
ＣＭ＝

１
３　∴ＣＭ＝９　∴ＯＭ＝９－４＝５

① 要使ＯＭＱＨ 是平行四边形，由题意知ＯＭ∥ＨＱ，只须ＯＭ＝ＨＱ∵ 点Ｈ 的纵坐标是１∴ 点Ｑ１（２，－４）

② 要使ＯＭＨＱ是平行四边形，由题意知ＯＭ∥ＨＱ，只须ＯＭ＝ＨＱ∵ 点Ｈ 的纵坐标是１∴ 点Ｑ２（２，６）

图６－２

评析　本题充分利用了正方形ＯＡＢＣ的性质，结合ｔａｎ∠ＯＭＤ＝１３
来求ａ、ｂ之

值和Ｈ 点的坐标．第二问中动点问题与平行四边形结合是近几年中考命题的一个

热点．
例２　（广安市，２００６）如图６－２所示，在平面直角坐标系ｘＯｙ中，正方形

ＯＡＢＣ的边长为２ｃｍ，点Ａ、Ｃ分别在ｙ轴的负半轴和ｘ轴的正半轴上，抛物线ｙ＝

ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ经过点Ａ、Ｂ，且１２ａ＋５ｃ＝０．
（１）求抛物线的解析式；

（２）如果点Ｐ由点Ａ 开始沿ＡＢ 边以２ｃｍ／ｓ的速度向点Ｂ移动，同时点Ｑ由点

Ｂ开始沿ＢＣ边以１ｃｍ／ｓ的速度向点Ｃ移动．

① 移动开始后第ｔ秒时，设Ｓ＝ＰＱ２（ｃｍ２），试写出Ｓ与ｔ之间的函数关系式，并写出ｔ的取值范围；

② 当Ｓ取得最小值时，在抛物线上是否存在点Ｒ，使得以Ｐ、Ｂ、Ｑ、Ｒ为顶点的四边形是平行四边形？如果



第六章　坐标与几何的问题

１６７　　

存在，求出Ｒ点的坐标，如果不存在，请说明理由．
解　（１）据题意知：Ａ（０，－２），Ｂ（２，－２）．

∵Ａ点在抛物线上，∴Ｃ＝－２．

∵１２ａ＋５ｃ＝０，∴ａ＝５６．

由ＡＢ＝２知抛物线的对称轴为：ｘ＝１．

即：－ｂ２ａ＝１ｂ＝－
５
３．

∴ 抛物线的解析式为：ｙ＝５６ｘ
２－５３ｘ－２．

（２）① 由图象知：ＰＢ＝２－２ｔ，ＢＱ＝ｔ．

∴Ｓ＝ＰＱ２＝ＰＢ２＋ＢＱ２＝（２－２ｔ）２＋ｔ２．
即Ｓ＝５ｔ２－８ｔ＋４（０≤ｔ≤１）．

② 假设存在点Ｒ，可构成以Ｐ、Ｂ、Ｒ、Ｑ为顶点的平行四边形．

∵Ｓ＝５ｔ２－８ｔ＋４（０≤ｔ≤１），

∴Ｓ＝５ｔ－（ ）４５
２

＋４５
（０≤ｔ≤１）．

∴ 当ｔ＝４５
时，Ｓ取得最小值４５．

这时ＰＢ＝２－８５＝０．４
，ＢＱ＝０．８，Ｐ（１．６，－２），Ｑ（２，－１．２）．

分情况讨论：

Ａ假设Ｒ在ＢＱ 的右边，这时ＱＲ瓛ＰＢ，则：

Ｒ的横坐标为２．４，Ｒ的纵坐标为－１．２，即（２．４，－１．２）．

代入ｙ＝５６ｘ
２－５３ｘ－２

，左右两边相等．

∴ 这时存在Ｒ（２．４，－１．２）满足题意．

Ｂ假设Ｒ在ＢＱ 的左边，这时ＰＲ瓛ＱＢ，则：

Ｒ的横坐标为１．６，纵坐标为－１．２，即（１．６，－１．２）．

代入ｙ＝５６ｘ
２－５３ｘ－２

，左右两边不相等，Ｒ不在抛物线上．

Ｃ假设Ｒ在ＰＢ 的下方，这时ＰＲ瓛ＱＢ，则：

Ｒ（１．６，－２．４）代入ｙ＝５６ｘ
２－５３ｘ－２

，左右不相等，Ｒ不在抛物线上．

综上所述，存点一点Ｒ（２．４，－１．２）满足题意．
评析　广安市２００６年的这道中考题立意新颖，综合性强，全面的考察了学生的基础知识和综合能力，第

（１）问利用正方形的性质求抛物线的性质，第（２）问考察了分类讨论思想等，值得我们学习．

例３　（十堰市实验区，２００６）综合运用：已知抛物线Ｃ１：ｙ＝－ｘ２＋２ｍｘ＋ｎ（ｍ，ｎ为常数，且ｍ≠０，ｎ＞０）的

顶点为Ａ，与ｙ轴交于点Ｃ；抛物线Ｃ２ 与抛物线Ｃ１ 关于ｙ轴对称，其顶点为Ｂ，连接ＡＣ，ＢＣ，ＡＢ．

注：抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０）的顶点坐标为 －ｂ２ａ
，４ａｃ－ｂ

２

４（ ）ａ ．

（１）请在横线上直接写出抛物线Ｃ２ 的解析式： 　；

（２）当ｍ＝１时，判定△ＡＢＣ的形状，并说明理由；

（３）抛物线Ｃ１ 上是否存在点Ｐ，使得四边形ＡＢＣＰ为菱形？如果存在，请求出ｍ的值；如果不存在，请说

明理由．
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解　（１）ｙ＝－ｘ２－２ｍｘ＋ｎ．
（２）当ｍ＝１时，△ＡＢＣ为等腰直角三角形．
理由如下：

如图：∵ 点Ａ与点Ｂ 关于ｙ轴对称，点Ｃ又在ｙ轴上，

∴ＡＣ＝ＢＣ．
过点Ａ作抛物线Ｃ１ 的对称轴交ｘ轴于Ｄ，过点Ｃ作ＣＥ⊥ＡＤ于Ｅ．

∴ 当ｍ＝１时，顶点Ａ的坐标为Ａ（１，１＋ｎ），∴ＣＥ＝１．
又∵ 点Ｃ的坐标为（０，ｎ），

∴ＡＥ＝１＋ｎ－ｎ＝１．∴ＡＥ＝ＣＥ．
从而∠ＥＣＡ＝４５°，∴ ∠ＡＣｙ＝４５°．
由对称性知∠ＢＣｙ＝∠ＡＣｙ＝４５°，∴ ∠ＡＣＢ＝９０°．

∴ △ＡＢＣ为等腰直角三角形．
（３）假设抛物线Ｃ１ 上存在点Ｐ，使得四边形ＡＢＣＰ为菱形，则ＰＣ＝ＡＢ＝ＢＣ．
由（２）知，ＡＣ＝ＢＣ，∴ＡＢ＝ＢＣ＝ＡＣ．
从而△ＡＢＣ为等边三角形．

∴ ∠ＡＣｙ＝∠ＢＣｙ＝３０°，

∵ 四边形ＡＢＣＰ为菱形，且点Ｐ在Ｃ１ 上，∴ 点Ｐ与点Ｃ关于ＡＤ 对称．

∴ＰＣ与ＡＤ 的交点也为点Ｅ，因此∠ＡＣＥ＝９０°－３０°＝６０°．

∵ 点Ａ，Ｃ的坐标分别为Ａ（ｍ，ｍ２＋ｎ），Ｃ（０，ｎ），

∴ＡＥ＝ｍ２＋ｎ－ｎ＝ｍ２，ＣＥ＝｜ｍ｜．

在Ｒｔ△ＡＣＥ中，ｔａｎ６０°＝ＡＥＣＥ＝
ｍ２

｜ｍ｜ 槡＝ ３．

∴｜ｍ｜ 槡＝ ３，∴ｍ 槡＝± ３．

故抛物线Ｃ１ 上存在点Ｐ，使得四边形ＡＢＣＰ为菱形，此时ｍ 槡＝± ３．

图６－３

例４　（湖南省岳阳市课改区，２００６）如图６－３，抛物线ｙ＝－槡３３ｘ
２ －

２
３槡３ｘ 槡＋ ３交ｘ轴于Ａ、Ｂ两点，交ｙ轴于点Ｃ，顶点为Ｄ．

（１）求点Ａ、Ｂ、Ｃ的坐标；

（２）把△ＡＢＣ绕ＡＢ 的中点Ｍ 旋转１８０°，得到四边形ＡＥＢＣ．

① 求Ｅ点的坐标；

② 试判断四边形ＡＥＢＣ的形状，并说明理由．
（３）试探求：在直线ＢＣ上是否存在一点Ｐ，使得△ＰＡＤ的周长最小，若存在，请求出点Ｐ的坐标，若不存

在，请说明理由．

解　（１）ｙ＝－槡３３ｘ
２－ 槡２３３ｘ 槡＋ ３，令ｘ＝０，得ｙ 槡＝ ３，

令ｙ＝０，即－槡３３ｘ
２－ 槡２３３ｘ 槡＋ ３＝０，ｘ２＋２ｘ－３＝０，∴ｘ１＝１，ｘ２＝－３∴Ａ、Ｂ、Ｃ三点的坐标分别为Ａ（－

３，０）、Ｂ（１，０）、Ｃ（０，槡３）．
（２）①Ｅ（－２， 槡－ ３）
② 四边形ＡＥＢＣ是矩形　理由：四边形ＡＥＢＣ是平行四边形，且∠ＡＣＢ＝９０°

（３）存在．Ｄ －１，槡４３（ ）４
　作出点Ａ关于ＢＣ 的对称点Ａ′，连结Ａ′Ｄ 与直线ＢＣ 交于点Ｐ．则点Ｐ是使
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△ＰＡＤ周长最小的点．求得Ａ′（３，槡２３）　过Ａ′、Ｄ的直线ｙ＝槡３６ｘ＋
槡３３
２ ．过Ｂ，Ｃ的直线ｙ 槡＝－ ３ｘ 槡＋ ３．两直

线的交点Ｐ －３７
， 槡１０３（ ）７

．

图６－４

例５　（内蒙古包头市课改区，２００６）已知抛物线ｙ＝ｋｘ２＋２ｋｘ－３ｋ，交ｘ轴于Ａ、Ｂ两

点（Ａ在Ｂ 的左边），交ｙ轴于Ｃ点，且ｙ有最大值４．
（１）求抛物线的解析式；

（２）在抛物线上是否存在点Ｐ，使△ＰＢＣ是直角三角形？若存在，求出Ｐ点坐标；若

不存在，说明理由．
解　（１）ｙ＝ｋｘ２＋２ｋｘ－３ｋ＝ｋ（ｘ２＋２ｘ－３）＝ｋ（ｘ＋１）２－４ｋ，

∵ｙ有最大值４，∴ －４ｋ＝４，∴ｋ＝－１　∴ 抛物线的解析式为ｙ＝－ｘ２－２ｘ＋３；

（２）由ｙ＝－ｘ２－２ｘ＋３可得Ａ（－３，０），Ｂ（１，０），Ｃ（０，３）．设点Ｐ（ａ，ｂ）

① 当ＰＣ⊥ＢＣ时，作ＰＭ⊥ｙ轴，垂足为Ｍ 点，∵ △ＰＭＣ∽△ＣＯＢ，∴ ＰＭＣＯ＝
ＭＣ
ＯＢ
，即－ａ

３ ＝
３－ｂ
１
，∴ａ＝３ｂ

－９，∵Ｐ（ａ，ｂ）在ｙ＝－ｘ２－２ｘ＋３上，

∴ｂ＝－ａ２－２ａ＋３，解方程组
ａ＝３ｂ－９，

ｂ＝－ａ２－２ａ＋３｛ ．

得
ａ１＝－７３

，

ｂ１＝２０
烅
烄

烆 ９

．
ａ２＝０，

ｂ２＝３｛ ．
（舍去）∴Ｐ －７３

，２０（ ）９ ．

② 当ＰＢ⊥ＢＣ时，作ＰＮ⊥ｘ轴，垂足为Ｎ 点，∵ △ＰＮＢ∽△ＢＯＣ，∴ ＰＮＢＯ＝
ＮＢ
ＯＣ
，即－ｂ
１ ＝

－ａ＋１
３

，∴ａ＝

３ｂ＋１　 ∵ Ｐ（ａ，ｂ）在 ｙ＝ －ｘ２ －２ｘ＋３ 上，∴ ｂ＝ －ａ２ －２ａ＋３，解 方 程 组
ａ＝３ｂ＋１

ｂ＝－ａ２－２ａ＋３｛ ．
得

ａ１＝－１０３
，

ｂ１＝－１３９

烅
烄

烆 ．

ａ２＝１，

ｂ２＝０｛ ．
（舍去）∴Ｐ －１０３

，－１３（ ）９ ，综上所述，抛物线上存在点Ｐ，使得△ＰＢＣ为直角三角形，此

时Ｐ －７３
，２０（ ）９ 或Ｐ －１０３

，－１３（ ）９ ．

图６－５

例６　（南充市，２００６）如图６－５，经过点 Ｍ（－１，２），Ｎ（１，－２）的抛物线ｙ＝

ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ与ｘ轴交于Ａ、Ｂ两点，与ｙ轴交于Ｃ点．
（１）求ｂ的值；

（２）若ＯＣ２＝ＯＡ·ＯＢ，试求抛物线的解析式；

（３）在该抛物线的对称轴上是否存在点Ｐ，使△ＰＡＣ的周长最小？若存在，

求出点Ｐ的坐标；若不存在，请说明理由．
解　（１）将Ｍ、Ｎ 两点的坐标代入抛物线解析式，得

ａ－ｂ＋ｃ＝２，　　　①

ａ＋ｂ＋ｃ＝－２．　　｛ ②

②－①，得２ｂ＝－４，

∴ｂ＝－２．
（２）由（１）ｂ＝－２，ａ＋ｃ＝０，

所以抛物线解析式可写为ｙ＝ａｘ２－２ｘ－ａ．

需要全本请访问 www.ertongbook.com
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则Ｃ（０，－ａ）．
设Ａ（ｘ１，０），Ｂ（ｘ２，０），

则ｘ１，ｘ２ 是方程ａｘ２－２ｘ－ａ＝０的二根，

从而ｘ１ｘ２＝－１．
由所给图形可知ＯＣ＝ａ，ＯＡ＝－ｘ１，ＯＢ＝ｘ２．

∵ＯＣ２＝ＯＡ·ＯＢ，

∴ａ２＝－ｘ１ｘ２．

∴ａ２＝１，

∴ａ＝１（ａ＞０）．

∴ 抛物线解析式为ｙ＝ｘ２－２ｘ－１．
（３）在抛物线对称轴上存在点Ｐ，使△ＰＡＣ的周长最小．

∵ＡＣ长为定值．

∴ 要使△ＰＡＣ的周长最小，只需ＰＡ＋ＰＣ最小．

∵ 点Ａ关于对称轴ｘ＝１的对称点是Ｂ，由几何知识知，

ＰＡ＋ＰＣ＝ＰＢ＋ＰＣ．

ＢＣ与对称轴的交点为所求点Ｐ．

由（２）知Ｂ（槡２＋１，０），Ｃ（０，－１），

经过点Ｂ（槡２＋１，０），Ｃ（０，－１）的直线为

ｙ＝（槡２－１）ｘ－１．
当ｘ＝１时，ｙ 槡＝ ２－２．
即Ｐ（１，槡２－２）．

图６－６

例７　（太原市课改区，２００６）如图 ６－６，已知直线 ｙ＝ｋｘ＋１ 经过点

Ａ（－３，－２），点Ｂ（ａ，２），交ｙ轴于点Ｍ．
（１）求ａ的值及ＡＭ 的长；

（２）在ｘ轴的正半轴上确定点Ｐ，使得△ＡＭＰ成为等腰三角形，在图中标明点

Ｐ的位置并直接写出坐标；

（３）将直线ＡＢ绕点Ａ 顺时针旋转４５°得到直线ＡＣ，点Ｄ（３，ｂ）在ＡＣ上，连结

ＢＤ，设ＢＥ是△ＡＢＤ 的高，过点Ｅ的射线ＥＦ 将△ＡＢＤ 的面积分成２∶３两部分，

交△ＡＢＤ的另一边于点Ｆ．求点Ｆ的坐标．
解　（１）把Ａ（－３，－２）代入ｙ＝ｋｘ＋１，得ｋ＝１．∴ｙ＝ｘ＋１，∵ 点Ｂ（ａ，２）在

直线ｙ＝ｘ＋１上，∴ａ＝１．当ｘ＝０时，ｙ＝１．∴ Ｍ（０，１），ＯＭ＝１．如图，过点Ａ作ＡＮ⊥ｙ轴于点Ｎ，则ＯＮ＝２，

ＡＮ＝３，∴ ＭＮ＝３．∴ＡＭ＝ ＡＮ２＋ＭＮ槡 ２ 槡＝３２．

图６－７

（２）如图，符合条件的点Ｐ有两个：Ｐ１（槡１４－３，０），Ｐ２（槡１７，０）．
（３）在Ｒｔ△ＡＮＭ 中，∠ＡＮＭ＝９０°，ＡＮ＝ＭＮ，∴ ∠ＭＡＮ＝∠ＡＭＮ＝４５°．

∵ 直线ＡＢ绕点Ａ 顺时针旋转４５°得到直线ＡＣ，∴ 直线ＡＣ经过点Ｎ．∴ＡＣ⊥ｙ
轴，∵ 点Ｄ（３，ｂ）在直线ＡＣ上，ＢＥ是△ＡＢＤ的高，Ｂ（１，２），

∴Ｄ（３，－２），Ｅ（１，－２）．∴ＡＥ＝４，ＡＤ＝６，ＢＥ＝４，ＥＤ＝２．

① 设点Ｆ在边ＡＢ 上．设点Ｆ的坐标为（ｍ，ｎ），它到ＡＤ的距离为ｈ．由条件

得Ｓ△ＡＥＦ＝
２
５Ｓ△ＡＢＤ

，或Ｓ△ＡＥＦ＝
３
５Ｓ△ＡＢＤ．

当Ｓ△ＡＥＦ＝
２
５Ｓ△ＡＢＤ
时，由１

２ＡＥ×ｈ＝
２
５
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×１２ＡＤ×ＢＥ
，得ｈ＝１２５．∴ｎ＝

１２
５－２＝

２
５．
把ｎ＝２５

代入ｙ＝ｘ＋１，得ｍ＝－３５．∴Ｆ１ －３５
，（ ）２５ ．当Ｓ△ＡＥＦ

＝２５Ｓ△ＡＢＤ
时，同理可得ｈ＝１８５

，ｎ＝８５
，ｍ＝３５．

∴Ｆ２ ３
５
，（ ）８５ ，

② 设点Ｆ在边ＢＤ 上．（方法一）当Ｓ△ＦＥＤ＝
２
５Ｓ△ＡＢＤ
时，由１

２ＥＤ×ｈ＝
２
５×

１
２ＡＤ×ＢＥ

，得ｈ＝２４５
，ｈ＞ＢＥ．

当Ｓ△ＦＥＤ＝
３
５Ｓ△ＡＢＤ
时，同理可得ｈ＝３６５

，ｈ＞ＢＥ．∴ 边ＢＤ上不存在符合条件的点Ｆ．

（方法二）∵Ｓ△ＢＥＤ＝
１
２ＥＤ×ＢＥ＝

１
２×２×４＝４

，Ｓ△ＡＢＤ＝
１
２ＡＤ×ＢＥ＝

１
２×６×４＝１２

，∴Ｓ△ＢＥＤ＝
１
３Ｓ△ＡＢＤ＜

２
５Ｓ△ＡＢＤ∵Ｓ△ＦＥＤ≤Ｓ△ＢＥＤ

，∴Ｓ△ＦＥＤ＜
２
５Ｓ△ＡＢＤ＜

３
５Ｓ△ＡＢＤ．∴

边ＢＤ上不存在符合条件的点Ｆ．由①，②得点Ｆ

的坐标分别为Ｆ１ －３５
，（ ）２５ ，Ｆ２ ３

５
，（ ）８５ ．

图６－８

例８　（威海市，２００６）抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ≠０）过点Ａ（１，－３），Ｂ（３，－３），

Ｃ（－１，５），顶点为Ｍ 点．
（１）求该抛物线的解析式；

（２）试判断抛物线上是否存在一点Ｐ，使∠ＰＯＭ＝９０°．若不存在，说明理由；若

存在，求出Ｐ点的坐标；

（３）试判断抛物线上是否存在一点Ｋ，使∠ＯＭＫ＝９０°，说明理由．
解　（１）根据题意，得

－３＝ａ＋ｂ＋ｃ，

－３＝９ａ＋３ｂ＋ｃ，

５＝ａ－ｂ＋ｃ
烅
烄

烆 ．

解得

ａ＝１，

ｂ＝－４，

ｃ＝０
烅
烄

烆 ．

∴ 抛物线的解析式为ｙ＝ｘ２－４ｘ．
（２）抛物线上存在一点Ｐ，使∠ＰＯＭ＝９０°．

ｘ＝－ｂ２ａ＝－
－４
２ ＝２

，ｙ＝４ａｃ－ｂ
２

４ａ ＝－１６４ ＝－４．

∴ 顶点Ｍ 的坐标为（２，－４）．
设抛物线上存在一点Ｐ，满足ＯＰ⊥ＯＭ，其坐标为（ａ，ａ２－４ａ）．
过Ｐ点作ＰＥ⊥ｙ轴，垂足为Ｅ；过Ｍ 点作ＭＦ⊥ｙ轴，垂足为Ｆ．
则∠ＰＯＥ＋∠ＭＯＦ＝９０°，∠ＰＯＥ＋∠ＥＰＯ＝９０°．

∴ ∠ＥＰＯ＝∠ＦＯＭ．

∵ ∠ＯＥＰ＝∠ＭＦＯ＝９０°，

∴ Ｒｔ△ＯＥＰ∽Ｒｔ△ＭＦＯ．

∴ＯＥ∶ＭＦ＝ＥＰ∶ＯＦ．
即（ａ２－４ａ）∶２＝ａ∶４．

解，得ａ１＝０（舍去），ａ２＝９２．

∴Ｐ点的坐标为 ９
２
，（ ）９４ ．
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（３）过顶点Ｍ 作ＭＮ⊥ＯＭ，交ｙ轴于点Ｎ．则∠ＦＭＮ＋∠ＯＭＦ＝９０°．

∵ ∠ＭＯＦ＋∠ＯＭＦ＝９０°，

∴ ∠ＭＯＦ＝∠ＦＭＮ．
又∵ ∠ＯＦＭ＝∠ＭＦＮ＝９０°，

∴ △ＯＦＭ∽△ＭＦＮ．

∴ＯＦ∶ＭＦ＝ＭＦ∶ＦＮ．即４∶２＝２∶ＦＮ．∴ＦＮ＝１．

∴ 点Ｎ 的坐标为（０，－５）．
设过点Ｍ，Ｎ 的直线的解析式为ｙ＝ｋｘ＋ｂ．

－４＝２ｋ＋ｂ，

－５＝｛ ｂ
解，得

ｋ＝１２
，

ｂ＝－５
烅
烄

烆 ．
直线的解析式为ｙ＝１２ｘ－５．

∴
ｙ＝１２ｘ－５

，　　　①

ｙ＝ｘ２－４ｘ．　　　
烅
烄

烆 ②
把①代入②，得ｘ２－９２ｘ＋５＝０．

Δ＝ －（ ）９２
２

－４×５＝８１４－２０＝
１
４＞０．

∴ 直线ＭＮ 与抛物线有两个交点（其中一点为顶点Ｍ）．

∴ 抛物线上必存在一点Ｋ，使∠ＯＭＫ＝９０°．

图６－９

例９　（济宁市课改区，２００６）如图６－９，以Ｏ为原点的直角坐标系中，Ａ点的坐

标为（０，１），直线ｘ＝１交ｘ轴于点Ｂ．Ｐ为线段ＡＢ 上一动点，作直线ＰＣ⊥ＰＯ，交直

线ｘ＝１于点Ｃ．过Ｐ点作直线ＭＮ 平行于ｘ轴，交ｙ轴于点Ｍ，交直线ｘ＝１于点

Ｎ．
（１）当点Ｃ在第一象限时，求证：△ＯＰＭ≌△ＰＣＮ；

（２）当点Ｃ在第一象限时，设ＡＰ长为ｍ，四边形ＰＯＢＣ的面积为Ｓ，请求出Ｓ
与ｍ 间的函数关系式，并写出自变量ｍ的取值范围；

（３）当点Ｐ在线段ＡＢ 上移动时，点Ｃ也随之在直线ｘ＝１上移动，△ＰＢＣ是否

可能成为等腰三角形？如果可能，求出所有能使△ＰＢＣ成为等腰三角形的点Ｐ 的

坐标，如果不可能，请说明理由．

解　（１）∵ＯＭ∥ＢＮ，ＭＮ∥ＯＢ，∠ＡＯＢ＝９０°，

∴ 四边形ＯＢＮＭ 为矩形．

∴ ＭＮ＝ＯＢ＝１，∠ＰＭＯ＝∠ＣＮＰ＝９０°．

∵ ＡＭＡＯ＝
ＰＭ
ＢＯ
，ＡＯ＝ＢＯ＝１．

∴ＡＭ＝ＰＭ．

∴ＯＭ＝ＯＡ－ＡＭ＝１－ＡＭ，ＰＮ＝ＭＮ－ＰＭ＝１－ＰＭ．

∴ＯＭ＝ＰＮ．

∵ ∠ＯＰＣ＝９０°．

∴ ∠ＯＰＭ＋∠ＣＰＮ＝９０°．

又∵ ∠ＯＰＭ＋∠ＰＯＭ＝９０°．

∴ ∠ＣＰＮ＝∠ＰＯＭ

∴ △ＯＰＭ≌△ＰＣＮ．

（２）∵ＡＭ＝ＰＭ＝ＡＰｓｉｎ４５°＝槡２２ｍ．



第六章　坐标与几何的问题

１７３　　

∴ ＮＣ＝ＰＭ＝槡２２ｍ．

∴ＢＮ＝ＯＭ＝ＰＮ＝１－槡２２ｍ．

∴ＢＣ＝ＢＮ－ＮＣ＝１－槡２２ｍ－
槡２
２ｍ 槡＝１－ ２ｍ．

∴Ｓ＝Ｓ△ＯＰＢ＋Ｓ△ＰＢＣ＝
１
２ＯＢ

·ＯＭ＋１２ＢＣ
·ＰＮ

图６－１０

＝１２×１× １－槡２２（ ）ｍ ＋１２×
（１－ ２槡ｍ）× １－槡２２（ ）ｍ

＝１２ｍ
２ 槡－ ２ｍ＋１０≤ｍ＜槡２（ ）２

（３）△ＰＢＣ可能为等腰三角形．

① 当点Ｐ与点Ａ 重合时，ＰＣ＝ＢＣ＝１，此时，Ｐ点的坐标为（０，１）；

② 当点Ｃ在第四象限，且ＰＢ＝ＢＣ时，

有ＢＮ＝ＰＮ＝１－槡２２ｍ．

∴ＢＣ＝ＰＢ 槡＝ ２ＰＮ 槡＝ ２－ｍ．

∴ ＮＣ＝ＢＮ＋ＢＣ＝１－槡２２ｍ 槡＋ ２－ｍ．

由（２）可知：

ＮＣ＝ＰＭ＝槡２２ｍ．

∴１－槡２２ｍ 槡＋ ２－ｍ＝槡２２ｍ．

∴ｍ＝１．

∴ＰＭ＝槡２２ｍ＝
槡２
２
，ＢＮ＝１－槡２２ｍ＝１－

槡２
２．

∴ 此时，Ｐ点的坐标为 槡２
２
，１－槡２（ ）２ ．

∴ 使△ＰＢＣ成为等腰三角形的点Ｐ 的坐标为（０，１）或 槡２
２
，１－槡２（ ）２ ．

例１０　（北京市课改区，２００６）已知抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ与ｙ轴交于点Ａ（０，３），与ｘ轴分别交于Ｂ（１，０）、

Ｃ（５，０）两点．
（１）求此抛物线的解析式；

（２）若点Ｄ为线段ＯＡ 的一个三等分点，求直线ＤＣ的解析式；

（３）若一个动点Ｐ自ＯＡ 的中点Ｍ 出发，先到达ｘ轴上的某点（设为点Ｅ），再到达抛物线的对称轴上某点

（设为点Ｆ），最后运动到点Ａ．求使点Ｐ运动的总路径最短的点Ｅ、点Ｆ的坐标，并求出这个最短总路径的长．
解　（１）根据题意，ｃ＝３，

所以
ａ＋ｂ＋３＝０，

２５ａ＋５ｂ＋３＝０｛ ．

解得
ａ＝３５

，

ｂ＝－１８５

烅
烄

烆 ．

需要全本请访问 www.ertongbook.com
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所以　抛物线解析式为ｙ＝３５ｘ
２－１８５ｘ＋３．

（２）依题意可得ＯＡ的三等分点分别为（０，１），（０，２）．
设直线ＣＤ的解析式为ｙ＝ｋｘ＋ｂ．

当点Ｄ的坐标为（０，１）时，直线ＣＤ的解析式为ｙ＝－１５ｘ＋１
；

当点Ｄ的坐标为（０，２）时，直线ＣＤ的解析式为ｙ＝－２５ｘ＋２．

图６－１１

（３）如图，由题意，可得Ｍ ０，（ ）３２ ．

点Ｍ 关于ｘ轴的对称点为Ｍ′ ０，－（ ）３２ ，

点Ａ关于抛物线对称轴ｘ＝３的对称点为Ａ′（６，３）．
连结Ａ′Ｍ′．
根据轴对称性及两点间线段最短可知，Ａ′Ｍ′的长就是所求点Ｐ 运动的最短总路径

的长．
所以Ａ′Ｍ′与ｘ轴的交点为所求Ｅ 点，与直线ｘ＝３的交点为所求Ｆ点．

可求得直线Ａ′Ｍ′的解析式为ｙ＝３４ｘ－
３
２．

可得Ｅ点坐标为（２，０），Ｆ点坐标为 ３，（ ）３４ ．

由勾股定理可求出Ａ′Ｍ′＝１５２．

所以点Ｐ运动的最短总路径（ＭＥ＋ＥＦ＋ＦＡ）的长为１５２．

图６－１２

例１１　（钦州市，２００６）如图６－１２，在平面直角坐标系中，矩形ＯＡＢＣ的顶点

Ｏ为原点，Ｅ为ＡＢ 上一点，把△ＣＢＥ沿ＣＥ 折叠，使点Ｂ恰好落在ＯＡ 边上的点

Ｄ 处，点Ａ，Ｄ的坐标分别为（５，０）和（３，０）．
（１）求点Ｃ的坐标；

（２）求ＤＥ所在直线的解析式；

（３）设过点Ｃ的抛物线ｙ＝２ｘ２ 槡＋ ３ｂｘ＋ｃ（ｂ＜０）与直线ＢＣ的另一个交点为
Ｍ，问在该抛物线上是否存在点Ｇ，使得△ＣＭＧ为等边三角形．若存在，求出点Ｇ
的坐标；若不存在，请说明理由．

解　（１）根据题意，得ＣＤ＝ＣＢ＝ＯＡ＝５，ＯＤ＝３，

∵ ∠ＣＯＤ＝９０°，∴ＯＣ＝ ＣＤ２－ＯＤ槡 ２＝ ５２－３槡 ２＝４．

∴ 点Ｃ的坐标是（０，４）；

（２）∵ＡＢ＝ＯＣ＝４，设ＡＥ＝ｘ，

则ＤＥ＝ＢＥ＝４－ｘ

ＡＤ＝ＯＡ－ＯＤ＝５－３＝２．

在Ｒｔ△ＤＥＡ中，ＤＥ２＝ＡＤ２＋ＡＥ２．

∴ （４－ｘ）２＝２２＋ｘ２．

解之，得ｘ＝３２
，

即点Ｅ的坐标是 ５，（ ）３２ ．
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设ＤＥ所在直线的解析式为ｙ＝ｋｘ＋ｂ，

∴
３ｋ＋ｂ＝０，

５ｋ＋ｂ＝３２
烅
烄

烆 ，

解之，得
ｋ＝３４

，

ｂ＝－９４

烅
烄

烆 ．

∴ＤＥ所在直线的解析式为ｙ＝３４ｘ－
９
４
；

（３）∵ 点Ｃ（０，４）在抛物线ｙ＝２ｘ２ 槡＋ ３ｂｘ＋ｃ上，∴ｃ＝４．
即抛物线为ｙ＝２ｘ２ 槡＋ ３ｂｘ＋４．
假设在抛物线ｙ＝２ｘ２ 槡＋ ３ｂｘ＋４上存在点Ｇ，使得△ＣＭＧ为等边三角形，根据抛物线的对称性及等边三

角形的性质，得点Ｇ一定在该抛物线的顶点上．
设点Ｇ的坐标为（ｍ，ｎ），

∴ｍ＝－槡３ｂ２×２＝－
槡３ｂ
４
，ｎ＝４×２×４－

（槡３ｂ）２
４×２ ＝３２－３ｂ

２

８
，

即点Ｇ的坐标为 －槡３ｂ４ ，
３２－３ｂ２（ ）８

．

设对称轴ｘ＝－槡３ｂ４ 与直线ＣＢ交于点Ｆ，与ｘ轴交于点Ｈ．

则点Ｆ的坐标为 －槡３ｂ４ ，（ ）４ ．

∵ｂ＜０，∴ｍ＞０，点Ｇ在ｙ轴的右侧，

ＣＦ＝ｍ＝－槡３ｂ４ ，ＦＨ＝４，ＦＧ＝４－
３２－３ｂ２
８ ＝３ｂ

２

８ ．

∵ＣＭ＝ＣＧ＝２ＣＦ＝－槡３ｂ２ ，

∴ 在Ｒｔ△ＣＧＦ中，ＣＧ２＝ＣＦ２＋ＦＧ２，－槡３ｂ（ ）２
２

＝ －槡３ｂ（ ）４
２

＋ ３ｂ２（ ）８
２

．

解之，得ｂ＝－２．（∵ｂ＜０）．

∴ｍ＝－槡３ｂ４ ＝
槡３
２
，ｎ＝３２－３ｂ

２

８ ＝５２．

∴ 点Ｇ的坐标为 槡３
２
，（ ）５２ ．

∴ 在抛物线ｙ＝２ｘ２ 槡＋ ３ｂｘ＋４（ｂ＜０）上存在点Ｇ 槡３２，（ ）５２ ，使得△ＣＭＧ为等边三角形．

在Ｒｔ△ＣＧＦ中，∠ＣＧＦ＝１２×６０°＝３０°．

∴ｔａｎ∠ＣＧＦ＝ＣＦＦＧ＝
－槡３ｂ４
３ｂ２
８

＝－ 槡２３３ｂ ＝ｔａｎ３０°．

∴ － 槡２３３ｂ ＝
槡３
３．
解之，得ｂ＝－２．（下同）



全国中考数学试题分类汇析·热点题（上）

１７６　　

图６－１３

　　例１２　（咸宁市，２００６）如图６－１３，ＯＡＢＣ是一张放在平面直角坐标系中的

矩形纸片，Ｏ为原点，点Ａ在ｘ轴的正半轴上，点Ｃ在ｙ轴的正半轴上，ＯＡ＝５，

ＯＣ＝３．

（１）在ＡＢ边上取一点Ｄ，将纸片沿ＯＤ翻折，使点Ａ落在ＢＣ 边上的点Ｅ

处，求点Ｄ，Ｅ的坐标；

（２）若过点Ｄ，Ｅ的抛物线与ｘ轴相交于点Ｆ（－５，０），求抛物线的解析式

和对称轴方程；

（３）若（２）中的抛物线与ｙ轴交于点 Ｈ，在抛物线上是否存在点Ｐ，使

△ＰＦＨ 的内心在坐标轴
獉獉獉
上？若存在，求出点Ｐ的坐标，若不存在，请说明理由．

（４）若（２）中的抛物线与ｙ轴相交于点Ｈ，点Ｑ在线段ＯＤ 上移动，作直线 ＨＱ，当点Ｑ移动到什么位置

时，Ｏ，Ｄ两点到直线ＨＱ 的距离之和最大？请直接写出此时点Ｑ的坐标及直线ＨＱ 的解析式．

解法１　（１）依题意，ＯＥ＝ＯＡ＝５，

在Ｒｔ△ＯＣＥ中，ＣＥ２＝ＯＥ２－ＯＣ２＝５２－３２＝４２，∴ＣＥ＝４．

∵ ∠ＯＥＤ＝∠ＯＡＤ＝９０°，∴ ∠ＣＥＯ＋∠ＢＥＤ＝９０°．

而∠ＣＥＯ＋∠ＣＯＥ＝９０°，∴ ∠ＣＯＥ＝∠ＢＥＤ，

∴ Ｒｔ△ＣＥＯ∽Ｒｔ△ＢＤＥ．

∴ＢＤＢＥ＝
ＣＥ
ＣＯ
，∴ ＢＤ
５－４＝

４
３
，

∴ＢＤ＝４３
，∴ＡＤ＝ＡＢ－ＢＤ＝３－４３＝

５
３
，

∴ 点Ｄ，Ｅ的坐标分别为 ５，（ ）５３ ，（４，３）．

解法２　（上同解法１）

∴ＣＥ＝４．

设点Ｄ的坐标为（５，ｙ），

则ＡＤ＝ＤＥ＝ｙ，ＢＤ＝３－ｙ，ＢＥ＝５－４＝１．

在Ｒｔ△ＢＥＤ中，

ＥＤ２＝ＥＢ２＋ＢＤ２，

∴ｙ２＝１２＋（３－ｙ）２，解得ｙ＝５３
，

∴ 点Ｄ，Ｅ的坐标分别为 ５，（ ）５３ ，（４，３）．

（２）设抛物线的解析式为ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ，

∵ 抛物线过点Ｄ ５，（ ）５３ ，Ｅ（４，３），Ｆ（－５，０），

∴

２５ａ＋５ｂ＋ｃ＝５３

１６ａ＋４ｂ＋ｃ＝３

２５ａ－５ｂ＋ｃ

烅

烄

烆 ＝０

解得

ａ＝－１６

ｂ＝１６

ｃ

烅

烄

烆＝５
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∴ 抛物线的解析式为ｙ＝－１６ｘ
２＋１６ｘ＋５．

对称轴的方程为ｘ＝－ｂ２ａ＝－

１
６

２× －（ ）１６
＝１２．

或用配方法：

ｙ＝－１６ｘ
２＋１６ｘ＋５＝－

１
６
（ｘ２－ｘ－３０）＝－１６ ｘ－（ ）１２

２

＋１２１２４．

∴ 对称轴的方程为ｘ＝１２．

（３）存在这样的Ｐ点，使△ＰＦＨ 的内心在坐标轴上．

解法１　① 若△ＰＦＨ 的内心在ｙ轴上，设直线ＰＨ 与ｘ轴相交于点Ｍ，

∵ ∠ＦＨＯ＝∠ＭＨＯ，ＨＯ⊥ＦＭ，

∴ＦＯ＝ＭＯ，∴ 点Ｍ 的坐标为（５，０）．

∴ 直线ＰＨ 的解析式为ｙ＝－ｘ＋５．

解方程组
ｙ＝－ｘ＋５

ｙ＝－１６ｘ
２＋１６ｘ

烅
烄

烆 ＋５
得
ｘ１＝０

ｙ１｛ ＝５
，
ｘ２＝７

ｙ２｛ ＝－２
．

∴ 点Ｐ的坐标为（７，－２）．

② 若△ＰＦＨ 的内心在ｘ轴上，设直线ＰＦ与ｙ轴相交于点Ｎ，

∵ ∠ＨＦＯ＝∠ＮＦＯ，ＦＯ⊥ＨＮ，

∴ ＨＯ＝ＮＯ，∴ 点Ｎ 的坐标为（０，－５），

∴ 直线ＦＮ 的解析式为ｙ＝－ｘ－５．

解方程组
ｙ＝－ｘ－５

ｙ＝－１６ｘ
２＋１６ｘ

烅
烄

烆 ＋５
得
ｘ１＝－５

ｙ１｛ ＝０
，
ｘ２＝１２

ｙ２｛ ＝－１７
．

∴ 点Ｐ的坐标为（１２，－１７）．综合①②可知点Ｐ的坐标为（７，－２）或（１２，－１７）．

解法２　① 当△ＰＦＨ 的内心在ｙ轴上时，

设Ｐ的坐标为 ｘ，－１６ｘ
２＋１６ｘ（ ）＋５ ，

∵ ∠ＦＨＯ＝∠ＰＨＯ＝４５°，

过Ｐ作ＰＭ⊥ｙ轴于Ｍ，∴ ＨＭ＝ＰＭ．

∴５－ －１６ｘ
２＋１６ｘ（ ）＋５ ＝ｘ，∴ｘ１＝０，ｘ２＝７．∴ 点Ｐ的坐标为（７，－２）．

② 当△ＰＦＨ 的内心在ｘ轴上时，

设Ｐ的坐标为 ｘ，－１６ｘ
２＋１６ｘ（ ）＋５ ，

∵ ∠ＨＦＯ＝∠ＰＦＯ＝４５°，

过Ｐ作ＰＮ⊥ｘ轴于Ｎ，∴ＦＮ＝ＰＮ．

∴ｘ＋５＝１６ｘ
２－１６ｘ－５

，∴ｘ２－７ｘ－６０＝０，ｘ１＝１２，ｘ２＝－５．



全国中考数学试题分类汇析·热点题（上）

１７８　　

∴ 点Ｐ的坐标为（１２，－１７）．

综合①②可知，点Ｐ的坐标为（７，－２）或（１２，－１７）．

（４）点Ｑ的坐标为 ３
２
，（ ）１２ ；直线ＨＱ的解析式为ｙ＝－３ｘ＋５．

图６－１４

例１３　（沈阳市，２００６）如图６－１４，已知直线ｙ＝ｘ－２与双曲线ｙ＝ｋｘ
（ｘ＞

０）交于点Ａ（３，ｍ）．

（１）求ｍ，ｋ的值；

（２）连结ＯＡ，在ｘ轴的正半轴上是否存在点Ｑ，使△ＡＯＱ 是等腰三角形？

若存在，请直接写出所有符合条件的点Ｑ的坐标；若不存在，请说明理由．

解　（１）∵ 点Ａ（３，ｍ）在直线ｙ＝ｘ－２上，

∴ｍ＝３－２＝１．∴ 点Ａ的坐标是（３，１）．

∵ 点Ａ（３，１）在双曲线ｙ＝ｋｘ
上，

∴１＝ｋ３∴ｋ＝３．

（２）存在．

Ｑ１（槡１０，０），Ｑ２（６，０），Ｑ３ ５
３
，（ ）０ ．

图６－１５

例１４　（南宁市课改实验区，２００５）ＯＡＢＣ是一张放在平面直角坐标系中的矩形纸片，

Ｏ为原点，点Ａ在ｘ轴上，点Ｃ在ｙ轴上，ＯＡ＝１０，ＯＣ＝６．

（１）如图６－１５，在ＡＢ上取一点Ｍ，使得△ＣＢＭ 沿ＣＭ 翻折后，点Ｂ落在ｘ轴上，记

作Ｂ′点，求Ｂ′点的坐标；

（２）求折痕ＣＭ 所在直线的解析式；

（３）作Ｂ′Ｇ∥ＡＢ交ＣＭ 于点Ｇ，若抛物线ｙ＝１６ｘ
２＋ｍ过点Ｇ，求抛物线的解析式，并

判断以原点Ｏ为圆心，ＯＧ为半径的圆与抛物线除交点Ｇ 外，是否还有交点？若有，请直接写出交点的坐标．

解　（１）∵ △ＣＢ′Ｍ≌△ＣＢＭ，

∴ＣＢ′＝ＣＢ＝ＯＡ＝１０．

∴ＯＢ′＝ ＯＡ２－ＯＣ槡 ２＝ １０２－６槡 ２＝８．Ｂ′（８，０）．

（２）设ＡＭ＝ｎ，则ＭＢ′＝ＢＭ＝６－ｎ．ＡＢ′＝１０－８＝２

∴ｎ２＋２２＝（６－ｎ）２．解得ｎ＝８３
，

∴ Ｍ １０，（ ）８３ 、Ｃ（０，６）

设直线ＣＭ 解析式为ｙ＝ｋｘ＋ｂ

∴
８
３＝１０ｋ＋ｂ

，

６＝ｂ
烅
烄

烆 ．

解得
ｋ＝－１３

，

ｂ＝６
烅
烄

烆 ．

∴ 直线ＣＭ 的解析式为ｙ＝－１３ｘ＋６．
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（３）设Ｇ（８，ａ），∴ａ＝－１３×８＋６＝
１０
３．

∴Ｇ ８，１０（ ）３ ．∴１０３＝
１
６×８

２＋ｍ．

∴ｍ＝－２２３．∴ｙ＝
１
６ｘ

２－２２３．

除交点Ｇ外，另有交点为点Ｇ关于ｙ轴的对称点，其坐标为 －８，１０（ ）３ ．

图６－１６

例１５　（河南省，２００５）已知一个二次函数的图象过如图所示三点．

（１）求抛物线的对称轴；

（２）平行于ｘ轴的直线ｌ的解析式为ｙ＝２５４
，抛物线与ｘ轴交于Ａ、Ｂ两点．在抛物

线的对称轴上找点Ｐ，使ＢＰ的长等于直线ｌ与ｘ轴间的距离．求点Ｐ的坐标．

解　（１）设二次函数的解析式为ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ．

根据图象，得

ｃ＝－３，

ａ＋ｂ＋ｃ＝２，

１６ａ＋４ｂ＋ｃ＝５

烅
烄

烆 ．

解得

ａ＝－１，

ｂ＝６，

ｃ＝－３

烅
烄

烆 ．

即ｙ＝－ｘ２＋６ｘ－３＝－（ｘ－３）２＋６．

∴ 抛物线的对称轴为直线ｘ＝３．

（２）解得点Ｂ（ 槡３＋ ６，０）．

设点Ｐ的坐标为（３，ｙ），如图６－１６，由勾股定理，得ＢＰ２＝ＢＣ２＋ＰＣ２，

即ＢＰ２＝（ 槡３＋ ６－３）２＋ｙ２＝ｙ２＋６．

∵ｌ与ｘ轴的距离是２５４
，

∴ｙ２＋６＝ ２５（ ）４
２
，解得ｙ＝±２３４．

∴ 所求点Ｐ为 ３，２３（ ）４ 或 ３，－２３（ ）４ ．

图６－１７

例１６　（连云港市，２００５）如图６－１７，将一块直角三角形纸板的直角顶

点放在Ｃ １，（ ）１２ 处，两直角边分别与ｘ，ｙ轴平行，纸板的另两个顶点Ａ，Ｂ
恰好是直线ｙ＝ｋｘ＋９２

与双曲线ｙ＝ｍｘ
（ｍ＞０）的交点．

（１）求ｍ和ｋ的值；

（２）设双曲线ｙ＝ｍｘ
（ｍ＞０）在Ａ，Ｂ之间的部分为Ｌ，让一把三角尺的直

角顶点Ｐ在Ｌ上滑动，两直角边始终与坐标轴平行，且与线段ＡＢ交于Ｍ，Ｎ

两点，请探究是否存在点Ｐ使得ＭＮ＝１２ＡＢ
，写出你的探究过程和结论．

解　（１）∵ 点Ａ，Ｂ在双曲线ｙ＝ｍｘ
（ｍ＞０）上，且ＡＣ∥ｙ轴，ＢＣ∥ｘ轴，∴ 点Ａ，Ｂ的坐标分别为（１，ｍ），
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２ｍ，（ ）１２ ．又点Ａ，Ｂ，在直线ｙ＝ｋｘ＋９２
上，∴

ｍ＝ｋ＋９２
，

１
２＝２ｍｋ＋

９
２

烅

烄

烆 ．

解得

ｋ＝－４，

ｍ＝
烅
烄

烆
１
２

或
ｋ＝－１２

，

ｍ＝４
烅
烄

烆 ．

当ｋ＝－４且ｍ＝１２
时，点Ａ、Ｂ的坐标都是 １，（ ）１２ ，不合题意，应舍去；当ｋ＝－１２

且ｍ＝４时，点Ａ、Ｂ的

坐标分别为（１，４），８，（ ）１２ ，符合题意．∴ｋ＝－１２
，ｍ＝４．

（２）假设存在点Ｐ使得ＭＮ＝１２ＡＢ．

∵ＡＣ∥ｙ轴，ＭＰ∥ｙ轴，∴ＡＣ∥ＭＰ，

∴ ∠ＰＭＮ＝∠ＣＡＢ，∴ Ｒｔ△ＭＰＮ∽Ｒｔ△ＡＣＢ，

∴ ＭＰＡＣ＝
ＭＮ
ＡＢ＝

１
２．
设点Ｐ坐标为 ｘ，４（ ）ｘ （１＜ｘ＜８），则Ｍ 点坐标为 ｘ，－１２ｘ＋（ ）９２ ，

∴ ＭＰ＝－１２ｘ＋
９
２－

４
ｘ．
又ＡＣ＝４－１２＝

７
２
，

∴ －１２ｘ＋
９
２－

４
ｘ＝

７
４
，即２ｘ２－１１ｘ＋１６＝０　（※）

∵ Δ＝（－１１）２－４×２×１６＝－７＜０，∴ 方程（※）无实数根．

所以不存在点Ｐ使得ＭＮ＝１２ＡＢ．

图６－１８

例１７　（山西省课改区，２００５）矩形ＯＡＢＣ在直角坐标系中的位置如图６－１８

所示，Ａ、Ｃ两点的坐标分别为Ａ（６，０），Ｃ（０，３），直线ｙ＝３４ｘ
与ＢＣ 边相交于点

Ｄ．

（１）求点Ｄ的坐标；

（２）若抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ经过Ｄ、Ａ两点，试确定此抛物线的表达式；

（３）Ｐ为ｘ轴上方（２）中抛物线上一点，求△ＰＯＡ面积的最大值；

（４）设（２）中抛物线的对称轴与直线ＯＤ交于点Ｍ，点Ｑ为对称轴上一动点，

以Ｑ、Ｏ、Ｍ 为顶点的三角形与△ＯＣＤ相似，求符合条件的Ｑ点的坐标．

解　（１）由题知，直线ｙ＝３４ｘ
与ＢＣ交于点Ｄ（ｘ，３）．

把ｙ＝３代入ｙ＝３４ｘ
中得，ｘ＝４∴Ｄ（４，３）．

（２）∵ 抛物线ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ经过Ｄ（４，３）、Ａ（６，０）两点．

把ｘ＝４，ｙ＝３；ｘ＝６，ｙ＝０，分别代入ｙ＝ａｘ２＋ｂｘ中得，

１６ａ＋４ｂ＝３

３６ａ＋６ｂ＝０｛ ，
解之得

ａ＝－３８

ｂ＝９４

烅
烄

烆 ．
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∴ 抛物线的解析式为：ｙ＝－３８ｘ
２＋９４ｘ．

（３）因△ＰＯＡ底边ＯＡ＝６，∴ 当Ｓ△ＰＯＡ有最大值时，点Ｐ须位于抛物线的最高点，

∵ａ＝－３８＜０
，∴ 抛物线顶点恰为最高点．

∵４ａｃ－ｂ
２

４ａ ＝
４× －（ ）３８ ·０－（ ）９４

２

４× －（ ）３８
＝２７８

，

∴Ｓ△ＰＯＡ的最大值＝
１
２×６×

２７
８＝

８１
８．

（４）抛物线的对称轴与ｘ轴的交点Ｑ１，符合条件．

∵ＣＢ∥ＯＡ　∠Ｑ１ＯＭ＝∠ＣＤＯ，

∴ Ｒｔ△Ｑ１ＯＭ∽Ｒｔ△ＣＤＯ．

ｘ＝－ｂ２ａ＝３
，该点坐标为Ｑ１（３，０）．

过点Ｏ作ＯＤ 的垂线交抛物线的对称轴于点Ｑ２，

∵ 对称轴平行于ｙ轴，

∴ ∠Ｑ２ＭＯ＝∠ＤＯＣ，

∴ Ｒｔ△Ｑ２ＭＯ∽Ｒｔ△ＤＯＣ．
在Ｒｔ△Ｑ２Ｑ１Ｏ∽和Ｒｔ△ＤＣＯ中，

Ｑ１Ｏ＝ＣＯ＝３，∠Ｑ２＝∠ＯＤＣ，

图６－１９

∴ Ｒｔ△Ｑ２Ｑ１Ｏ≌Ｒｔ△ＤＣＯ．

∴ＣＤ＝Ｑ１Ｑ２＝４，∵ 点Ｑ２ 位于第四象限，∴Ｑ２（３，－４）．
因此，符合条件的点有两个，分别是Ｑ１（３，０），Ｑ２（３，－４）．
例１８　（深圳市课改区，２００５）如图６－１９，已知：△ＡＢＣ是边长为４的等边

三角形，ＢＣ在ｘ轴上，点Ｄ为ＢＣ的中点，点Ａ在第一象限内，ＡＢ与ｙ轴正半轴

相交于点Ｅ，点Ｂ的坐标是（－１，０），Ｐ点是ＡＣ上的动点（Ｐ点与Ａ、Ｃ两点不重

合）．
（１）写出点Ａ、点Ｅ的坐标；

（２）若抛物线ｙ＝－ 槡６３７ｘ
２＋ｂｘ＋ｃ过Ａ、Ｅ两点，求抛物线的解析式；

（３）连结ＰＢ、ＰＤ．设ｌ为△ＰＢＤ的周长，当ｌ取最小值时，求点Ｐ的坐标及ｌ的最小值，并判断此时点Ｐ
是否在（２）中所求的抛物线上，请充分说明你的判断理由．

解　（１）点Ｅ坐标是（０，槡３），点Ａ的坐标是（１，槡２３）．

图６－２０

（２）∵ 抛物线ｙ＝－ 槡６３７ｘ
２＋ｂｘ＋ｃ过Ｅ（０，槡３），Ａ（１，槡２３）两点，

得：
ｃ 槡＝ ３

－ 槡６３７ ＋ｂ＋ｃ 槡
烅
烄

烆 ＝２３
∴
ｃ 槡＝ ３

ｂ＝１３７槡
烅
烄

烆 ３

抛物线的解析式是：ｙ＝－ 槡６３７ｘ
２＋ 槡１３３

７ ｘ 槡＋ ３．

（３）过Ｄ点作ＤＦ⊥ＡＣ，垂足为Ｆ点，并延长ＤＦ至Ｇ 点，使得ＤＦ＝ＦＧ．
则Ｄ点关于ＡＣ的对称点为Ｇ 点．

需要全本请访问 www.ertongbook.com


