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前 言

数学竞赛�这里主要指高中数学竞赛��自上个世纪首先在匈
牙利兴起�很快就风靡了全世界�各种层次的竞赛吸引了众多的学
生参加�成为数学教育中一件非常重要的事情�
我国教育家很早就注意到学习兴趣的重要性��学之者不如好

之者�好之者不如乐之者��数学竞赛提高了学生的学习兴趣�年
青的学生�求知欲很强�而好胜心更是这个年龄阶段人人具备的�
竞赛活动�激发了他们的�斗志��唤起了学习的热情�一旦他们觉
得需要学习�主动地学习�那就什么困难也都不在话下�
竞赛活动�还使学生眼界大开�他们跳出一个班�一个学校或

一个地区的小圈子�与其他的�高手�互相琢磨�又听了一些名师的
讲座�看了很多有趣的小册子�阅读的能力�理解的能力�交流的能
力�表达的能力都与日俱增�更重要的是�通过解竞赛题�他们创造
能力也大大加强�而这是通常的教育难以企及的�
有人认为�竞赛只是培养少数尖子��这种看法与事实不符�从

竞赛中得益的决不只是少数人�我们可以用体育竞赛作为参照�诚
然�参加奥运会�具备夺金夺银实力的只是寥寥数人�但参加体育
活动却使众多的人体质增加�数学竞赛也是如此�广大的学生明
白这一点�家长也明白这一点�所以参加竞赛活动的人数不断增
加�形成一种无法阻挡的潮流�
还有人忧心忡忡�认为数学竞赛容易造成�偏科��不利于�减

负��这些人死死抱住学生必须�全优�的观点�反对学生发展自己
的兴趣爱好�不利于学生的正常成长�其实�只要学生有兴趣�困难
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挡不住他们�负担也不成为负担�目前�教育部的政策是竞赛中获
奖的可以保送�可见高等学校�特别是重点学校�十分欢迎获奖的
选手�
也有人把竞赛与高考对立起来�认为做竞赛题花时间太多�影

响高考成绩�他们不明白�取法务上�的道理�会做竞赛题�上了一
个层次�居高临下�做高考题就不感到困难�如果�取法务中��往往

�仅得乎下��连中游也保不住�当然�学生也应根据自己的实际情
况�首先打好基础�不要好高骛远�一味钻难题�
这套�新编高中数学竞赛教程�正是注意将竞赛与高考有机地

结合起来�注意基础知识�基本技能与基本的思想方法�由浅入深�
循序渐进�其中例题与练习�大多是有代表性的问题�过偏过难的
一般不予收录�更有不少高考中的问题�有助升学考试�书中的问
题也尽量注明出处�以备查对�每讲除练习外�还有自我检测题�最
后有 ��套综合练习��套高中联赛模拟题�习题均有解答�可供
参考�
江苏省科协青少年科技中心组织编写此书�是为青少年做了

一件好事�
最后�感谢河海大学出版社管理者的远见卓识和朱婵玲女士

的大力支持�使这套书尽早问世�
单 
����2��
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第 �讲 集 合

�知识概要�
�一�集合及其基本概念

�2�设集合�Ā��2�ð2�具有性质����判断一个对象�Ā是否属于

�Ā�等价于判断对象 �Ā是否具有性质 ��
�2�

�
不含任何元素的集合称为空集�记作��含有有限个元素

的集合称为有限集�如是有限集�用ð�Āð表示 �Ā的元素的个数�含
有无限个元素的集合叫无限集�

�二�集合与集合的关系

�2�子集
若 �Ā中元素都是  Ā中的元素�则称 �Ā为  Ā的子集�记作 �ĀB�

 Ā�若 �ĀB�  Ā�且  Ā中至少有一个元素 ��}��Ā�则称 �Ā为  Ā的真子
集�记作 �Ā=� Ā

�2�
�

集合相等

若 �ĀB� Ā�且 ĀB��Ā�则�Ā� Ā�即 �Ā� Ā中的元素完全一样

�2�
�

集合与集合关系的性质

���� B� �Ā�� =�  Ā� Ā� ���
����ĀB�  Ā� ĀB� 0Ā则 �ĀB� 0Ā�
����Ā� Ā� Ā[��ĀB� Ā��Ā� Ā��Ā[��ĀB� Ā��Ā� Ā��Ā[�

�ĀB�  Ā��[��表示充要条件��
�2�若有限集 �Ā中有 (�个元素�则 �Ā的子集共有 �(�个�真子集

有 �(���个�
�三�集合的运算

�2�交集和并集

�Ā� Ā��2�ð2���Ā且2�� Ā���Ā� Ā��2�ð2���Ā或2�� Ā��
���



�2�补集

�Ā� �2�ð2�� �Ā且 2�}� �Ā��
�2�差集
由所有属于 �Ā但不属于  Ā的元素构成的集合称为 �Ā关于  Ā

的差集�记作 �Āð Ā�即 �Āð Ā� �2�ð2�� �Ā但 2�}�  Ā��
�2�关于集合运算的常用结论

���
�

分配律��Ā� � Ā� 0Ā�� ��Ā�  Ā�� ��Ā� 0Ā��
�Ā� � Ā� 0Ā�� ��Ā�  Ā�� ��Ā� 0Ā��

���吸收律��Ā� ��Ā�  Ā�� �Ā��Ā� ��Ā�  Ā�� �Ā�
�����������法则��Ā�  Ā� �Ā�  Ā��Ā�  Ā� �Ā�  Ā�

�Āð� Ā� 0Ā�� ��Āð Ā�� ��Āð0Ā��
�Āð� Ā� 0Ā�� ��Āð Ā�� ��Āð0Ā��

�四�集合的分划
设 �Ā���Ā�����Ā(�是集合 �Ā的一族非空子集�并且满足

���对 �� #�� $�� (��均有 �Ā#�� �Ā$�� ��
����Ā� �Ā�� �Ā�� � � �Ā(��

则称�Ā���Ā�����Ā(�为集合�Ā的一个分划�如果�Ā���Ā�����Ā(�满足
条件����那么称 �Ā���Ā�����Ā(�为集合 �Ā的一个覆盖�
以集合 �Ā的子集为元素的集合�称为集合 �Ā的子集族�
�五�处理集合问题的基本方法

�2�图示法
借助文氏图可以直观地显示出集合与集合之间的关系�为研

究与解决集合问题提供了便利

�2�
�

对应与映射的方法

将集合 �Ā中的元素两两配成对�从而解决问题�

�例题�
例 � 已知集合 ÐĀ��直线��àĀ��抛物线��则 ÐĀ�àĀ中元

素的个数是多少�
解�ÐĀ 中的元素为直线�àĀ中的元素为抛物线�它们都是无
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限集�由于既是直线�又是抛物线的图形不存在�故 ÐĀ� àĀ� ��
即 ÐĀ� àĀ中元素的个数是 �个�
说明�集合是由元素确定的�遇到集合问题�首先要弄清集合

中的元素是什么�在本题中�若不弄清 ÐĀ�àĀ中的元素�误认为是

�点��则直线与抛物线有相离�相交�相切三种关系�会作出 ÐĀ�àĀ
中元素的个数是 ���或 �的错误判断�
例 � 已知集合�Ā���2��3��ð��2��3����� Ā���2��3��ð2��

��3�� ���0Ā� ��2��3��ð2��� 3��� ���问

���当 ��取何值时���Ā� �� Ā 0Ā为含有两个元素的集合

���
�

当 ��取何值时���Ā� �� Ā 0Ā为含有三个元素的集合�
基本思路�由于 ��Ā� Ā��0Ā� ��Ā�0Ā�� � Ā�0Ā��只要

求出 �Ā� 0Ā和  Ā� 0Ā中的元素再分别加以讨论即可�
解�因为 ��Ā�  Ā�� 0Ā� ��Ā� 0Ā�� � Ā� 0Ā���Ā� 0Ā与

 Ā�0Ā分别为方程组

�r��
��2�� 3�� ��
2��� 3��� � ��

�s��
2�� ��3�� ��
2��� 3��� � �

的解集�

由�r��得 �2��3��� ������ ���
�� ���

�� ���
�

�� ��àÀ ��� �
由�s��得 �2��3��� �������� ��

�

�� ���
���
�� ���àÀ ���

���

�

使 ��Ā�  Ā�� 0Ā恰有两个元素的情况只有两种可能�
���
�� ��

Z�
�� ��

�� ���

�� ���
n�

m�

o� � ��

���
�� ��

[�
�� ��

�� ���

�� ���
n�

m�

o� � ��

由Z�得 ��� ��由[�得 ��� ��
故当 ��� �或 �时���Ā�  Ā�� 0Ā恰有两个元素

���
�

使 ��Ā�  Ā�� 0Ā恰有 �个元素的情况是

���
�� ���

�� ���
�

�� ���

���

�



解得 ������ �� ��
故当 ������ �� �时���Ā�  Ā�� 0Ā恰有三个元素�
例 � 设函数  ��2��� 2��� ��2�� ��������� ���集合 �Ā�

�2�ð2�� ��2���2�� ��� Ā� �2�ð2��  �� ��2����2�� ���
���证明 �Ā�  Ā� �Ā�
���若 �Ā� �� �����求集合  Ā
���

�
若 �Ā为只含有一个元素的集合�则 �Ā�  Ā�
基本思路�要证�Ā� Ā��Ā�只要证�ĀB� Ā�即证�Ā中的每一

个元素均在  Ā中�
解����设任意的 2��� �Ā�则 2���  ��2����又因为

 �� ��2�����  ��2���� 2���
故 2���  Ā�所以 �ĀB�  Ā�即 �Ā�  Ā� �Ā�

���当 �Ā� �� ����时�即方程

2�� 2��� ��2�� ��
有两个根�����所以 ���� ������ ��
此时�集合  Ā即为方程

�2��� 2�� ���� �2��� 2�� ��� �� 2�
的解集�
此方程即 �2��� 2�� ���� 2��� ��解方程得  Ā� �� ����

�� ��� �� ���
���设集合�Ā������������则方程 ��2���2���有重根���

即  ��2��� 2�� �2�� ����� ��2��� �2�� ����� 2��
从而方程 2��  �� ��2���即为

2�� ��2�� ����� 2�� ����� �2�� ����� 2��
整理得 �2�� ������2�� ��� ���� ��� ��
因为2��������2�������������故2�����即 Ā������
所以 �Ā�  Ā�
例 � 设 ��为集合������������的具有下列性质的子集���

中任意两个不同元素之和不被 �整除�那么 ��中元素最多可能有

���



多少个� �第 ��届美国中学数学竞赛题�
基本思路�对于两个不同的自然数��与���如果�ð��������那

么它们被 �除所得的余数的和不为 ��故将集合����������的元
素按照被 �除所得的余数相同与否进行分类�余数相同的组成一
个集合�这样得到 �个子集�然后从这 �个子集中适当抽取满足题
意的元素组成集合 ���
解�将集合 �Ā� ����������划分为 �个子集��Ā���Ā��

�Ā�����Ā��其中 �Ā#�中的每个元素除以 �后余数为 #��#�� ����
�������即

�Ā�� ���������������������

�Ā�� �����������������������

�Ā�� ��������������������

�Ā�� ���������������������
�Ā�� ���������������������

�Ā�� ���������������������

�Ā�� ����������������������
根据题意得�

Z� ��最多含 �Ā�中的一个元素�
[� ��若含 �Ā#��#�� ��������中的一个元素�则可以含这个子

集中的所有元素�但一定不含 �Ā��#�中的元素�
\� �Ā�中含有 �个元素�而其他子集只包含 �个元素�故最大

子集 ��必含 �Ā�中的所有元素�
由以上三点可知最大子集 ��含 �� �� �� �� ��个元素�
说明�利用余数构造集合的划分是解决集合问题的一种常用

手段�
例� 设 ÐĀ���������������ĀB�ÐĀ�且当2���Ā时���2�}�

�Ā�求 ð�Āð的最大值� �����年全国高中数学竞赛试题�

基本思路�因为 ����� ��� �����所以当%����������������

���



时���%�一定不在 �Ā中�又因为 ���� ��� � ��故当 %�� �����

��������时 %�与 ��%�不能同时在 �Ā中�所以 ð�Āð� �����
���������再构造一个 �Ā�使 ð�Āð� ����即可�
解�由题意�当 %�� ����������时�%�与 ��%�不能同时在 �Ā

中�故至少有

���� �� ���
个数不在 �Ā中�即 ð�Āð� ����� ���� �����
另一方面�ÐĀ的子集 �Ā可取������������������������满

足题意�此时 ð�Āð� �����故 ð�Āð���� �����
例 � 设集合 ÐĀ� �������������现对 ÐĀ的任一非空子集

���令 ��2�表示 ��中最大数与最小数之和�那么�所有这样的 ��2�的
算术平均值为多少� �����年全国高中数学竞赛试题�
基本思路�对于集合 ÐĀ的任意一个子集 ��� �������������%���

其中������������%��存在一个子集����������������������
������� ��

�

%�����2�� ���� ��%����2��� ����� ���� ��%��其算术平均数

为 �����从而可得所有 ��2�的算术平均数为 �����
解�将 ÐĀ 中非空子集配对�对每个非空集 ��=� ÐĀ�令 ����

������ 2�ð2�� ����则 ���=� ÐĀ�
如果 �������那么 ��2����2��� �����对于�������必有��2�

�����
�

由此可见�所有 ��2�的算术平均数为 �����
说明�运用对应的观点将集合配对是解决集合问题的一种常

用手段�
例 � 设 ��是数集��������������的一个子集�且 ��中任意

两个数的差不等于 ��也不等于 ��问集合 ��中最多可以包含多少
个数�
基本思路�由于�与�的和是���先考虑前��个自然数����

�������发现其中 ���������满足题设条件�而这 �个数分别加

���



上 ��%��%�为非负整数�后的 �个数仍满足条件�
解�显然数集�����������中任意两个元素之差都不等于

�或 ��
取 �Ā� �2�ð2�� ��.�� ����.�� ����.�� ����.�� ����.�� ��

.�� ��.�� ����.�� �� ������则 �Ā中任意两个数之差不是 �或

��所以ð��ð的最大值 � �� ���� ����
另一方面�若 ð��ð� ���� ���� �� ��则 ���个数组���

������������������������������������������������
������������中必有一组中至少有 �个数属于 ���不妨设这组是

�����������将它分成 �组�������������������������������
���其中必有一组至少有两个数属于 ���而它们的差为 �或 ��故 ��
最多含有 ���个数�
例 � 设集合 ��(�� �������(���若 ��是 ��(�的子集�把 ��中

所有数之和称为 ��的�容量��规定空集容量为 ���若 ��的容量为
奇�偶�数�则称 ��为 ��(�的奇�偶�子集

���
�

求证���(�的奇子集与偶子集个数相等

���
�

求证�当(���时���(�的所有奇子集容量之和与所有偶子
集容量之和相等

���
�

当 (�� �时�求 ��(�所有奇子集的容量之和

�����
�

年全国高中数学竞赛试题�
基本思路�设��B��������(���若��是奇子集�则 ������ 为

偶子集�若 ��是偶子集�则 ������ 是奇子集�故奇子集的个数与
偶子集的个数相等�
证明����集合 ��(�的子集可分成两类����含有 �的子集�

���不含有 �的子集�这两类子集各有 �(���个�而且对于���类中
的任一子集 ���必在 �类中存在惟一一个子集 ������ 与之对应�
且若 ��为奇子集�则 ������ 是偶子集���为偶子集�则 ������ 是

奇子集�所以�若���类中有 2�个奇子集�3�个偶子集�则���类中
必有 2�个偶子集�3�个奇子集

���
�



所以 ��(�的奇子集和偶子集的个数相同

���
�

对任一 #���� #�� (���含 #�的子集共有 �(���个�运用上述
配对的方法可知�当 #�� �时�这 �(���个子集中有一半即 �(���个奇
子集�当 #���时�由于(����将上述的 �换成 ��同样可以得到其
中有一半是奇子集�于是在计算奇子集的容量之和时�元素 #�共出
现了 �(���次�
所以�奇子集的容量之和是

�
#���

(�

�(���#�� (��(�� ��ð�(����

同理�这也是偶子集的容量之和�两者相等

���
�

由���得 ��(�的所有奇子集的容量之和为

(��(�� ��ð�(����

�练习 ��
�2�填空题

���已知集合 �Ā� �3�ð�� 3�� ���2��
���

�
�
�

�
�

�
���

�
�
�

�
�

�则

2� �Ā��填�或}�� �����年全国高中数学竞赛试题

���
�

集合 �Ā� �平行四边形��集合  Ā� �梯形��则 �Ā�  Ā�

���

�
设全集�Ā������������������Ā����ð����ð��则�Ā�

���
�
若非空集合 �Ā��2�ð������2��������� Ā��2�ð��

2�� ����则能使 �ĀB� �Ā�  Ā成立的所有 ��的集合是

�����
�

年全国高中数学竞赛试题

���
�

集合 ÐĀ中的元素是连续自然数�且 ðÐĀð� ��且 ÐĀ中元
素之和为 �����这样的集合 ÐĀ共有 个

�2�
�

集合 ÐĀ���/�ð/����'���(���&��'��(��&�����ÐĀ���/�ð
/����*�� ��+�� ��,��*��+��,�� ���求证 ÐĀ�� ÐĀ�

�����
�

年全国高中数学竞赛试题

���
�
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