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作者简介：

于林，男，生于１９６５年，山东省滨州人，１９８６年毕业于华中师
范大学数学系，获理学学士学位；１９９２年毕业于武汉大学数学与
计算机科学学院，获理学硕士学位；２０００年毕业于武汉大学数学
与统计学院，获理学博士学位。现为三峡大学理学院教授、硕士研
究生导师、中国数学会会员、湖北省数学学会第九届理事会副理事
长。主要从事“鞅论及其在Ｂａｎａｃｈ空间几何学与调和分析中的应
用”和“随机分析理论及其应用”等领域的研究。近年来先后主持
完成：湖北省教育厅优秀中青年学者项目“鞅论及其在空间几何与
调和分析中的应用”、湖北省教育厅重点项目“向量值鞅 Ｈａｒｄｙ空
间理论及其应用”、三峡大学科研基金项目“鞅论及其复空间几何
学与调和分析中的应用”等课题研究，发表学术论文３０余篇。其
博士学位论文《小指标向量值鞅空间》获湖北省第四届全省优秀博
士论文奖；论文《向量值Ｌｉｐｓｈｉｔｚ鞅空间ｐλβ（Ｘ）和ｐΛβ（Ｘ）》获湖北
省第九届自然科学优秀学术论文二等奖；项目成果《鞅论在Ｂａ
ｎａｃｈ空间几何学及调和分析中的应用》获得三峡大学科学技术成
果二等奖；系列论文《向量值鞅 Ｈａｒｄｙ空间的解析理论与Ｂａｎａｃｈ
空间几何性质》获得三峡大学科学技术成果一等奖。



内　容　简　介

鞅空间理论是一个具有系统性成果和广泛历史背景的学科分

支，它和经典分析、经典概率有着多方面的深刻联系。近年来，由
于在值空间为Ｂａｎａｃｈ空间的框架之下考虑有关的结果，将鞅论、
调和分析、Ｂａｎａｃｈ空间几何学的研究有机结合起来。本书对近年
来国内外学者在Ｂａｎａｃｈ空间值鞅的空间理论方面所取得的研究
成果进行总结，力求内容新颖，论述严谨，条理清楚，便于读者自
学。
本书内容包括：Ｂａｎａｃｈ空间中概率论的基本知识，Ｂ值鞅的

一些基本结果，Ｂ值鞅空间，鞅空间的原子分解理论，鞅 Ｈａｒｄｙ
空间的共轭理论，鞅空间的实内插理论。
本书可供高等院校数学学科的高年级本科生、研究生、教师及

数学爱好者学习参考。
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前　言

一、鞅空间理论的历史概况

鞅这一概念是法国概率学家Ｊ．Ｖｉｌｌｅ于１９３９年首先引入概率
论的，他在２０世纪３０年代已作了若干初步的工作．Ｌéｖｙ最早研
究了鞅序列，但是将此发扬光大的要归功于美国的概率论学家

Ｄｏｏｂ，他于１９５３年在其名著《ＳｔｏｃｈａｓｔｉｃＰｒｏｃｅｓｓ》中首次系统总
结了Ｌéｖｙ和他自己有关鞅的理论及应用成果，从而奠定了经典
鞅论的理论基础，使鞅论成了随机过程理论的一个独立分支．自
此以后，关于鞅论的研究工作突飞猛进，其在理论和应用上的重
要性也日益突出．在这一发展过程中，有一日渐显著的重要特点
是鞅论正在向其他数学分支渗透并与之结合形成许多新的分支．
这里所谈的“鞅空间理论”正是概率论与分析学两者的结合，更确
切地说是鞅论与泛函分析、调和分析的结合．概率论与分析数学
相互结合而产生的另一个重要分支则是由Ｋ．Ｉｔｏ^所创立的随机分
析理论，随机分析可以说是现代概率论中最为活跃的一个分支．
不过随机分析并不是本书所要讨论的内容．
２０世纪７０年代，Ｆｅｆｆｅｒｍａｎ和Ｓｔｅｉｎ［４２］系统地发展了Ｒｎ 上
的Ｈｐ 空间理论，几乎与此同时，鞅论中的Ｈｐ 理论也应运而生．
特别是由于Ｂｕｒｋｈｏｌｄｅｒ、Ｇｕｎｄｙ、Ｄａｖｉｓ等著名学者的杰出工作，
形成了现代鞅论的一个新的分支———鞅空间理论（或称 Ｈｐ 鞅
论）．
１９７６年，Ｂｕｒｋｈｏｌｄｅｒ和Ｇｕｎｄｙ［１５］证明了著名的Ｂｕｒｋｈｏｌｄｅｒ

Ｇｕｎｄｙ不等式．这一不等式说明当１＜ｐ＜∞ 时，鞅的极大函数
与均方函数具有等价的Ｌｐ 范数，从而说明了鞅 Ｈａｒｄｙ空间 ＨＳｐ
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和Ｈｐ相互等价．随后不久，Ｄａｖｉｓ［２４］将这一结果推广到ｐ＝１的
情况．１９７３年Ｇａｒｓｉａ［４４］和 Ｈｅｒｚ［４６］引入了鞅的ＢＭＯ空间并以此
刻画了鞅 Ｈａｒｄｙ空间 ＨＳ１ 的共轭．１９７７年，Ｂｅｒｎａｒｄ与 Ｍａｉｓｏｎ
ｎｅｕｖｅ［６］在鞅论中引入了原子分解，为鞅 Ｈａｒｄｙ空间的研究提供
了有力工具，这一方法最近由 Ｗｅｉｓｚ［７９］作了重要发展．近２０年
来，这个领域的发展异常迅速，经典Ｈｐ 论中的主要成果，如Ｈ１
与ＢＭＯ的对偶、Ｈｐ 的原子分解、许多算子之间的Φ不等式，甚
至加权Φ不等式以及Ａｐ 权等，大多已在鞅论中有了令人满意的
对应．这些成果先后在Ｇａｒｓｉａ［４４］、Ｄｕｒｒｅｔｔ［３３］、Ｌｏｎｇ［６４］和 Ｗｅｉｓｚ［７９］

的专著中得到了系统的总结．
作为概率论和分析学两者的结合而形成的交叉领域，鞅空间

理论既是鞅论的一个部分，同时也是Ｈｐ 理论的一个侧面．作为
后者，在一定意义下可以说它是古典Ｈｐ理论的某种概括和推广，
但这一点仅仅是事情的一个方面，而使这一领域得以迅速发展的
另一重要因素是鞅方法不仅为许多重要结论提供简捷的证明，而
且还促使发现了许多新的内容．例如，应用鞅方法Ｌｏｎｇ和 Ｑｉａｎ
得到了ＣａｌｄｅｒｏｎＺｙｇｍｍｄ奇异积分算子理论中著名的Ｔ（ｂ）定理
的简捷证明．再如，Ｂｕｒｋｈｏｌｄｅｒ借助于鞅变换刻画了一类新型的

Ｂａｎａｃｈ空间———ＵＭＤ空间．这说明鞅方法在分析学，特别是在
调和分析研究中有着重要的作用，因此它同时受到概率论学家和
分析学家两方面的关注．自２０世纪７０年代以来，这一领域的研
究不仅发展异常迅速，而且研究范围也正在日益扩大，并由此产生
了一些崭新的领域．

二、Ｂ值鞅论的研究概况

前面所谈的鞅局限于标量值（实数值或复数值），但自２０世
纪８０年代初人们将注意力逐渐集中于Ｂａｎａｃｈ空间值鞅的研究
上．从历史上看，虽然早在１９５３年Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ就引进了Ｂａｎａｃｈ
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空间值随机变量的特征泛函，１９５１年Ｆｒéｃｈｅｔ研究了Ｂａｎａｃｈ空
间上的Ｇａｕｓｓ分布，１９５３年 Ｍｏｖｉｅｒ和Ｆｏｒｔｅｔ研究了Ｂａｎａｃｈ空
间值随机序列的大数定律，但是这一领域的研究受到广泛重视并
得以迅猛发展则是近２０多年来的事，下面是几个重要事例：

（１）１９６６ 年，Ｒｉｅｆｆｅｌ定义了 Ｂａｎａｃｈ 空间的一个几何概
念———可凹性，后来证明了Ｂａｎａｃｈ空间中的有界闭凸集Ｋ的可
凹性与Ｋ的ＲａｄｏｎＮｉｋｏｄｙｍ性质是等价的．证明这一重要结论
的工具即是鞅．

（２）１９７６年，Ｅｄｇａｒ运用鞅方法证明了Ｂａｎａｃｈ空间中凸集
的ＲａｄｏｎＮｉｋｏｄｙｍ性质与Ｃｈｏｑｕｅｔ端点的可表示性是等价的．

（３）１９７６年，ＨｏｆｆｍａｎＪｒｇｅｎｓｅｎ与Ｐｉｓｉｅｒ证明了Ｂａｎａｃｈ空
间的ｐ型与在其中取值的独立增量鞅满足大数定律相互等价．

（４）１９７４年，Ｐｉｓｉｅｒ利用鞅为工具，给出了著名的Ｅｎｆｌｅ重赋
范定理的概率证明，即超自反空间具有等价的一致凸范数这一重
要结论．

（５）鞅论应用于调和分析和Ｂａｎａｃｈ空间几何学的一个令人
瞩目的成果是Ｂｕｒｋｈｏｌｄｅｒ的ＵＭＤ空间（即具有无条件鞅差序列
性质的空间），事实证明这类空间在包括奇异积分算子理论在内
的向量值调和分析中起着十分重要的作用．调和分析中一个十分
重要的问题是Ｌｐ空间上Ｈｉｌｂｅｒｔ变换的有界性问题．对于ε＞０，
考虑截断函数

Ｈεｆ（ｔ）＝ １π∫｜ｓ｜＞εｆ
（ｔ－ｓ）
ｓ ｄｓ

Ｍ．Ｒｉｅｓｚ首先证明了当１≤ｐ＜ ∞ 时，极限ｌｉｍ
ε→０
Ｈεｆ（ｔ）ａ．ｅ．存

在，记其极限为 Ｈｆ（ｔ），称之为ｆ（ｔ）的 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换，并且
Ｍ．Ｒｉｅｓｚ又证明了当１＜ｐ＜ ∞ 时，存在Ｃｐ ＞０，使得

‖Ｈｆ‖ｐ ≤Ｃｐ‖ｆ‖ｐ，　ｆ∈Ｌｐ
值得指出的是有反例证明上述不等式对ｐ＝１不成立．

再看关于鞅变换的情况．对于鞅ｆｎ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｄｆｉ及其变换ｇｎ＝
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∑
ｎ

ｉ＝１
εｉｄｆｉ（这里 ｛εｉ｝是一个Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ序列），Ｂｕｒｋｈｏｌｄｅｒ首先证

明了当１＜ｐ＜ ∞ 时，存在Ｃｐ ＞０，使得

‖ｇ‖ｐ ≤Ｃｐ‖ｆ‖ｐ
　　以上是关于实值（或复值）的情况．向量值情况很早就引起人
们的注意，即什么样的Ｂａｎａｃｈ空间Ｘ 能使得在其中取值的函数
的 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换或鞅变换满足相应的不等式？Ｂｕｒｋｈｏｌｄｅｒ系统地
研究了Ｂａｎａｃｈ空间值鞅的上述变换，并称使得在其中取值的鞅
变换成立上述不等式的Ｂａｎａｃｈ空间为具有好鞅变换性质．其后，

Ｂｏｕｒｇａｉｎ证明了Ｂａｎａｃｈ空间Ｘ 的好鞅变换性质与其上 Ｈｉｌｂｅｒｔ
变换的有界性是相互等价的．更令人惊讶的是，Ｂｕｒｋｈｏｌｄｅｒ随后
又给出了好鞅变换性质的一个几何刻画，即ξ凸性．他证明了

Ｂａｎａｃｈ空间Ｘ具有好鞅变换性质当且仅当Ｘ 是ξ凸的，即存在
函数ξ：Ｘ×Ｘ→Ｒ，使得

（ｉ）ξ（ｘ，ｙ）＝ξ（ｙ，ｘ）， （ｘ，ｙ）∈Ｘ×Ｘ；
（ｉｉ）ｙ∈Ｘ，ξ（·，ｙ）是凸函数；
（ｉｉｉ）当‖ｙ‖≤１时，ξ（ｘ，ｙ）≤‖ｘ＋ｙ‖，且ξ（０，０）＞０．
这样就证明了Ｂａｎａｃｈ空间Ｘ的好鞅变换性质、Ｈｉｌｂｅｒｔ变换

的有界性及其ξ凸性三者是相互等价的，它们确定的是同一类

Ｂａｎａｃｈ空间即ＵＭＤ空间（ＢａｎａｃｈＳｐａｃｅｉｎｗｈｉｃｈａｌｌＭａｒｔｉｎｇａｌｅ
ＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓａｒｅＵｎｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌ）．ＵＭＤ空间的研究进一步揭示了
鞅变换、调和分析及Ｂａｎａｃｈ空间几何中所存在的内在联系，极大
地推动了这些领域的研究．
最近，Ｂｕｒｋｈｏｌｄｅｒ和Ｇ．Ｗａｎｇ等又应用鞅变换及ＵＭＤ空间

的一些特性研究了 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间上奇异积分算子、经典调和分析
以及经典鞅论中若干不等式的最优系数，得到了许多十分精细的
结果．

（６）１９９０年，刘培德首先对Ｂａｎａｃｈ空间值鞅引入了ｐ均方
算子和ｐ条件均方算子，并以此为工具研究了一系列基本的Ｂ值
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鞅不等式和鞅空间，揭示了Ｂ值鞅不等式和鞅空间的相互嵌入关
系与在其中取值的Ｂａｎａｃｈ空间的一致凸性和一致光滑性之间的
密切联系．这些在刘培德的专著《鞅与Ｂａｎａｃｈ空间几何学》中均
有系统的阐述．
以上事实表明，向量值鞅的研究不仅仅是实值鞅的一种自然

推广，而是将随机变量或随机过程的概率性质与在其中取值的抽
象空间的结构或几何性质有机结合起来．鞅论在Ｂａｎａｃｈ空间几
何理论方面的成功应用，显示了Ｂ值鞅理论有着不同于实值鞅的
独立价值，因而成为人们关注的一个中心．
近年来，这一领域的研究出现了一个新的趋势，这就是鞅论

与复Ｂａｎａｃｈ空间几何学的结合．复空间几何性质的研究最先来
自关于向量值解析函数有关性质的研究，当人们发现这些性质对
于实空间和复空间确有不同时，兴趣迅速增大．近十几年以来，
许多学者将鞅方法应用于复Ｂａｎａｃｈ空间几何性质的研究并取得
了丰硕成果．
１ 解析 ＲａｄｏｎＮｉｋｏｄｙｍ性质（ＡＲＮＰ）的鞅刻画．１９８２年，

Ｂｕｋｈｖａｌｏｖ与Ｄａｎｉｌｅｖｉｃｈ［１０］研究了单位圆中定义的Ｂａｎａｃｈ空间
值解析函数的边界性质，由此定义了解析ＲａｄｏｎＮｉｋｏｄｙｍ性质．
此后，１９８５年，Ｄｏｗｌｉｎｇ［３０］用有界算子和有界变差测度的可表示
性刻画了ＡＲＮＰ．１９８５年，Ｅｄｇａｒ［３７］引入了复空间值解析鞅并应
用Ｌ１ 有界解析鞅的ａ．ｅ．收敛性刻画了 ＡＲＮＰ．最近，刘培德、

Ｓａｋｓｍａｎ 和 Ｔｙｌｌｉ 定 义 了 弱 解 析 ＲａｄｏｎＮｉｋｏｄｙｍ 性 质
（ＷＡＲＮＰ），并以Ｌ１有界解析鞅（或Ｈａｒｄｙ鞅）标量收敛于Ｐｅｔｔｉｓ
可积函数刻画了 ＷＡＲＮＰ．
２ 复凸性的鞅刻画．Ｄａｖｉｓ［２５］最早研究了复拟Ｂａｎａｃｈ空间
的复凸性，并用Ｈｐ鞅不等式刻画了复空间的ＰＬ 一致凸性．对
于Ｈｐ鞅和Ｈｐｓｈｒｕｂ，刘培德和Ｂｅｋｊａｎ［５７］引入了ｑ条件均方函
数，并且证明了该函数的各种形式的有界性决定复空间的ＰＬ 一
致凸
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性．另外，刘培德和Ｂｅｋｊａｎ还研究了Ｈｐｓｈｒｕｂ的各种类型的空
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间以及 Ｈｐｓｈｒｕｂ上的算子和ｑ条件均方函数的增长速度与

ｑＰＬ 一致凸性的关系．魏文展与刘培德［７４］研究了在一般概率空
间上定义的复对称鞅，应用这种鞅的不等式刻画了ＰＬ 一致凸
性．
代替ＰＬ 一致凸性，１９８８年许全华［８３］引入了Ｈ一致凸性，

这种复凸性更适用于对于向量值解析函数的研究．许全华［８４］用

Ｈａｒｄｙ鞅的不等式刻画了Ｈ一致凸性．刘培德和Ｂｅｋｊａｎ［５８］定义
了解析一致凸性，并应用Ｈａｒｄｙ鞅的ｑ条件均方函数的有界性和
凸Φ不等式对之进行了刻画．
３解析ＵＭＤ（ＡＵＭＤ）空间．在Ｂ值鞅论中一个令人瞩目的
成果是Ｂｕｒｋｈｏｌｄｅｒ的ＵＭＤ空间，即具有无条件鞅差序列性质的
空间，将其中的鞅分别换成解析鞅和 Ｈａｒｄｙ鞅则得到ＡＵＭＤ空
间和 ＨＵＭＤ 空间．许全华首先证明了 ＡＵＭＤ 空间等价于

ＨＵＭＤ空间，从而统称为 ＡＵＭＤ空间．Ｇａｒｌｉｎｇ指出，ＡＵＭＤ
空间具有ＡＲＮＰ，并且每个ＡＵＭＤ空间具有等价的范数使之为ｑ
ＰＬ一致凸空间 （２≤ｑ＜ ∞）．刘培德和Ｂｅｋｊａｎ应用鞅变换的
不等式和强弱大数定律给出了ＡＵＭＤ的刻画，Ｂｌｏｗｅｒ则应用乘
子理论刻画了ＡＵＭＤ空间．
复空间几何学研究至今方兴未艾，有关这一领域的研究已是

当前的一个热点．

三、本书的主要内容

虽然对Ｂａｎａｃｈ空间值鞅的研究已有２０多年的历史，但对

Ｂａｎａｃｈ空间值鞅的 Ｈａｒｄｙ空间理论研究则至多是近１０年来的事
情．本书试图对近年来国内外学者在Ｂａｎａｃｈ空间值鞅的空间理
论方面所取得的研究成果进行总结，其中有相当一部分内容是作
者的研究工作．本书共分为八章：第一章简要介绍一些Ｂａｎａｃｈ
空间中概率论的基本概念；第二章主要介绍Ｂ值鞅的一些基本结
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果；第三章初步引入Ｂ值鞅空间；第四章介绍鞅空间的原子分解
理论；第五章和第六章是鞅 Ｈａｒｄｙ空间的共轭理论；第七章介绍
鞅平削算子的一类推广；第八章是鞅空间的内插理论（实方法）．
顺便介绍一些国内出版的该领域相关著作：龙瑞麟著《Ｈｐ 鞅

论》主要介绍了实值鞅的 Ｈａｒｄｙ空间理论，是我国此领域的第一
部专著，乃经典著作；吴智泉、王向忱著《巴氏空间上的概率论》
是我国第一本系统介绍Ｂａｎａｃｈ空间概率论的专著；刘培德著《鞅
与Ｂａｎａｃｈ空间几何学》系统介绍鞅论在Ｂａｎａｃｈ空间几何学与调
和分析中的应用，是当前国内在此领域最具权威性的专著；胡迪
鹤、甘师信著《近代鞅论》有相当篇幅介绍了Ｂａｎａｃｈ空间值鞅和鞅
型序列；万成高著《鞅的极限理论》侧重研究Ｂａｎａｃｈ空间值鞅的
极限理论．而在国外，由 ＭｉｃｈｅｌＬｅｄｏｕｘ和 ＭｉｃｈｅｌＴａｌａｇｒａｎｄ所
著《ＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｉｎＢａｎａｃｈｓｐａｃｅｓ》是一部极有影响的著作．本书前
两章有许多材料参考了上述著作．
鞅空间理论是一个具有系统性成果和广泛历史背景的学科分

支，它和经典分析、经典概率有着多方面深刻联系．近年来由于
在值空间为Ｂａｎａｃｈ空间的框架之下考虑有关的结果，给这门学
科注入了新的活力．它不仅使经典的理论呈现出新的面貌，而且
带来了新的研究课题和新的研究方向，特别是将鞅论、调和分析、

Ｂａｎａｃｈ空间几何学的研究有机结合起来．
在本书编写工作完成之际，我愿谈一点个人的体会：面对具有

丰富历史和系统性成果的理论大厦，我仰慕它的缜密和精致，在包
括概率论、泛函分析、调和分析的多种学科之间穿行的我感到知识
海洋的浩瀚与广袤，同时感到要得到一点进展就要付出一份艰辛，
在我真的做出一点成绩之时内心又是充满了喜悦．辛苦也好，喜悦
也罢，我愿把在理论大厦中开掘出的这些成果看作我研究工作的起
点，同时还希望起到抛砖引玉的作用，引起同仁更多的兴趣，促使
这方面的研究工作有更多的发展．由于本人学识有限，本书错误和
不妥之处在所难免，在此敬请批评指正，以期改进．
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最后，借此机会对我的两位授业恩师：武汉大学的刘培德教
授和华中科技大学的黄志远教授表示最诚挚的感谢！感谢两位导

师多年来对学生的惠教、指导、关心和培养．衷心感谢武汉大学的
许明浩教授、侯友良教授、杜金元教授，中国科学院武汉物理与数
学研究所的欧阳才衡研究员，中山大学的任佳刚教授等诸位老师
所曾给予的教诲和帮助！感谢我的同窗学友西北工业大学的丁晓

庆教授、中国科学院数学与系统科学研究院的骆顺龙研究员、中国
科学院武汉物理与数学研究所的陈泽乾研究员的关心和帮助．
感谢我的家人对于我的学习和工作所给予的关心和长期不懈

的支持！

另外，本课题研究曾先后得到湖北省教育厅优秀中青年学者
项目（９８Ｂ０１６）和重点项目（２００２Ａ５３００８）、三峡大学科研基金项目
（ＫＪＢ０１０３）、三峡大学科技创新团队计划项目的资助，本书的出
版得到三峡大学应用数学重点学科建设经费的资助，在此对三峡
大学的领导和有关部门表示感谢．

于　林

２００５年５月于宜昌
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书书书

第一章　Ｂ值随机变量及其基本性质

本书研究的领域属于Ｂａｎａｃｈ空间中的概率论的一个分支，所

要研究的主要对象是取值于 Ｂａｎａｃｈ空间的一种特殊随机过
程———鞅．因此，首先必须建立无穷维向量值随机变量的概念．
无穷维向量值随机变量的概念是普通的随机变量和有限维随

机向量概念的推广或者说一般化．Ｂａｎａｃｈ空间或一般抽象空间中
的概率论是将随机变量和随机过程视为适当的抽象空间中的随机

向量和向量值随机过程这一种观点而发展起来的，突破了经典概
率论的研究对象只局限于取实（或复）数值的随机变量这一限制．
关于抽象空间中随机变量的定义，有各种不同的形式，在一般

情况下，它们还确实是彼此不同的概念．本书采用现今比较通用的
定义，它是普通的随机变量概念的一种自然的推广．按照这一定
义，抽象空间中的随机变量就是定义于一个概率空间上而取值于
该抽象空间的某种可测函数．因此，首先需要介绍一些关于向量值
可测函数的知识．另外，由于本书的研究范围局限于实Ｂａｎａｃｈ空
间值鞅，所以下面的讨论都将值空间选取为实Ｂａｎａｃｈ空间．

§１．１　向量值可测函数与随机变量

设（Ω，犉，Ｐ）为概率空间，称σ代数犉 是完备的，若Ａ∈犉 ，

Ｐ（Ａ）＝０，则对任意的ＢＡ，都有Ｂ∈犉．根据测度论知识，任何σ
－代数都可以通过完备化使之成为完备的σ－代数．例如以犢 表示

犉 中的零概率集的全体子集，则犉＝σＡ△Ｂ：Ａ∈犉 ，Ｂ∈｛ ｝犢 就是
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犉 的完备σ－代数，其中Ａ△Ｂ＝（Ａ－Ｂ）∪（Ｂ－Ａ）称为Ａ与Ｂ的
对称差．对于任意的Ｂ∈犢，Ａ∈犉，定义Ｐ（Ａ△Ｂ）＝Ｐ（Ａ），则Ｐ是

犉上的概率测度，称Ｐ是犉上的完备概率测度，（Ω，犉，Ｐ）是完备的概
率空间．所以，若无特别说明，今后本书中所出现的概率空间 （Ω，犉，

Ｐ）均为完备概率空间．

一、向量值可测函数的定义及基本性质

定义１．１．１　设向量值函数ｆ：Ω→Ｘ ，如果对于Ｘ上的任
何连续线性泛函φ∈Ｘ，数值函数φ［ｆ（ω）］是（Ω，犉，Ｐ）上的可
测函数，则称ｆ（ω）是 （Ω，犉，Ｐ）上的弱可测函数．

定义１．１．２　称向量值函数ｆ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉＩＡｉ为Ω上的阶梯函数

（或者简单函数），若Ａｉ∈犉，ｘｉ∈Ｘ，ｉ＝１，２，…，ｎ，Ａｉ∩Ａｊ＝

Φ （ｉ≠ｊ），∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ＝Ω；称向量值函数ｆ＝∑

∞

ｉ＝１
ｘｉＩＡｉ 为Ω上的可数

值函数（或者初等函数），若 Ａｉ ∈ 犉，ｘｉ ∈ Ｘ，ｉ＝１，２，…，

Ａｉ∩Ａｊ ＝Φ（ｉ≠ｊ），∪
∞

ｉ＝１
Ａｉ＝Ω．

显然，阶梯函数（或者简单函数）是可数值函数（或者初等函
数）．
定义１．１．３　称向量值函数ｆ：Ω →Ｘ为 （Ω，犉，Ｐ）上的强

可测（或者简单地称可测）函数，如果存在阶梯函数列 ｛ｆｎ｝几乎
处处强收敛于ｆ，即 Λ ∈犉，Ｐ（Λ）＝０，ω∈Ω－Λ，有

‖ｆｎ（ω）－ｆ（ω）‖→０（ｎ→∞）．此时，记为ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆｎ＝ｆ，ａ．ｅ．或

ｆｎ →ｆ，ａ．ｅ．．
定理１１１　向量值函数ｆ可测的充分必要条件是存在可

数值函数列几乎处处收敛于ｆ．
证明 　只需证明充分性．设 ｆ｛ ｝ｎ 是可数值函数列，且几乎

处处有ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆｎ ＝ｆ，即存在Λ０∈犉，Ｐ（Λ０）＝０，ω∈Ω－Λ０，
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有

ｌｉｍ
ｎ→∞
‖ｆｎ（ω）－ｆ（ω）‖ ＝０

对于每一个ｎ≥１，不妨设ｆｎ ＝∑
∞

ｋ＝１
ｘｋｎＩＥｋｎ，其中，Ｅ

ｋ
ｎ ∈犉，ｘｋｎ ∈

Ｘ，ｋ＝１，２，…．由于 ∪
∞

ｋ＝１
Ｅｋｎ ＝Ω，故有ｍｎ 使得

（Ｐ ∪
∞

ｋ＝ｍｎ＋１
Ｅ ）ｋｎ ＜ １ｎ２

令

ｆｎ ＝
ｆｎ， 当ω∈∪

ｍｎ

ｋ＝１
Ｅｋｎ

０， 当ω ∪
ｍｎ

ｋ＝１
Ｅ

烅

烄

烆
ｋ
ｎ

于是 ｛，ｆ ｝ｎ 为阶梯函数列，且Ｐ ｆｎ ≠ｆ（ ）ｎ ≤１ｎ２．
记Λ１＝ｌｉｍ

ｎ→∞
｛ｆｎ

≠ｆｎ｝，由Ｂｏｒｅｌ－Ｃａｎｔｅｌｌｉ引理知Ｐ（Λ１）＝０，对于任意的ω∈Ω

－（Λ０ ∪Λ１），存在Ｍ ＞０，当ｎ＞Ｍ 时，ω∈ ｛ｆｎ ＝ｆｎ｝，故

ｌｉｍ
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‖ｆｎ（ω）－ｆ（ω）‖ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
‖ｆｎ（ω）－ｆ（ω）‖ ＝０

即简单函数列 ｛ｆｎ｝几乎处处收敛于ｆ，根据定义，知ｆ可测．

二、强可测与弱可测的关系

由定义容易得到下面的基本结果．
定理１１２　向量值函数ｆ是 （Ω，犉，Ｐ）上的可测函数，则

ｆ是弱可测函数，‖ｆ‖ 是实值可测函数．
证明 　因ｆ是 （Ω，犉，Ｐ）上的可测函数，于是，存在简单函

数列ｆｎ ＝∑
ｋｎ

ｉ＝１
ｘｉｎＩＡｉｎ，ｎ≥１，使得

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆｎ ＝ｆ，ａ．ｅ．
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