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前��言

随机过程是工科各专业研究生和应用数学专业学生的一门重要的基础课程à随
机过程研究的是客观世界中随机现象演变过程的统计规律性K它在工科各专业中被
广泛地应用à我们在多年教学实践的基础上编写了这本教材K企望能满足教学的需
要à
本书在撰写过程中力求反映以下三方面的特点M
I�J强调基本概念和基本方法的阐述和训练
尽管本书是学习随机过程的入门教材K但在随机过程的基本概念上力求讲清讲

透K为此K安排了大量的例题和习题帮助学生理解基本概念和基本方法à
I�J对学生的数学基础不作过高的要求
学习本书只需具有线性代数和高等数学的基础知识即可à我们在附录中给出了

概率论的内容要点K供学生在学习时查用à本书不追求数学上的严格论证K对有些定
理只就连续型或离散型随机变量的情形给出证明à

I�J强调随机过程的应用
书中不仅介绍了随机过程理论在各专业中的应用实例K例如线性时不变系统Ð马

尔可夫链用于岩性分析和市场占有率研究等N还介绍了数理统计在随机过程中的应
用K如马尔可夫链的齐次性检验Ð平稳性检验等K使学生能真正做到学以致用à
使用本书作为教材K教学总时数约为��学时I每周�学时Jà结合学生的实际情

况K可用�Y�学时学习附录中有关概率论的内容要点à
在本书的编写和出版过程中K我们得到了同济大学应用数学系领导和教师的大

力支持K同济大学研究生院和同济大学出版社给予了大力帮助K在此一并表示衷心的
感谢à
由于编者水平有限K书中一定还会有不少缺点和错误K恳请读者指正à

编者
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第一章��随机过程的基本概念

随机过程是随机数学的一个分支K它研究客观世界中随机现象演变过程的统计
规律性à随机过程理论不仅广泛地应用于自然科学的各个领域I例如物理学Ð生物
学Ð电子技术等JK而且在社会科学的许多领域也日益受到重视à
本章介绍随机过程的定义K随机过程的分布与随机过程的数字特征K在此基础

上K我们将给出一些常用的随机过程à

������随机过程

概率论的主要研究对象是随机变量à我们用一个或有限个随机变量来描述随机
试验所产生的随机现象à但是K现实世界中的许多现象是随着时间的进展而变化发
展的K这些现象表现为一个过程K对这类随机现象仅有一个或有限个随机变量来描述
是不够的K必须用无限多个随机变量来描述这一过程à
下面来考察几个例子à
例�����某人不断地掷一颗骰子à设YIoJ表示第o次掷骰子时出现的点数Ko

��K�K�à对任意一个oK在第o次掷骰子前不知道试验结果会出现几点K因此K

YIoJ是一个随机变量à这样K随机现象可以用一族随机变量RYIoJKo1��S来描述à
例�����设YIuJ表示某流水线从开工Iu��J到时刻u为止的累计次品数à在开

工前不知道时刻u时累计次品数将有多少K因此KYIuJ是一个随机变量à假定流水线
不间断地工作K随机现象可以用一族随机变量RYIuJKu1��S来描述à
例�����由于热岛效应K上海的气温在不断转暖K设YIoJ表示从��世纪开始第

o天的最高气温I单位M�Jà对于生活在��世纪的人来说K他们不知道YIoJ的确切
值是多少K因此KYIoJ是一个随机变量à这样K随机现象可以用一族随机变量RY
IoJKo1��S来描述à
例�����设YIuJ表示从年初Iu��J到时刻u为止全国累计货运量I单位M万吨Jà

在前一年不知道下一年中YIuJ的确切值是多少K因此KYIuJ是一个随机变量à假定
统计工作不间断地进行K随机现象可以用一族随机变量RYIuJKu1��S来描述à
上述例子的共同特点是K不是静止地关心某种随机现象K从而研究个别的随机变

量K而是动态地关心某种随机现象如何随着时间的进展而变化发展的K这需要研究由
���



许多随机变量组成的一族随机变量à一般而言K这族随机变量包含无限多个随机变
量à如果这族随机变量仅含有限多个随机变量I例如K在例���中仅打算掷骰子��
次JK那么K这类问题可以用概率论中的多维随机变量来解决à一族随机变量描述了
随机现象的变化发展过程à
考察某个随机试验à设样本空间为�KB是全体随机事件组成的�域KQ是定义

在B上的概率àI�KBKQJ构成一个概率空间�à
定义�����给定概率空间I�KBKQJ与集合UO�I��K�Jà如果对每一个u��UK

YIuJ是一个随机变量K那么K称随机变量族RYIuJKu��US为随机过程à
在不致引起混淆时K随机过程RYIuJKu��US也可以记作RYIuJS或YIuJà
定义���中的U称为参数集I或指标集JK称u为参数I或指标Jà由于在绝大多

数应用场合下Ku表示时间K因此也称U为时间集K在例���与例���中KU�R�K�
�SN

K
在例���与例���中KU�P�K�Jà如果U是由有限个或可列无限个元素组成

的集合K那么K称RYIuJKu��US为离散时间I或离散参数J的随机过程à例���与例

���都是离散时间的随机过程K当U是有限集时KRYIuJKu��US就是概率论中的多维
随机变量à如果U是一个区间K那么K称RYIuJKu��US为连续时间I或连续参数J的随
机过程K例���与例���都是连续时间的随机过程à
在离散时间的随机过程中K不妨记参数集U�Ru�Ku�K�Sà对每一个参数u�Ku�

�K
K

得到随机变量YIu�JKYIu�JK�à这样K随机过程由一个随机变量序列组成à通
常称它为随机序列I或时间序列Jà随机序列RYIuoJKo1��S记作RYIoJKo1��S或
RYoKo1��Sà在不致引起混淆时K也可以记作RYoS或Yoà时间序列常用的参数集还
有R�K�K�K�SKR�K��K��K�Sà
在定义���中K规定指标集UO�SK这并非是必要的KU 可以是任意一个集合à

例如KYIuJ表示一位赛车手比赛过程中的车速K指标u�Iu�Ku�Ku�JK其中Ku� 表示风
速Ku� 表示风向Ku� 表示时间à这时K指标集UO�S不成立K但YIuJ仍是一个随机过
程à限于本书的性质K今后K总是在UO�S的前提下来研究随机过程à
给定一个随机过程RYIuJKu��USK对任意一个固定的u��UK随机变量YIuJ所取

的值称为随机过程YIuJ在时刻u所处的状态à随机过程RYIuJKu��US中所有随机变
量可能取值的全体称为随机过程YIuJ的状态空间K记作Fà状态空间F就是全体状
态组成的集合à在例���中KF�R�K�K�K�SN在例���中KF�R�K�K�K�SN在例���
中KF�I��K�JN在例���中KF�P�K�Jà不难看出K在上述例子中K把状态空间
作了适当扩大K这仅仅是为了数学上处理的方便à如果F是由有限个或可列无限个
元素组成的集合K那么K称RYIuJKu��US为离散状态的随机过程à例���与例���都

���
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是离散状态的随机过程à如果F是一个区间K那么K称RYIuJKu��US为连续状态的随
机过程à例���与例���都是连续状态的随机过程à
在概率论中引进随机变量时K曾经强调随机变量Y�YI�J是样本点�的函数K�

���à这表明K对于一个随机变量YI�JK在试验前KYI�J的取值是随机的N在试验后

YI�J是一个普通的实数K这个实数值由试验结果�决定à对于随机过程RYIuJK

u��USK要作同样的理解à要把随机过程YIuJ�YI�KuJ看作是定义在�与U 上的二
元函数à在试验前K对任意一个u���UKYI�Ku�J的取值是随机的K因而随机过程Y
I�KuJ表现为一族随机变量à在试验后K即给定表达试验结果的样本点�� 时KYI��K

uJ是一个普通的函数yIuJ�YI��KuJKu��UK它以参数u为自变量Ð状态yIuJ为因变
量K参数集U为定义域Ð状态空间F为值域à称函数yIuJIu��UJ为随机过程RYIuJKu
��US的一个样本函数K它的图像称为样本曲线I或一条轨道Jà每作一次观测I即完
成一次随机试验JK可以得到一个样本函数à由于在试验前K无法确切地知道将会得
到怎样的一个样本函数K因此K随机过程也称为随机函数à
例�����给定随机相位正弦波

YIuJ�bdptI�u��JK��_�u_��

其中Kb与�都是正常数K�服从区间P�K��J上的均匀分布SI�K��JK随机过程YIuJ
的参数集U�SK状态空间F�P�bKbQà这是一个参数连续状态连续的随机过程à
对任意一个u��UKYIuJ是随机变量�的函数K因此KYIuJ是一个随机变量à另一方
面K如果在试验后得到随机变量�的一个观测值�K相应地便有一个样本函数yIuJ

�bdptI�u��JK��_�u_��à对于�的不同的三个值����K���
��
�
K����K图���

给出了三条不同的样本曲线yj�bdptI�u��jJKj��K�K�à

图�����随机相位正弦波的样本曲线

样本函数包含了随机过程统计特性的许多有用信息à在实际应用问题中K样本
函数为随机过程的研究提供了统计推断的基础K犹如数理统计中样本为总体的研究

���
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提供了统计推断的基础à有关这方面的内容K将在第五章中作详细介绍à
为了说明随机过程应用的广泛性K下面再给出一些例子à

图�����热噪声电压的样本曲线

例�����电子元件由于内部微观粒子
I如电子J的随机热运动所引起的端电压称为
热噪声电压à以电阻的热噪声电压为例K设
RYIuJKu1��S表示热噪声电压à进行一次长
时间测量得到一条时间�电压曲线y�IuJN再
作一次观测K得到另一条曲线y�IuJK�N第o
次观测得到曲线yoIuJà这o条样本曲线示
意图见图���à在u�u� 处K从图���看到

y�Iu�JK�KyoIu�J的值是不同的K这体现了固
定u�u� 时K随机变量YIu�J的随机性à随机
过程为热噪声电压的研究提供了数学模型à
对于这类物理现象的研究奠定了统计物理的

数学基础à
例�����一个生物群体的大小I例如我

国存活大熊猫的总数J是随机的à设YIuJ表
示时刻u时该生物群体的大小àRYIuJKu��US是一个随机过程à对这个随机过程的
研究有助于了解该生物群体的数量遗传规律K进而对该生物群体的灭种现象有所防
范à
例�����设YIuJ表示在时间段P�KuQ内到达某无线寻呼台的呼叫次数KRYIuJKu

1��S是一个随机过程à在交通工程中KYIuJ可以表示在时间段P�KuQ内到达某路口的
车辆数KRYIuJKu1��S也是一个随机过程à对这类随机过程的研究有助于了解等候时
间的数量变化规律等随机现象à这些构成了排队论的主要内容à排队论是随机过程
的一个重要的应用分支à
例�����设YIoJ表示第o年的国内零售消费总量Ko��K�K�àRYIoJKo1��S

是一个随机序列à如何根据已有的统计数据YI�J�y�K�KYIlJ�yl 来预测下一年
度的国内零售消费总量YIl��J？这类预测对政府有关部门了解经济景气程度并制
订相应的财政货币政策是十分重要的à
例������某商店销售一种商品K设YIuJ表示在时间段P�KuQ内该商品的销售量N

ZIuJ表示时刻u发出的订货单到最终得到所订货物所需要的时间àRYIuJKu1��S与
RZIuJKu1��S都是随机过程à对这两个随机过程的研究I包括对这两个随机过程之间
互相联系的研究J为该商店建立最优的存储控制提供了依据à
随机过程理论产生于��世纪初K它是由物理学Ð生物学Ð通讯与控制Ð管理科学
���
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等方面的研究需要而逐步发展起来的à此外K随机过程在天文学Ð地质学Ð工程随机
振动理论Ð随机系统理论Ð计量经济学与随机运筹学等领域都有着广泛的应用à随机
过程应用的广泛性源于自然现象与社会现象的随机性K随机过程理论为大量复杂的
随机现象的研究提供了数学工具à

������随机过程的分布

概率论的基本内容是研究随机变量的分布à随机变量的分布刻划了随机变量的
统计规律性à分布的表现形式是分布函数I或离散型随机变量的概率函数K或连续型
随机变量的密度函数Jà随机过程RYIuJKu��US由一族随机变量组成à如何描述这
族随机变量的统计规律性I即分布J？当参数集U 为有限集时K随机过程RYIuJK

u��US由有限个随机变量组成K它本质上与概率论中的多维随机变量相同K因此可以
借助于多维随机变量的分布函数I或概率函数K或密度函数J来表达随机过程RYIuJK

u��US的分布à这在概率论中已经圆满解决了à当U 是无限集时K可以借助于有限
个随机变量的联合分布来刻划随机过程RYIuJKu��US的分布à
给定一个随机过程RYIuJKu��USà
对任意一个u��UKYIuJ是一维随机变量àYIuJ的分布函数为

GIyNuJ�QIYIuJ0�yJKy��S

称GIyNuJ为随机过程RYIuJKu��US的一维分布函数à对于不同的uKYIuJ是不
同的随机变量K因此KGIyNuJ一般也不同à全体一维分布函数组成的集合RGIyNuJKy
��SMu��US�G� 称为随机过程RYIuJKu��US的一维分布函数族à
对任意两个u�Ku���UKIYIu�JKYIu�JJ是二维随机变量àIYIu�JKYIu�JJ的分布

函数为

GIy�Ky�Nu�Ku�J�QIYIu�J0�y�KYIu�J0�y�JKIy�Ky�J��S�

称GIy�Ky�Nu�Ku�J为随机过程RYIuJKu��US的二维分布函数à对不同的u�Ku�K
IYIu�JKYIu�JJ是不同的二维随机变量K因此KGIy�Ky�Nu�Ku�J一般也不同à全体二

维分布函数组成的集合RGIy�Ky�Nu�Ku�JKIy�Ky�J��S�Mu�Ku���US�G� 称为随机过
程RYIuJKu��US的二维分布函数族à
一般地K对任意o个u�K�Kuo��UKIYIu�JK�KYIuoJJ是o维随机变量àIYIu�JK

�KYIuoJJ的分布函数为

GIy�K�KyoNu�K�KuoJ�QIYIu�J0�y�K�KYIuoJ0�yoJKIy�K�KyoJ��So

���
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称GIy�K�KyoNu�K�KuoJ为随机过程RYIuJKu��US的o维分布函数à全体o维分布

函数组成的集合RGIy�K�KyoNu�K�KuoJKIy�K�KyoJ��SoMu�K�Kuo��US�Go 称为
随机过程RYIuJKu��US的o维分布函数族à
定义�����随机过程RYIuJKu��US的全体一维分布函数族G�K二维分布函数族

G�K�的并集

G���
�

o��
Go�RGIy�K�KyoNu�K�KuoJMu�K�Kuo��UKo1��S

称为随机过程RYIuJKu��US的有限维分布函数族à
假定随机过程RYIuJKu��US是一个连续状态的随机过程à对任意一个u��UK

YIuJ通常是连续型随机变量K它的密度函数记作gIyNuJà称gIyNuJ为随机过程
RYIuJKu��US的一维密度函数à全体一维密度函数组成的集合称为随机过程RYIuJK

u��US的一维密度函数族à一般地K称IYIu�JK�KYIuoJJ的密度函数gIy�K�KyoN

u�K�KuoJ为随机过程RYIuJKu��US的o维密度函数à全体o维密度函数组成的集合
称为随机过程RYIuJKu��US的o维密度函数族à随机过程RYIuJKu��US的一维密度
函数族Ð二维密度函数族Ð��的并集

RgIy�K�KyoNu�K�KuoJMu�K�Kuo��UKo1��S

称为随机过程RYIuJKu��US的有限维密度函数族à
对于离散状态的随机过程是类似的K相应地有随机过程RYIuJKu��US的有限维

概率函数族à
随机过程RYIuJKu��US的有限维分布函数族Ð有限维密度函数Ð有限维概率函数

族统称为随机过程RYIuJKu��US的有限维分布族à有限维分布族刻划了随机过程
RYIuJKu��US取值的统计规律性à
下面举例说明如何求随机过程的一Ð二维分布K所用方法不超出概率论知识的范

围à
例������设随机过程YIuJ�uWKu1��K其中KW 是随机变量KW 的概率函数为

W �� �
Qs ��� ���

试求随机过程YIuJ的一维分布函数GIyN��
J与GIyN�J及二维分布函数GIy�Ky�N

�
�
K�Jà

解��当u���
时KYI��

J���W
是离散型随机变量K它的概率函数为

���
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YI��
J ���

�
�

qs ��� ���

因此KYI��
J的分布函数为

GIyN��
J�

�K y_����

���K ���0�y_�
�
�

�K y1�

�

�

�
�
�

当u��时KYI�J��W 是离散型随机变量K它的概率函数为

YI�J �� �
qs ��� ���

因此KYI�J的分布函数为

GIyN�J�
�K y_���
���K ��0�y_��
�K y1�

�
�

� �

当u��
�
�
Ku���时KYI J�� KYI�I JJ� �

�W
K�I JW 是二维离散型随机变量K它的

取值范围是RI���
K��JKI��

K�JSK它的概率函数为

YI�J

YI��
J

�� �

��� ��� �

�
� � ���

因此KYI J�� KYI�I JJ的分布函数
����������G y�Ky�N

�
�
KI J� �Q YI J�� 0�y�KYI�J0�yI J�

���
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�������������

�K y�_��
�
�
或y�_���

���K ���0�y�_�
�
�
且y�1���Ky�1��

�
�
且��0�y�_��

�K y�1�
�
�
且y�1�

�

�

� �

在例����中K当u��时K把YI�J视作服从退化分布I见附录��JQIYI�J��J

��的随机变量à
例������通过抛掷一枚均匀硬币定义一个随机过程RYIuJK��_�u_��SK其中

YIuJ�
dptuK 出现正面

uKR 出现反面

试求随机过程 YIuJ的一维分布函数G yN��I J� 与 G yN�I J� 及二维分布函数
G y�Ky�N���

K�I J� à

解�� 当u� � ��
时KY ��I J� 是 离 散 型 随 机 变 量K它 的 取 值 范 围 是

dpt ��I J� K��R S� �
�
��
K��R S� à由于硬币出现正面与出现反面的概率都是�

�
K因

此KY ��I J� 的概率函数为
Y ��I J� ���

�
��

qs �
�

�
�

从而Y ��I J� 的分布函数为

GIyN���
J�

�K y_����
�
�
K ���0�y_�

�
��

�K y1��
�

�

�

� �

类似地K当u���
时KY �I J� 的取值范围是 �

��
K�R S� K它的概率函数为

���
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YI��
J �

��
�
�

qs �
�

�
�

从而Y �I J� 的分布函数为

GIyN���
J�

�K y_��
��

�
�
K ��

��
0�y_���

�K y1��

�

�

� �

当u�����
Ku����
时KY ��I J� KY �I JI J�

是二维离散型随机变量K当硬币出现

正面时K它取值 �
��
K�
�I J� 的概率为��N当硬币出现反面时K它取值 ���

K�I J� 的概率
为�
�
à因此KY ��I J� KY �I JI J�

的概率函数为

YI��
J

YI���
J

�
��

�
�

��� � �
�

�
��

�
� �

从而 Y ��I J� KY �I JI J�
的分布函数

����������G y�Ky�N���
K�I J� �Q Y ��I J� 0�y�KY

�I J� 0�yI J�

�������������

�K y�_����
或y�_�

�
��

�K ���0�y�_�
�
��
且�
��
0�y�_���

�
�
K ���0�y�_�

�
��
且y�1���

Ky�1�
�
��
且�
��
0�y�_���

�K y�1�
�
��
且y�1��

�

�

� �

���
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例������设随机过程YIuJ�V�uWK��_�u_��K其中KVKW 是相互独立的随
机变量K且都服从标准正态分布 OI�K�Jà由正态分布的性质知道K对任意一个

u��SK

YIuJ�V�uWYOI�K��u�J

因此K随机过程YIuJ的一维密度函数为

gIyNuJ� �
��I��u�� J

fyq �
y�

�I��u�R SJKy��S
在概率论中K正态分布OI��

�J是一个重要的常用分布K它的函数为

gIyJ� �
����
fyq �

Iy��J
�

��R S� Ky��S

正态分布可以推广成o维正态分布OI��K�DJK它的密度函数为

gIy�K�KyoJ�I��J�
o
�b��Db��

�
�fyq ���

I�y���J
U�D��I�y���R SJK�y��So

其中K�y�Iy�K�KyoJUK均值向量���IFY�K�KFYoJ
UKU表示向量或矩阵的转置K

协方差矩阵

�D�

dpwIY�KY�J dpwIY�KY�J � dpwIY�KYoJ

dpwIY�KY�J dpwIY�KY�J � dpwIY�KYo
� � � �

J

dpwIYoKY�J dpwIYoKY�J � dpwIYoKYo

�

�

�

�J

b��Db�是矩阵�D的行列式ào维正态分布的性质见附录��à直接判断o维随机变量是
否服从o维正态分布是比较困难的à下面的引理���给出了一个较方便的判定准
则à
引理�����o维随机变量IY�K�KYoJ服从o维正态分布的充分必要条件是M对

任意实数m�K�KmoK随机变量Y�K�KYo 的线性组合`�
o

j��
mjYj服从一维正态分布à

熟悉特征函数知识的读者可在附录��中找到这条引理的证明K在引理���中K

当m����mo��时K`�
o

j��
mjYj 服从退化分布K但也可以认为它服从退化的正态分布

OI�K�Jà严格说明需要用到特征函数概念à以后类似的情形不再一一指明à
正态分布在随机过程中也有相应的表现形式à
定义�����给定随机过程RYIuJKu��USà如果YIuJ的任意有限维分布都是o维

正态分布K即对任意的u�K�Kuo��UIo1��JKIYIu�JK�KYIuoJJ都服从o维正态分布K

����
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