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００１　　　　

四边形的基本概念与性质
◎

１．１　四边形的基本概念与三角形

四边形是人们日常生活和生产中应用较广的一种几何图形，是平面几何
中的基本图形，也是平面几何研究的主要对象．四边形有凸四边形（每一个内
角均小于平角）、凹四边形（有一个内角大于平角）和折四边形（有两条边相
交），这里我们只讨论凸四边形和特殊凸四边形．对于平行四边形、矩形、菱形、
正方形、梯形等特殊凸四边形，它们有着一系列美妙的性质，我们将在以后各
节分别介绍．
凸四边形有四条边，四个内角．凸四边形的全等是要求对应边都相等且对

应角都相等，凸四边形的相似是要求对应角都相等且对应边都成比例．凸四边
形的内角和为３６０°，其外角和也为３６０°．连接凸四边形两个不相邻的顶点的
线段称为四边形的对角线．凸四边形的每条对角线将四边形分割成两个三角
形．因此，开始研究凸四边形时，常通过作辅助线把四边形转化为三角形，运用
三角形的知识来研究四边形问题．例如，前述的四边形的内角和定理即是．但
当我们获得了四边形的这些基本性质后，就可直接运用这些性质，不必再回到
三角形的方法中去了．值得注意的是，在求解某些四边形问题时，常常将四边
形分割成一些三角形或将四边形补形成三角形来处理．
例１　（１）一个凸四边形的四个内角之比为１∶５∶６∶６，求四个内角的度数；
（２）凸四边形的四个内角可能都是钝角吗？最多有几个钝角？最少有几

个钝角？

解　（１）设凸四边形的最小内角为ｘ°，则其他三个内角分别为５ｘ°，６ｘ°，

６ｘ°，根据四边形内角和定理，知

ｘ＋５ｘ＋６ｘ＋６ｘ＝３６０．
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在Ｒｔ△ＡＤＦ中，可得

ＤＦ＝ ＡＤ２－ＡＦ槡 ２＝ ９－槡 ９
４ ＝

３
２槡３．

在Ｒｔ△ＣＤＦ中，可得

ＣＤ＝ ＣＦ２＋ＦＤ槡 ２＝ ８１
４＋

２７槡 ４ ＝ 槡３３．

另解：过Ｂ作ＢＥ⊥ＡＣ于Ｅ，则ＡＥ＝３，连ＥＤ，可推证得△ＡＥＤ为正三角

形，则ＥＤ＝ＡＥ＝ＥＣ，知△ＡＤＣ为直角三角形，ＣＤ＝ ＡＣ２－ＡＤ槡 ２＝ 槡３３．
例４　如图１３，四边形ＡＢＣＤ 中，∠Ａ ＝６０°，∠Ｂ ＝ ∠Ｄ ＝９０°，

ＡＤ ＝８，ＡＢ＝７，则ＢＣ＋ＣＤ等于（　　）．

槡 槡 槡 槡Ａ．６３ Ｂ．５３ Ｃ．４３ Ｄ．３３

图１３

（２００３年山东省竞赛题）
解　选Ｂ．理由：延长ＡＤ、ＢＣ 相交于Ｅ，在

Ｒｔ△ＡＢＥ中，由∠Ａ＝６０°，有ＡＥ＝２ＡＢ＝１４，从

而ＤＥ＝ＡＥ－ＡＤ ＝６，又可求得ＢＥ＝ 槡７３．
在Ｒｔ△ＣＤＥ中，可求得ＣＤ＝ 槡２３，ＣＥ＝ 槡４３．
于是ＢＣ＝ＢＥ－ＣＥ＝ 槡３３，故ＢＣ＋ＣＤ＝ 槡５３．
例５　（１）如图１４，已知四边形ＡＢＣＤ 中，

图１４

ＡＢ＝ＡＤ，∠ＢＡＤ ＝６０°，∠ＢＣＤ ＝１２０°．证明：

ＢＣ＋ＤＣ＝ＡＣ．
（２）如图１５，四边形 ＡＢＣＤ 中，ＡＢ ＝ ＢＣ，

∠ＡＢＣ＝６０°，Ｐ 为 四 边 形 ＡＢＣＤ 内 一 点，且

∠ＡＰＤ＝１２０°．证明：ＰＡ＋ＰＤ＋ＰＣ≥ＢＤ．（２０００年
江苏省竞赛题）
证明　（１）如图１４，延长ＢＣ至Ｅ，使ＣＥ ＝ＣＤ，

连ＤＥ．
由∠ＢＣＤ ＝１２０°，知 ∠ＤＣＥ ＝６０°．又由ＣＥ ＝

ＣＤ，知△ＣＤＥ为等边三角形．即有ＤＥ＝ＣＤ ＝ＣＥ，∠ＣＤＥ＝６０°．
又因ＡＢ ＝ＡＤ，∠ＢＡＤ ＝６０°，连ＢＤ，知△ＡＢＤ 为等边三角形．即

ＡＢ＝ＡＤ ＝ＢＤ，∠ＢＤＡ＝６０°．
连ＡＣ，在△ＡＣＤ和△ＢＥＤ中，由∠ＡＤＢ＝∠ＣＤＥ，知
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同理　　Ｓ△ＢＥＦ ＝１２
·１
３Ｓ△ＡＢＣ ＝

１
６
（２６＋５２）＝１３，

Ｓ△ＣＦＧ ＝１４
·２
３Ｓ△ＢＣＤ ＝

１
６
（３４＋２６）＝１０，

Ｓ△ＤＧＨ ＝１５
·３
４Ｓ△ＡＣＤ ＝

３
２０
（６８＋３４）＝１５．３．

从而　Ｓ四边形ＥＦＧＨ ＝Ｓ四边形ＡＢＣＤ －（Ｓ△ＡＨＥ＋Ｓ△ＢＥＦ＋Ｓ△ＣＦＧ＋Ｓ△ＤＧＨ）

＝９３．７．

例３　点Ｋ和Ｌ分别将四边形ＡＢＣＤ 的边ＡＢ 和ＣＤ 分成ｍ∶ｎ两部
分，线段ＢＬ和ＣＫ 交于点Ｐ，线段ＤＫ和ＡＬ交于点Ｑ．求证：Ｓ四边形ＫＰＬＱ ＝
Ｓ△ＢＰＣ＋Ｓ△ＡＱＤ．（１９６１年基辅数学奥林匹克题）

图１１０

证明　设四边形ＡＢＣＤ的面积为Ｓ，由

Ｓ△ＡＤＫ ＋Ｓ△ＢＣＬ ＝ ｍ
ｎ＋ｍＳ△ＡＤＢ＋

ｍ
ｎ＋ｍＳ△ＤＢＣ

＝ ｍ
ｎ＋ｍＳ

，

以及　Ｓ△ＡＤＬ＋Ｓ△ＢＣＫ ＝ ｎ
ｍ＋ｎＳ△ＡＤＣ＋

ｎ
ｍ＋ｎＳ△ＡＣＢ

＝ ｎ
ｍ＋ｎＳ

，

从而 Ｓ△ＡＤＫ ＋Ｓ△ＢＣＬ＋Ｓ△ＡＤＬ＋Ｓ△ＢＣＫ ＝Ｓ．

故　Ｓ四边形ＫＰＬＱ ＝Ｓ－（Ｓ△ＡＤＫ ＋Ｓ△ＢＣＬ＋Ｓ△ＡＤＬ＋Ｓ△ＢＣＫ）＋Ｓ△ＡＤＱ＋Ｓ△ＢＣＰ
＝Ｓ△ＡＤＱ＋Ｓ△ＢＣＰ．

例４　若凸四边形ＡＢＣＤ四边长分别为ａ、ｂ、ｃ、ｄ，且其对角线所夹锐角

为４５°．求证：ＳＡＢＣＤ ＝１４
（ａ２－ｂ２＋ｃ２－ｄ２）．（１９８４年北京市竞赛题）

图１１１

证明　如图，令ＡＢ＝ａ，ＢＣ＝ｂ，ＣＤ＝ｃ，
ＤＡ＝ｄ，设ＡＣ与ＢＤ交于点Ｏ，∠ＢＯＣ＝４５°．
又设ＯＡ＝ｘ，ＯＢ＝ｕ，ＯＣ＝ｙ，ＯＤ＝ｖ，则由
公式（１．２１），有

ＳＡＢＣＤ ＝１２
（ｘ＋ｙ）·（ｕ＋ｖ）·ｓｉｎ４５°． ①
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由余弦定理，并注意到ｃｏｓ１３５°＝－ｃｏｓ４５°，有

ｘ２＋ｕ２＋２ｘｕ·ｃｏｓ４５°＝ａ２， ②
ｕ２＋ｙ２－２ｕｙ·ｃｏｓ４５°＝ｂ２， ③
ｙ２＋ｖ２＋２ｙｖ·ｃｏｓ４５°＝ｃ２， ④
ｘ２＋ｖ２－２ｘｖ·ｃｏｓ４５°＝ｄ２． ⑤

由②－③＋④－⑤，得

２ｃｏｓ４５°·（ｘｕ＋ｙｕ＋ｙｖ＋ｘｖ）＝ａ２－ｂ２＋ｃ２－ｄ２．

上式与①式比较，注意到ｃｏｓ４５°＝ｓｉｎ４５°，故

ＳＡＢＣＤ ＝１４
（ａ２－ｂ２＋ｃ２－ｄ２）．

例５　如图１１２，在四边形ＡＢＣＤ 中，ＡＤ ＝ＤＣ ＝１，∠ＤＡＢ ＝
∠ＤＣＢ＝９０°，ＢＣ、ＡＤ的延长线交于点Ｐ．求ＡＢ·Ｓ△ＰＡＢ的最小值．（１９９４
年四川省竞赛题）

图１１２

解　设ＤＰ＝ｘ，则ＰＣ＝ ｘ２－槡 １．

由Ｒｔ△ＰＣＤ ∽Ｒｔ△ＰＡＢ，有ＣＤＡＢ ＝
ＰＣ
ＰＡ
，

则　　　　ＡＢ＝ＣＤ·ＰＡＰＣ ＝ ｘ＋１
ｘ２－槡 １

，

从而　　　ＡＢ·Ｓ△ＰＡＢ ＝１２ＡＢ
２·ＰＡ

＝
（ｘ＋１）３
２（ｘ２－１）＝

（ｘ＋１）２
２（ｘ－１）．

令ｙ＝
（ｘ＋１）２
２（ｘ－１）

，得

ｘ２＋２（１－ｙ）ｘ＋（１＋２ｙ）＝０．

因ｘ是实数，则

Δ＝４（１－ｙ）２－４（１＋２ｙ）＝４ｙ（ｙ－４）≥０．

而ｙ＞０，从而ｙ≥４．
故　ＡＢ·Ｓ△ＰＡＢ 的最小值是４．
例６　凸四边形ＡＢＣＤ的边ＡＤ、ＢＣ的延长线交于点Ｅ，设Ｈ和Ｇ分别
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是ＢＤ和ＡＣ的中点，求：△ＥＨＧ的面积与四边形ＡＢＣＤ的面积之比．（第１０
届加拿大数学奥林匹克题）

图１１３

解　设△ＥＡＢ的面积为１．

又设ＥＤ
ＥＡ ＝ｘ

，ＥＣ
ＥＢ ＝ｙ

，则

Ｓ△ＢＤＥ ＝ｘ，Ｓ△ＡＢＤ ＝１－ｘ，　　　　　　　　　

Ｓ△ＡＣＥ ＝ｙ，Ｓ△ＡＢＣ ＝１－ｙ．　　　　　　　　　

从而　Ｓ△ＥＣＤＳ△ＥＡＢ ＝
１
２ＥＣ

·ＥＤ·ｓｉｎ∠ＤＥＣ

１
２ＥＢ

·ＥＡ·ｓｉｎ∠ＡＥＢ
＝ｘｙ．

因为Ｈ是ＢＤ的中点，Ｇ是ＡＣ的中点，则

Ｓ△ＡＥＧ ＝１２Ｓ△ＡＣＥ ＝
１
２ｙ
，

Ｓ△ＡＢＧ ＝１２Ｓ△ＡＢＣ ＝
１
２
（１－ｙ），

Ｓ△ＤＥＨ ＝１２Ｓ△ＢＤＥ ＝
１
２ｘ
，

又 Ｓ△ＡＣＤ ＝Ｓ△ＡＣＥ－Ｓ△ＣＤＥ ＝ｙ－ｘｙ，

从而 Ｓ△ＡＤＧ ＝１２ｙ
（１－ｘ），

Ｓ△ＢＤＧ ＝Ｓ△ＡＢＤ －Ｓ△ＡＤＧ－Ｓ△ＡＢＧ

＝１－ｘ－１２ｙ
（１－ｘ）－１２

（１－ｙ）

＝１２－ｘ＋
１
２ｘｙ．

同时 Ｓ△ＤＧＨ ＝１２Ｓ△ＢＤＧ ＝
１
４－

１
２ｘ＋

１
４ｘｙ．

于是 Ｓ△ＤＥＧ ＝Ｓ△ＡＣＥ－Ｓ△ＣＥＧ－Ｓ△ＡＤＧ

＝ｙ－１２ｙ－
１
２ｙ
（１－ｘ）

＝１２ｘｙ．
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则有 ４Ｓ△ＥＧＨ ＝４（Ｓ△ＤＥＨ ＋Ｓ△ＤＧＨ －Ｓ△ＤＥＧ）

＝４ １２ｘ＋
１
４－

１
２ｘ＋

１
４ｘ（ ）ｙ －１２ｘ［ ］ｙ

＝１－ｘｙ＝Ｓ△ＡＢＥ－Ｓ△ＣＤＥ
＝ＳＡＢＣＤ．

故　Ｓ△ＥＨＧＳＡＢＣＤ ＝
１
４．

另解：连ＡＨ，ＣＨ，得

Ｓ△ＥＨＧ ＝Ｓ△ＡＥＨ －Ｓ△ＡＧＨ －Ｓ△ＡＧＥ

＝（Ｓ△ＥＤＨ ＋Ｓ△ＡＤＨ）－１２Ｓ△ＡＣＨ －
１
２Ｓ△ＡＣＥ

＝１２Ｓ△ＢＤＥ＋
１
２Ｓ△ＡＢＤ －

１
２ＳＡＨＣＥ

＝１２Ｓ△ＡＢＥ－
１
２ＳＡＨＣＥ

＝１２ＳＡＢＣＨ

＝１２
１
２Ｓ△ＡＢＤ ＋

１
２Ｓ△（ ）ＢＣＤ

＝１４ＳＡＢＣＤ．

故　Ｓ△ＥＨＧＳＡＢＣＤ ＝
１
４．

例７　凸四边形的边长为ａ，ｂ，ｃ，ｄ，一组对角之和等于２α．求证：四边形

的面积等于 （ｐ－ａ）（ｐ－ｂ）（ｐ－ｃ）（ｐ－ｄ）－ａｂｃｄ·ｃｏｓ２槡 α，其中ｐ为四边

图１１４

形的半周长．（１９３６年基辅数学奥林匹克题）
证明　如图１１４，设在四边形 ＡＢＣＤ 中，

ＡＢ＝ａ，ＢＣ＝ｂ，ＣＤ＝ｃ，ＤＡ＝ｄ，∠Ａ＋∠Ｃ＝
２α．
连ＢＤ，在△ＡＢＤ 中，有ＢＤ２ ＝ａ２ ＋ｄ２ －

２ａｄ·ｃｏｓＡ，在△ＢＣＤ中，有ＢＤ２＝ｂ２＋ｃ２－２ｂｃ·

ｃｏｓＣ，从而，有ａ
２＋ｄ２－ｂ２－ｃ２

２ ＝ａｄ·ｃｏｓＡ－

ｂｃ·ｃｏｓＣ． ①
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设四边形ＡＢＣＤ的面积为Ｓ，则

２Ｓ＝ａｄ·ｓｉｎＡ＋ｂｃ·ｓｉｎＣ． ②

将①式、②式两边平方再相加，得

　　　　　　４Ｓ２＋１４
（ａ２＋ｄ２－ｂ２－ｃ２）２

　　　　　＝ａ２ｄ２＋ｂ２ｃ２－２ａｂｃｄ（ｃｏｓＡ·ｃｏｓＣ－ｓｉｎＡ·ｓｉｎＣ）．

于是，１６Ｓ２＝４（ａ２ｄ２＋ｂ２ｃ２）－（ａ２＋ｄ２－ｂ２－ｃ２）２－８ａｂｃｄ·ｃｏｓ２α
＝４（ａ２ｄ２＋ｂ２ｃ２）－（ａ２＋ｄ２－ｂ２－ｃ２）２－８ａｂｃｄ（２ｃｏｓ２α－１）

＝４（ａ２ｄ２＋ｂ２ｃ２）－（ａ２＋ｄ２－ｂ２－ｃ２）２＋８ａｂｃｄ－１６ａｂｃｄ·ｃｏｓ２α
＝４（ａｄ＋ｂｃ）２－（ａ２＋ｄ２－ｂ２－ｃ２）２－１６ａｂｃｄ·ｃｏｓ２α．

设ｐ＝１２
（ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ），则

　　　４（ａｄ＋ｂｃ）２－（ａ２＋ｄ２－ｂ２－ｃ２）２

＝［２（ａｄ＋ｂｃ）－（ａ２＋ｄ２－ｂ２－ｃ２）］·［２（ａｄ＋ｂｃ）＋（ａ２＋ｄ２－ｂ２－ｃ２）］

＝（ａ＋ｂ＋ｃ－ｄ）（ｂ＋ｃ＋ｄ－ａ）（ａ＋ｄ＋ｂ－ｃ）（ａ＋ｄ－ｂ＋ｃ）

＝１６（ｐ－ａ）（ｐ－ｂ）（ｐ－ｃ）（ｐ－ｄ），

故 Ｓ＝ （ｐ－ａ）（ｐ－ｂ）（ｐ－ｃ）（ｐ－ｄ）－ａｂｃｄ·ｃｏｓ２槡 α．

注　推证中用到三角公式ｃｏｓ（ｘ＋ｙ）＝ｃｏｓｘ·ｃｏｓｙ－ｓｉｎｘ·ｓｉｎｙ．

　　　　　习　题　１．２

１ 给定凸四边形ＡＢＣＤ，边ＡＢ和ＣＤ的中点分别为Ｋ和Ｍ，线段ＡＭ 和

ＤＫ的交点为Ｏ，线段ＢＭ和ＣＫ的交点为Ｐ．求证：四边形ＭＯＫＰ的面
积等于△ＢＰＣ和△ＡＯＤ的面积之和．（第２２届莫斯科数学奥林匹克题）

２ 凸四边形ＡＢＣＤ 中，ＢＣ和ＡＤ 的中点分别为Ｅ，Ｆ．求证：Ｓ△ＥＤＡ ＋
Ｓ△ＦＢＣ ＝ＳＡＢＣＤ．（第３０届ＩＭＯ预选题）

３ 如图，ＯＢｉ瓛ＡｉＡｉ＋１，其中ｉ＝１，２，３，４．（Ａ５＝Ａ１）．求证：Ｂ１Ｂ２Ｂ３Ｂ４的
面积为Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４的面积的２倍．（第１４届加拿大奥林匹克题）



０１３　　　

四边形的基本概念与性质
◎

第３题图
　　　　　　

第４题图

４ 如图，已知凸四边形ＡＢＣＤ 的面积为Ｓ，四边ＡＢ、ＢＣ、ＣＤ、ＤＡ 的
第１个三等分点是Ｅ、Ｆ、Ｇ、Ｈ．连ＡＦ、ＢＧ、ＣＨ、ＤＥ，相邻两连线交于

Ｉ、Ｊ、Ｋ、Ｌ，又△ＡＥＬ、△ＢＦＩ、△ＣＧＪ、△ＤＨＫ的面积分别为ａ、ｂ、ｃ、

ｄ，Ｓ１＝ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ，则四边形ＩＪＫＬ的面积为（　　）．

Ａ．４９Ｓ－Ｓ１ Ｂ．５９Ｓ－Ｓ１

Ｃ．２９Ｓ＋Ｓ１ Ｄ．１３Ｓ＋Ｓ１

（第１４届“五羊杯”竞赛题）

５ 给定一个凸四边形，是否总能在它的内部确定一点，使得该点与各边中点
的连线将四边形分成四个面积相等的区域？如果这样的点存在，那么是
否是惟一的？（１９９２年加拿大训练题）

６ 设在四边形ＡＢＣＤ内可找到一点Ｐ，使得四个三角形△ＰＡＢ，△ＰＢＣ，

△ＰＣＤ，△ＰＤＡ的面积相等．求证：点Ｐ必位于对角线ＡＣ或ＢＤ上．
（１９８３年瑞士数学奥林匹克题）

７ 已知四边形ＡＢＣＤ的面积为３２，ＡＢ、ＣＤ、ＡＣ的长都是整数，且它们的
和为１６．（１）这样的四边形有几个？（２）求这样的四边形边长的平方和的
最小值．（２００３年全国联赛题）

８ 设四边形的４条边长依次为ａ、ｂ、ｃ、ｄ，它的面积为Ｓ．证明：Ｓ≤１４
（ａ＋

ｃ）（ｂ＋ｄ）．（第１６届莫斯科数学奥林匹克题）
９ Ｍ和Ｐ是凸四边形ＡＢＣＤ的边ＢＣ和ＣＤ的中点．已知：ＡＭ＋ＡＰ＝ａ．

求证：四边形ＡＢＣＤ的面积小于ａ
２

２．
（第１４届全苏数学奥林匹克题）

１０ 设△ＸＹＺ的边上有Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ四个点，且每条边上至少有一个点，且

Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ四点都不和Ｘ、Ｙ、Ｚ三点重合．求证：在△ＡＢＣ、△ＡＢＤ、

△ＡＣＤ、△ＢＣＤ这四个三角形中，至少有一个的面积不大于△ＸＹＺ面积
的四分之一．（１９９０年山西竞赛题，１９９１年全国高中联赛题与此题类同）



０１４　　　　

◎　　
四边形：从分解到组合

１１ 依次延长四边形ＡＢＣＤ 的边ＡＢ、ＢＣ、ＣＤ、ＤＡ 至Ｅ、Ｆ、Ｇ、Ｈ，使
ＢＥ
ＡＢ ＝

ＣＦ
ＢＣ＝

ＤＧ
ＣＤ＝

ＡＨ
ＤＡ ＝ｍ．

若ＳＥＦＧＨ ＝２ＳＡＢＣＤ，求ｍ的值．（１９９４年上

海市竞赛题）
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