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换元奇妙法

多年来致力于数学学习法研究的陆海泉老师指出：“换元，作

为一种重要的思想方法，贯串于整个中学数学教材之中，相当重

要。”为此陆老师归纳并总结了员园种换元方法，以启示同学们注意
换元方法的多样性和换元技巧的灵活性。

这十种方法依次是：局部换元法、整体换元法、常值换元法、均

值换元法、增次换元法、对称换元法、多元换元法、三角换元法、比

值换元法和复数换元法。

员、局部换元法
局部换元是中学生最早接触到的基本换元方法。局部换元的

作用主要是将比较复杂的新的问题，化归为比较简单的已经解决

了的问题。例如：

解方程组

远
载垣
远
赠越
员
圆 ①

愿
载原
猿
赠越
猿
员园

{
②

解：设
员
载越葬，
员
赠越遭，则原方程组变为

远葬垣远遭越员圆

愿葬原猿遭越猿{
员园

解整式方程组，得

葬越员圆园

遭越员{
猿园

由此可得
载越圆园
赠越猿园{ （检验略，下同）

·苑远员·
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圆、整体换元法
整体换元法是对数学问题时行整体处理的一种方法，就是将

所要解决的问题视作为一个整体，并设为 粤，通过运算求出 粤，从
而使问题获得解决。例如：

计算：
猿

槡槡苑垣缘圆垣
猿

槡槡苑原缘圆
解：设 粤越

猿

槡槡苑垣缘圆垣
猿

槡槡苑原缘圆
则 粤猿越（ 槡苑垣缘圆）垣（ 槡苑原缘圆）垣猿

猿

槡槡苑垣缘圆·
猿

槡槡苑原缘圆·（
猿

槡槡苑垣缘圆垣
猿

槡槡苑原缘圆）
即 粤猿越员源原猿粤，解之得粤越圆

因此，
猿

槡槡苑垣缘圆垣
猿

槡槡苑原缘圆越圆
猿、常值换元法
特值实质上就是常值换元，这不仅适用于解选择题，在一些运

算较为复杂的问题中，实施常值换元，可以使解题过程特别简练。

例如：

计算员怨愿怨伊圆园园园圆园园园原圆园园园伊员怨愿怨员怨愿怨
直接计算比较繁复。若设员怨愿怨越载，则圆园园园越载垣员员，就可以

将复杂的数字计算，转化为简单的代数式的化简。

解：设员怨愿怨越载，则圆园园园越载垣员员援
原式越载〔员园园园园（载垣员员）垣（载垣员员）〕
原（载垣员员）（员园园园园载垣载）
越员园园园员载（载垣员员）原员园园园员载（载垣员员）
越园

源、均值换元法
取考察对象的平均值换元，有时会使某些问题的解法更为灵

巧简便。例如：

解方程（
猿
槡载垣员原员）源垣（

猿
槡载垣员原猿）源越员远

·愿远员·
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解：设赠越猿槡载垣员原圆
则原方程可化为（赠垣员）源垣（赠原员）源越员远
整理得 赠源垣远赠圆原苑越园
亦赠圆越员 或赠圆越原苑（舍去）
再由

猿
槡载垣员原圆越依员

可解得 载员越圆远，载圆越园
缘、增次换元法
按常规，换元可使方程降次，但是用特殊的换元法，增高未知

数的次数，有时也使问题解决得更为简捷。例如：

解方程 圆（载垣 载圆槡 原员）越（ 槡载原员垣 载垣员）圆

解：显然有载≥员，若令赠越 载原员槡 ，

则 载原员越赠圆，载越赠圆垣员，代入原方程，得

圆（赠圆垣员垣赠 赠圆槡 垣圆）越（赠圆垣 赠圆槡 垣圆）圆

化简得 赠（赠原员）（赠圆垣赠垣圆 赠圆槡 垣圆）越园
易知 赠圆垣赠垣圆 赠圆槡 垣圆跃园，
亦赠越园或赠越员
因此，载员越员，载圆越圆
远、对称换元法
解含有形如 粤载圆垣粤赠圆垣月载赠垣悦载垣悦赠垣耘的式子的一类问

题，用常规方法往往有困难，若采用对称换元，则可化难为易，化繁

为简。例如：

若载圆垣载赠垣赠圆越猿，
求酝越载圆垣赠圆的最大值和最小值。
解：令载越皂原灶，赠越皂垣灶
则载圆垣载赠垣赠圆越猿可化为猿皂圆垣皂圆越猿
此时，酝越载圆垣赠圆越圆皂圆垣圆灶圆

越圆皂圆垣圆（猿原猿皂圆）越远原源皂圆

·怨远员·
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疫原员≤皂≤员，
亦酝皂葬曾越远，酝皂蚤灶越圆
苑、多元换元法
有些无理方程，可施行多元代换，转化为方程组。例如：

解方程
猿
（缘原载）槡 圆垣

猿
（源垣载）槡 圆

越
猿
圆园垣载原载槡 圆垣猿

解：令
猿
槡缘原载越怎，

猿
槡源垣载越增

则
怎猿垣增猿越怨，

怎圆垣增圆{ 越原怎增越猿援
解得
怎越圆
增越员
或
怎越员
增越圆

从而可得原方程的解为载越源，载圆越原猿
愿、三角换元法
利用三角函数某些特殊性质，施行三角换元，可以将难以解决

的代数问题，转化为三角问题。这是我们在数学解题中必须重视

的一种换元技巧。例如：

解方程 泽蚤灶载垣糟燥泽载垣泽蚤灶载糟燥泽载越员
解：令泽蚤灶载垣糟燥泽载越贼（ 槡原圆≤贼≤槡圆）

则 泽蚤灶载糟燥泽载越员圆（贼
圆原员），代入原方程，得

贼圆垣圆贼原猿越园亦贼越员或 贼越 原猿（舍去）

于是 泽蚤灶载垣糟燥泽载越员，载越噪π（原员）噪π源原
π
源π（噪∈扎）

怨、比值换元法

解一类连等条件
粤
月越
悦
阅越
耘
云⋯⋯的问题时，设这些比的比值

为噪，转化为含噪的问题来解决，方法尤为巧妙。例如：

已知载、赠、扎满足载原员越赠垣员圆 越
扎原圆
猿试求 载、赠、扎为何值时 载

圆

垣赠圆垣扎圆有最小值。
·园苑员·
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解：设载原员越赠垣员圆 越
扎原圆
猿 越噪

则有 载越噪垣员，赠越圆噪原员，扎越猿噪垣圆
于是 载圆垣赠圆垣扎圆越员源噪圆垣员园噪垣远

越员源（噪垣缘员源）
圆垣缘怨员源≥
缘怨
员源

因此，当噪越原缘员源，即载越
怨
员源，赠越原

员圆
苑，扎越
员猿
员源时，

载圆垣赠圆垣扎圆有最小值缘怨员源。

员园、复数换元法
复数换元，就是通过引进适当的复数，把有关实数看作是这个

复数的实部或虚部，而后利用复数的性质及其运算解决问题。例

如：

已知：泽蚤灶粤垣泽蚤灶猿粤垣泽蚤灶缘粤越葬
糟燥泽粤垣糟燥泽猿粤垣糟燥泽缘粤越遭

求证（员）遭≠园时，贼早猿粤越
葬
遭

（圆）（员垣圆糟燥泽圆粤）圆越葬圆垣遭圆

（员怨愿远年高考理科数学试题）
证明：设扎越糟燥泽粤垣蚤泽蚤灶粤，则扎垣扎猿垣扎缘越遭垣葬蚤

由 渣扎渣越员得 扎圆垣员
扎圆
越圆糟燥泽圆粤

故 扎垣扎猿垣扎缘越扎猿（员垣扎圆垣员
扎圆
）越扎猿（员垣圆糟燥泽圆粤）

即 （员垣圆糟燥泽圆粤）·（糟燥泽猿粤垣蚤泽蚤灶猿粤）越遭垣葬蚤

所以，当遭≠园时，贼早猿粤越
葬
遭

又由渣扎猿（员垣圆糟燥泽圆粤）渣越渣遭垣葬蚤渣，得
（员垣圆糟燥泽圆粤）圆越葬圆垣遭圆

换元这一方法，从初中到高中均要用到，陆老师对这一方法进

·员苑员·
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行了很好的总结，希望同学们好好体会。

空间问题平面法

浙江省余姚县姚坚平老师说：“化空间问题为平面问题是解立

体几何题的常用思想方法。”但许多同学似乎重视不够。为此姚老

师特意总结归纳了五种常用的空间问题平面化的方法。

将空间问题平面化，会大大降低问题的难度。为此常用的五

种方法是：降维法、三角形法、辅助平面法、截面法和展开法。

员、降维法
平面几何的基本元素是点、线，立体几何的基本元素是点、线、

面。在解立体几何的有关问题时，我们引进“降级”的思想方法，即

将“面”降为“线”，“线”降为“点”，把三维空间图形降级成二维平面

图形。如球降为圆，长方体降为矩形，棱锥降为三角形等。根据平

面问题的解题思路，通过类比，找到解决空间问题的思想方法。例






如：

粤 月

悦
载

再

澡
葬葬

孕

图 员

孕为正三棱锥底面内任意一点，过 孕引底
面垂线与棱锥侧面所在平面交于 载、再、悦，若正
三棱锥的高为澡，求孕载垣孕再垣孕悦。
姚老师提示说：直接解本例，图难作且思

路难找，通过降维，棱 锥的侧面降为三角形的

腰，底面降为三角形的底边，则正三棱锥应降为等腰三角形。相应

的平面问题即为：孕为等腰三角形底边上任意一点，过 孕作底边的
垂线与两腰所在直线交于载、再，等腰三角形的高为澡，求孕载垣孕再。
如图员，孕载越粤孕·贼早葬，孕再越月孕·贼早葬，故 孕载垣孕再越贼早葬（孕粤垣孕月）越贼早葬

·粤月越圆·贼早葬·粤月圆越圆澡。

依此方法易求出孕载垣孕再垣孕悦越猿澡（此时葬侧面与底面所成的
角）。

·圆苑员·
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圆、三解形法

粤







匝月

悦
郧酝

孕

晕 阅

图圆

不少立体几何问题，已知和所求元素的

图形虽不在同一平面内，但通过（直角）三角

形中的边角关系，可把这些不同平面内元素

间的关系转化到一个三角内，从而在一个三

角形解决问题。例如：

过二面角 酝原孕匝原晕的棱上一点 粤，在
平面酝内引一条射线 粤郧和棱 孕匝成 源缘毅角。粤郧和平面 晕成 猿园毅
角，求二面角酝原孕匝原酝的度数。
解：如图圆，在粤郧上取一点 悦，过 悦作 悦月⊥晕于 阅，连 粤阅，则

∠悦粤阅为粤郧与晕所成的角，即∠悦粤阅越猿园毅，再过悦作 悦月⊥孕匝于
月，连 月阅，则∠悦月阅为所求二面角的平面角。设 粤悦越葬，则在 砸贼

△粤月悦中，月悦越粤悦·泽蚤灶源缘毅越槡
圆
圆葬，在 砸贼△粤阅悦中，阅灾越粤悦·泽蚤灶猿园毅越

员
圆葬。所以，在砸贼△月阅悦中，泽蚤灶∠悦月阅越

阅悦
月悦越

员
圆葬

槡圆
圆葬
越槡圆圆，得∠悦月阅越

源缘毅，即所求二面角的大小为源缘毅。
姚老师解释道：上例中，两已知角∠郧粤月越源缘毅、∠郧粤阅越猿园毅，

分别在平面晕和郧粤阅中，而所求角∠郧月阅则在平面 郧月阅中，三个
不同平面内的元素，通过三角形中的边角关系，把条件∠郧粤月越
源缘毅转化到月郧上，把∠郧粤阅越猿园毅转化到 郧阅上，则 阅郧、月郧和所求
的∠郧月阅在同一砸贼△郧阅月上，问题便迎刃而解。
猿、辅助平面法
所谓辅助平面法，就是通过作辅助平面，把有关元素移到所

作平面内，便于在同一平面内建立已知和未知的关系，以解决问

题。例如：

如图猿，正方体粤月悦阅原粤忆月忆悦忆阅忆中，棱长为 葬，郧是上底面的
·猿苑员·
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




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
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


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




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
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





粤 云 月

悦
阅

粤忆

阅忆 悦忆

孕
月忆酝耘

郧 匝

图 猿

中心，求月’悦和月郧所成的角。
简解：过 郧作平行于面 月员悦的平

面 耘云孕匝，交四棱于 耘、云、孕、匝。设 孕匝
中点为 酝，连 郧酝，则 郧酝∥月忆悦，所以

∠酝郧月为 月忆悦和 月郧所成的角。连

酝月，在Δ郧酝月中，郧酝越槡
圆
圆葬

郧月越 葬圆垣（槡圆圆葬）槡 圆越槡远圆葬 月酝越 孕月
圆垣孕酝槡 圆

越 （员圆葬）
圆垣葬圆垣（员圆葬）槡 圆 槡越远葬

所以糟燥泽∠酝郧月越
（槡远圆葬）

圆垣（槡圆圆葬）
圆原（槡远圆葬）

圆

圆·槡远圆葬·
槡圆
圆葬

越槡猿远

即∠酝郧月越葬则糟糟燥泽槡
猿
远

源、截面法
粤 悦

粤员

韵

悦员

韵员

图源

对立体几何中的有些问题，特别

是涉及旋转体的问题，可以通过作截

面，使问题中的元素都落在一截面内。

这样问题便可在平面内解决了。例如

在棱长为 圆葬的立方体容 器内装满水，
先把半径为 葬的球放入水中，然后再
放人一个球，使它淹没在水中，要使从正方体中溢出来的水量为最

大，问第二次放入的球的半径应该是多大？

解：依题意可知两球的球心都在这正方体的一条对角线上。

·源苑员·
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设正方体 粤月悦阅原粤员月员悦员阅员没入水中的小球 韵员和球 韵与水
面粤月悦阅都相切，过棱 粤粤忆、悦悦忆作出正方体的对角面 粤粤忆悦忆悦。如
图源，粤粤忆悦忆悦是矩形，圆韵员与圆韵是两球的大圆，并且都和 粤悦相
切。

因为粤悦员 槡越圆猿葬

所以 槡粤韵越猿葬，粤杂越（槡猿原员）葬
又设圆 韵员半径为 则，则 粤韵员 槡越猿则，粤杂越（槡猿垣员）则，即（槡猿原员）葬

越（槡猿垣员）则，即第二次放入的球，半径应为 则越槡
猿原员
槡猿垣员
葬（ 槡圆原猿）葬援

缘、展开法
有些空间图形，将其表面展开后即是平面图形，我们便可在此

平面图形内，研究有关元素间的关系，求得问题的解决。例如：

圆台的上下底面半径是缘和员园，母线长圆园，求从其中一条母
线的中点绕圆台侧面一周后到原来母线下端的最短线的长度，以

及最短线与上底面圆周的最近距离。

解：将圆台的侧面展开成扇环形，其圆心角θ越
员园原缘
圆园 伊猿远园毅越

怨园毅，从母线中点月绕侧面一周后到原来母线下端粤的最近距离为
展开图图缘中线段粤忆月






的长。

粤

月

韵 韵

阅粤

耘

月
粤忆

图缘

将圆台补成圆锥，设小圆锥母线长为载，则有缘员园越
曾
曾垣圆园，得载

越圆园，可知展开图中 韵粤越源园，于是 韵月越猿园，所以 粤忆月越 猿园圆垣源园槡 圆

·缘苑员·
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越缘园。
作韵阅⊥粤忆月交上底圆弧于 耘，则 耘阅为最短线与上圆周的最

近距离。

又韵阅越韵粤忆伊韵月粤忆月越圆源，韵耘越圆园，所以耘阅越源。

同学们大多知道将立体几何的问题转化为平面几何问题，大

大有利于问题的解决，但却不很清楚通过什么具体方法去实现这

一点。为此我们应该感谢姚老师为我们所做的精彩总结。

解答选择题方法

我们总结了全国各地的师生们在实战中摸索出的许多种颇有

实效的解答选择题的方法。从中选择了十三种方法，依次介绍如

下。

这十三种方法是：干支特征法、直接法、筛选法、特殊值法、反

例法、验证法、分析法、逆推法、图像法、变换法、恒等变形法、猜证

法和概念判定法。

员、干支特征法
对于有且只有一个正确答案的选择题，充分分析题干和选择

支的特征，有时能获得灵活的简捷解法。

（员）结构特征
例：一个整数的平方数称为完全平方数，如果 皂是一个完全

平方数，那么与它相邻且比它大的一个完全平方数是

（粤）皂圆垣员； （月）皂圆垣圆皂垣员；
（悦）皂圆垣皂； （阅） 槡皂垣圆 皂垣员。
解：所求完全平方数必为关于 皂的完全平方式，选择支中只

有（月）可化为（皂垣员）圆，（阅）可化为（槡皂）圆，故知正确答案必在（月）
（阅）之中。
因为（月）和（阅）中的代数式都大于皂，因此与皂相邻且比皂大
·远苑员·
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的一个完全平方数必为（月）和（阅）中的较小者，因此选（阅）。
（圆）范围特征

例：如果渣糟燥泽θ渣越
员
缘，
缘π
圆约θ约猿π，那么泽蚤灶

θ
圆的值等于

（粤）原槡员园缘； （月）槡员园缘；

（悦）原槡员缘缘； （阅）槡员缘缘。

解：由
缘π
圆约θ约猿π得

缘π
源约
θ
圆约
猿π
圆。注意到泽蚤灶

π
圆在此区间上是

减函数，

亦 槡原圆
圆 跃泽蚤灶

θ
圆跃原员。

选择支中除（悦）在此范围内之外，其他都大于原槡圆圆，故选择
（悦）。
（猿）数字特征
例：下列各组数中，不满足方程愿缘载原猿圆赠越员园员的一组是
（粤）载越猿圆怨，赠越愿远 （月）载越远圆缘，赠越员苑员；
（悦）载越怨苑愿，赠越圆缘远；（阅）载越员猿园员，赠越猿源员。
解：在已知方程中，由于左边的减数 猿圆源赠必为偶数，愿缘载原

猿圆源赠得到差员园员是奇数，从而推知愿缘载必为奇数，因此 载是奇数。
注意到选择支中的（粤）、（月）、（阅）都是奇数，只有（悦）中的 载不是
奇数，因此选（悦）。
（源）隐含条件
例：圆悦员：载圆垣赠圆越源和圆悦圆：载圆垣赠圆垣远载垣源赠越园的位置关系

是

（粤）相切； （月）相离；
（悦）相交； （阅）内含。
解：容易验证圆 悦员的圆心坐标（园，园）适合圆 悦圆的方程，因此

·苑苑员·
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圆悦员的圆心在圆悦圆上，两圆必然相交，故选（悦）。
例：在Δ粤月悦中，糟燥泽（粤原月）垣泽蚤灶（粤垣月）越圆，则Δ粤月悦的形状

为

（粤）等腰锐角三角形；
（月）等腰钝角三角形；
（悦）等腰直角三角形；
（阅）三边都不相等的直角三角形。
解：疫糟燥泽（粤原月）≤员，泽蚤灶（粤垣月）≤员，
且糟燥泽（粤原月）垣泽蚤灶（粤垣月）越圆，

亦
糟燥泽（粤原月）越员，
泽蚤灶（粤垣月）越员{ 。

注意到
原π约（粤原月）越员
园约粤垣月约π{ 援

亦
粤原月越园

粤垣月越π{
圆
即

粤越月

悦越π{
圆

亦Δ粤月悦为等腰直角三角形，故选（悦）。
（缘）选择支特征
例：设复数扎满足关系式扎垣渣扎渣越圆垣蚤那么扎等于

（粤）原猿源垣蚤； （月）猿源原蚤；

（悦）原猿源原蚤； （阅）猿源垣蚤。

解：因为选择支中四个复数的模均小于圆，且知其中必有一个
与扎相等，所以渣扎渣约圆。注意到两共轭复数之模相等。因此渣扎渣约
圆。
设扎越葬垣遭蚤，代入知等式，得
葬垣遭蚤垣渣扎渣越圆垣蚤；葬垣遭蚤越（圆原渣扎渣）垣蚤
根据两复数相等的条件，得

·愿苑员·
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葬越圆原渣扎渣跃园，
遭越员{ 。
选择支中只有（阅）中复数的实部 葬越猿源跃园并且虚部 遭越员，故

选择（阅）。

例：函数赠越π圆原葬则糟糟燥泽
员
圆载原猿的值域是

（粤）［原π圆，
π
圆］； （月）［原

π
圆，园］；

（悦）［园，π圆］； （阅）［原π圆）∪悦园，
π
圆］。

解：选择支中的（粤）（月）（悦）均包含 赠越园，但当 赠越园时，应有

葬则糟糟燥泽 员圆载原猿越
π
圆，此时

员
圆载原猿越园。这是不可能的，因此（粤）（月）

（悦）均应排除。故选择（阅）。
圆、直接法
从题设条件出发，直接通过演算推理得出与某一选择支相同

的结论，从而决定选择支的方法叫做直接法。它是解答选择题的

最基本、最常用的方法。

例：葬则糟糟燥泽（原载）跃葬则糟糟燥泽载的充要条件是（ ）

（粤）载∈［园，π圆）； （月）载∈（园，
π
圆）；

（悦）载∈（园，员）； （阅）载∈［园，员］。
解：因葬则糟糟燥泽（原载）越π原葬则糟糟燥泽载，葬则糟糟燥泽载为减函数且值域为

［园，π］。由题设条件葬则糟糟燥泽（原载）跃葬则糟糟燥泽载π原葬则糟糟燥泽载跃葬则糟糟燥泽载

葬则糟糟燥泽载约π圆园≤员。故应选（悦）。

猿、筛选法
又称排它法或淘汰法。即通过一个一个地排除选择题中不成

立的选择支，最后得出正确的选择支的方法叫做筛选法。

·怨苑员·
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例：设园约葬约π，且泽蚤灶葬垣糟燥泽葬越
员
缘，则 贼早葬的值是：

（粤）源猿； （月）
猿
源； （悦）原

源
猿； （阅）原

猿
源。

思路分析：先根据已知条件，缩小 葬的取值范围。

解：若园约葬≤π圆，则 泽蚤灶葬垣糟燥泽葬≥员与已知条件矛盾，故
π
圆约葬

约π，从而排除（粤）、（月）。

又：泽蚤灶葬垣糟燥泽葬越员缘 跃韵，故渣泽蚤灶葬渣跃渣糟燥泽葬渣，选（悦）。

源、特殊值法
取适合题设条件的某些特殊值进行验算，由特殊情况不成立

得出一般情况更不成立来排除错误选择支，从而找出正确的选择

支的方法叫做特殊值法。

例：在各项均为正数的等比数列｛葬灶｝中，若葬缘葬远越怨，则 造燥早猿葬员垣
⋯垣造燥早猿葬员园越

（粤）员圆 （月）员园 （悦）愿 （阅）圆垣造燥早猿缘
解：令 葬缘越猿，葬远越猿，得公比为 员的等比数列 猿，猿⋯故有 造燥早猿葬员
垣造燥早猿葬圆垣⋯垣造燥早猿葬员园越造燥早猿葬造葬圆⋯葬员园越造燥早猿员园越员园
故应选（月）。
缘、反例法
用反例来排除错误选择支的方法叫做反例法。反例可以选取

不适合某一选择支的特殊值来验证已知条件是否成立。如果成

立，那么这一选择支应排除；反例也可选适合某一选择支的特殊

值，验证已知条件是否成立，如果不成立，那么这一选择支应排除。

例：不等式（载一员）（载原圆）圆（载原猿）（载原源）圆（载原缘）跃园的解集
是（）。

（粤）｛载渣员约载约猿或跃缘｝；
·园愿员·
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