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序 言
P   R   E   F   A   C   E

“一个国家的科学水平可以用它消耗的数学来度量。” 这是科学家拉奥说

的一句很著名的话。数学决定着一个国家科技的进步，是关系着一个国家未

来发展的核心学科，在这一点上已经达成共识，但人们一般不去注意数学对

人类个体的影响。随便问问我们周围的人，或者是路上的行人，什么是最重

要的或最有用的学科，不能指望他们的答案会是数学，当然他们也不会去谈

论数学对于生活的重要性。

人们对数学的了解大部分是从一本本教科书，一堂堂数学课中逐渐形成

的，很多人习惯于把数学看成一套一套的知识。但把数学看成一套一套的知

识就限制了数学的含义。因此大多数人的感觉是：数学是数学，生活是生活，

在很少的时候二者才发生关系。但事实上，一方面生活是数学的源泉，另一

方面数学也在对人的生活发生着深刻的影响。

如果我们尝试去关注一下数学的自然本性，以及数学式的思维在我们大

脑中的发展，我们或许会有些惊讶，原来数学能力就像人的语言能力一样是

人类最基本的智慧之一，数学就像人的语言一样熟悉，它就在我们的内心，我

们运用它理解和把握我们所生活的世界，它则以推理和计算的形式左右着我

们的思想、判断和行为。几乎世界上所有的学校都把数学作为一种基本科目，

这不仅是科技发展的需要，也是每一个人健全自己的心理，发展自己的基本

智能的需要。数学对人的思维和精神具有一种潜移默化的导向作用，通过这

种作用影响着人的发展，并在很大程度上决定着人和人之间的差异。

本书是一本从全新的角度谈论数学的书，全书围绕着数学与生活，展示

了数学在生活中的广泛运用，以及数学对人的深远影响，同时也分析了数学

学习和研究中的深层心理因素，并为人们学习数学、提高数学思维能力以及

在生活中更好的运用数学思维提供了积极的指导和建议。本书的叙述包括以

下几个方面：

1.通过对一些在生活中经常萦绕在人的脑际，并为很多人感兴趣的问题

的探讨，使人了解在生活细节中的数学层面。数学是以各种各样的形式渗透

序 言
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在生活之中的，并以我们所不太注意的方式发挥着它的力量，从而，数学也

是我们了解和把握生活的有力武器。

2.柏拉图有一句名言：“没有数学就没有真正的智慧。”本书揭示了数学

训练对人的深刻影响。数学不仅影响着人的思维，还对人的观念和情感等精

神因素发生作用，从而培养和塑造着人的个性。

3.从新的鉴赏角度，展示了数学的魅力所在，数学是充满智慧、令人神

往的学科。数学的迷人之处究竟在哪儿？为什么数学会是一个充满趣味、具

有娱乐性的世界？如何享受到数学的乐趣？细心的读者能从本书中找到一些

答案。

4.数学彻底地讲究逻辑，但是数学的思维并不只是理性思维，数学思维

像其他的人类行为一样，是人的一种基本能力，这种能力每一个人都有可能

进行适合自己的发展。

5.从学业上来说，数学是大多数学生都回避不了的，一些学生甚至会为

数学苦恼。我们所最熟悉的东西常常是我们最不了解的，本书以独特的视觉

对人的数学方面的能力作了深入的探讨，力求揭示数学思维中的一些微妙的

心理因素，并给出一些学习数学和塑造数学能力的新颖的见解。

6.本书告诉人们：学习和研究数学应该是一场精彩又富有启发性的旅行，

这个旅程不仅能体验到令人沉迷的风景，还能收获到精美的果实。但你首先

得沉下心来，了解数学中的奥妙，学会欣赏数学之美。

一些人是急功近利的，他们想直奔自己的各种各样的理想，忽视了如何

实现的过程，不去思索实现这些目标的途径。假如人生是在建筑一座大厦，那

么财富和劳动是重要的，而真理和智慧同样重要，数学代表的就是真理和智

慧。我们的社会可以看成由这一座座建筑物组成的街道，一个人如果想成为

街道两旁的一道建筑风景，好好修炼属于自己的数学是一个好的选择。

有人说，在现代社会，没有相当的数学知识就是文盲。事实上，数学正

变得越来越重要，数学专业在许多高校的招生排行榜上位置也越来越靠前。

如果本书的一些看法能给读者带来一些启示，从而有益于人在数学上的发展，

并使生活变得更加精彩，则作者会感到很欣慰。
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发现数学

数学既简单又深奥，简单到1+1也是数学，3岁幼儿也

能算出来，深奥到一些最尖端最前沿的数学，全世界也没有

几个人能了解得很透彻。数学的内涵随着数学的发展也在不

断深化，为了能更精确地了解什么是数学，我们应该拥有一

个对数学的立体的感觉，让我们从不同的角度来接触它，一

点点的感受数学的丰富和深邃。

第 章1
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第一节 数学门外谈数学

数学科学是人类（主要是数学家）所发现的数学规律按照数学特有的演绎规

律组成的科学体系，从数学的形成来看，它是人类的数学发现和创造积累的结

果，浓缩了所有数学研究的正确结论。对人类而言，数学从发展到现在，就数学

知识所达到的广度和深度来说，它就像一个浩渺无际的大海。

盲人摸象
大家都知道有一个很著名的“盲人摸象”的故事，这个故事说明：由于每个

人自己感知事物的角度不同，对同一个事情，不同的人常常有不同的看法。人们

对概念的掌握通常不是通过精确的定义，而是通过对具体事物的感觉和接触而逐

渐形成的，就如盲人摸象，如果不是只摸了一个部位，而是从不同的角度摸到

了，也就大概知道象是个什么事物了。人们对数学的认识常常是由自己所掌握的

数学知识所组成的，由于对数学的理解和学习的深度不同，人们对数学的感觉和

认识也不一样。

在现实生活中，人们通常根据数学和自己的关系来对“什么是数学”形成判

断。一些人对数学不太了解，也不想了解太多，但是也知道数学是学校教育中的

基础课程之一，是一门很重要的必考课程。数学给很多人的印象是，学数学很枯

燥，很乏味，很费脑子，要做很多很多令人厌倦的题，令人想逃避，要想学好数

学更是一件难事。

人们对数学的了解主要是在学校里的课堂上得到的，大部分人对数学的认识

就是数学课，一系列的数学知识和一系列的数学题，但是课堂上的数学由于教育

的目的，出于对学生的接受能力的考虑，是经过精心编排的数学。在抽象性上不

像数学科学那样高度抽象。数学科学，是严格按照逻辑法则建立起来的逻辑链，
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课堂上的数学则是相对松散的。

数学令人害怕吗

大多接触过数学的人看稍微深一点的数学书，就会感觉像是在看天书似的。

数学给人的印象是：符号、公式和定理，让人认为去理解数学是一件非常不容易

的事情。但是符号只是一种语言，一种表达和交流的工具，数学的语言是精确

的，每一个符号、每一句话都有其特定的含义，这一点上不像日常生活中的语

言，有些词和句子我们很早就学会了，也在使用它们，但是我们常常不能很好地

解释它们，有些诗人和语言大师们运用词和句子的用意更是让人难以捉摸。从这

个角度来说，数学是简单的。当然学会使用数学的语言也像学习其他语言一样，

需要下一点功夫。当然，数学本身不只是“数字符号”，它有更丰富的内涵，数

学更需要人们动脑筋思考。

数学的思考是建立在抽象概念的基础上的，很多人在理解数学时遇到了困

难，便为自己找借口说：“数学太抽象了。”其实所谓“抽象”，顾名思义就是“从

现象中抽出来”，目的是为了研究的方便，因此抽象并不可怕，数学中最常见的

数字和图形，都是从现实世界中我们所能感觉到的现象中抽出来的，它们并没

有超出人类经验的范围。无穷大“∞”和复数虽然人们看不到，但也是可以在

现实的基础上想象的。数学是一门高度抽象化的科学，抽象的结果不过是抛弃

了一些干扰我们视野的具体形象，从而简化了我们的思考，使我们更方便地研

究这个世界。

数学大多数时候是对现实世界的一种思考、描述、刻画、解释、理解，其目

的是发现现实世界中所蕴藏的一些包括数量、图形，以及其他可以予以抽象的事

物的规律。从这个意义上说，数学与人的生活是息息相关的。对数学门外汉来

说，数学是很神秘的。但是解开数学的神秘面纱，你会发现数学原来就在自己的

身边，甚至更近，就在自己的大脑之中，在思想的深处。所以别把数学想象得那

么困难和枯燥，也不要认为数学排斥常识，数学仅仅是常识的一种很微妙的表达

形式。

数学最令人苦恼的地方，莫过于数学问题的丰富和对智力的挑战，或许你对

数学非常害怕、非常恐惧，认为学好数学是需要某种智慧和天赋的，自己很笨，
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不可能学好数学，但事实上，数学能力的发展有其关键的阶段，如果没有错过这

个时间段的话，你完全可以很好地发展自己的数学能力。数学有各种层次的数

学，最高层次的数学创造能力是需要天才一般的数学天赋的，也需要一种执著精

神。但是每个人都可以根据自己的能力来学到自己需要的那一部分数学。学数学

学到微妙处，就能为自己的人生增添一种前进的动力。

数学其实很可爱
有些人喜欢数学，有些人不喜欢数学，这就像有些人喜欢下围棋，而有些人

不喜欢。通常，人们对某些事物入门以后才会喜欢。对于喜欢数学的人来说，它

是一种有趣的游戏，其中趣味和研究者对其的爱好，正是数学发展的主要动力之

一。是否对数学感兴趣也是在学校里的数学成绩优劣的决定因素之一。

很多学生并不喜欢数学，甚至有些反感，在他们的印象中数学只是“计算”

和“证明”，学数学只要会做题就行。事实上这种看法是一种偏见，也是传统应

试教育的引导所造成的误区。或许正是因为反复地做大量的题，才使人们对数学

逐渐形成了一种厌烦情绪，抑制了人们对数学的兴趣。

通过阅读本书后面的部分，你将会感觉到数学有着比做题要丰富得多的内

涵。数学的学习方式也不是只有在有限的课堂上的学习形式。数学学习有着更广

泛的思维空间和实践空间，是生动有趣的学习活动。在数学的花园里，做一个好

奇的学生去用心体会和感悟，就会发现这里是一个拥有很多奇妙果实的世界。我

们可以自由探索自己心目中的数学世界，正是这种自由探索才能体会到数学之可

爱，也丰富了作为万物之灵的人的人性。

很多人喜欢下棋、打扑克、打麻将等游戏，细究为什么会沉迷于它们，甚至

上瘾？原因之一就是因为游戏过程中有数学的计算和要运用数学的思维。但是学

下棋真要下到成为一种爱好，是需要入门的。同样，学数学只要入对了门径，你

就会觉得数学是一种非常令人沉迷的学问，通过学数学，你还有可能得到一些游

戏中不能得到的乐趣和知识，而这些可能会影响到你一生的发展。因此，数学实

在是太可爱了！
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第二节 人的智慧、模型和数学

一个学生如果数学成绩好，会被认为很聪明；一个人如果成为数学家，会被

认为具有某种智慧。那么这是一种什么性质的智慧呢？数学到底是什么，以及这

种数学方面的智慧来源于何方？对此我们未必十分清楚，原因之一是我们对这些

问题缺乏研究。

按照现代的观点来看，人的大脑就认识和判断的能力来说，是一个信息加工

机器。它对来自外界环境的各种信息进行选择、归类和推理等加工，加工的目的

是认识这个世界，以及为更好地适应或改变这个世界作出决策。加工的方式之

一，是把自己的观察和思想组织成概念的体系，我们可将这些概念的体系称为模

型。这种模型如果发展成熟到某种程度就称之为理论。在生活中，我们有时会感

到某些人说话一套一套的，其实是指一套理论，可以观察到大多数人都在某些时

候有这种应用或建立理论模型的倾向。大多数人满足于别人所构造的模型，也有

些人能创建新的模型或改进旧的模型。人其实是具有学习、构造和应用理论模型

的能力、趣味和需要的。

模型的建立在人类思想的发展中起着极其重要的作用，模型的建立使我们得

到对外在世界的原始观念，进而使我们得到科学的理论模型。在科学中，模型的

正确与否是通过逻辑和实验来检验的。这就使得我们有必要把模型和我们设想该

模型所表现的外在世界十分清楚地区别开来。这个原则现在已经在许多科学分支

中通用。正是这个原则在科技上的普遍应用，使人类的知识和能力达到了一个全

新的生机勃勃的境界。

数学正是人类所构造的一种科学模型。数学模型在概念上是首尾贯穿的，并

且具有严密的逻辑性、唯一性。比如，宗教是人类在世界中的位置的模型，哲学

也是关于人类和世界的模型，它们也使用逻辑作为推理工具，但不具有唯一性，

以至于不同的宗教和不同的哲学之间谁也不能说服谁，但是数学就不同，谁也不
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会去反对它，因为反对它，就是向自己的常识和逻辑挑战。

最简单的数学模型就是自然数1．2．3……集合。如果有一些对象，除了它

们的数目之外其他性质我们都不予考虑的话，我们就可以用自然数来数它们。在

一切语言中，都有自然数出现，只是有的语言中表示数目的名称多些，有的语言

中少些。一切民族都使用自然数这种模型。

希腊数学家创造了一种数学模型—欧几里得几何。欧几里得的《几何原

本》中描述了这个模型，并且讨论了直线、三角形以及其他几何对象，它们都出

现于我们的日常生活中，例如拉直了的绳子和所画的图形。它们已经抽象化，而

它们的相互关系总结在一些类型的公理中：“通过任意两个不同的点，能够作且

仅能作一条直线。”欧几里得几何模型就是通过这些为人类的直观所认可的公理

固定下来的。于是欧几里得几何理论以逻辑为其唯一工具而建立起来。这种理论

包含着大量与现实观察从来不矛盾的结果，例如这样的定理：三角形的三个内角

之和等于两个直角。数学正是通过诸如欧几里得几何而获得最严格与最纯粹的科

学的名声的。

早期数学的产生和发展始终围绕着数和形这两个概念不断地深化和演变。大

体上说，凡是研究数和它的关系的部分，划为代数学的范畴；凡是研究形和它的

关系的部分，划为几何学的范畴。数和形的研究经常是相互交叉的，解析几何则

是把代数方法和几何方法结合起来的一种创造。

数学的发展在早期是相对缓慢的，随着认识的发展和研究的积淀，数学逐渐

取得了较大的发展，特别是最近的四个世纪是数学的一个大发展时期，数学的内

容更加成熟和丰富，一些新的数学分支也建立起来。推动数学发展的动力一方面

是现实的应用，另一方面人类主要是数学家建立在人类天赋基础上的对数学对象

的领悟力和非凡的创造力。在数学的模型世界里，数学的对象显然是抽象概念。

在数学家看来，对数学对象进行逻辑组织并进行公理化，似乎是唯一令人放心的

合理的建立数学体系的方法，并且逻辑是最后判断正误的标准。数学发展到了20

世纪，随着数学的系统化，模型的分析受到重视，逐渐发展出称为集合、群、环、

线性空间、拓扑空间之类的数学模型。构成它们的是数学对象，而不是那些呈现

在日常生活中的东西。在这个意义下，它们是第二代模型，集合论就是这种模型

的一个例子。
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数学的发展存在两种可能：一种是离开现实，只是纯粹推理；另一种是和现

实生活联系起来。反映到数学发展中，就存在两种可能，一是不管现实如何，只

是研究数学，就形成了纯粹数学；另外一种就是把数学和现实联系起来，就是应

用数学。

现代的数学科学其实就是人类历史上所创造的各种数学模型的总和，它在

语言的表达上是精确的，在逻辑演绎上有严格的要求，在应用方面是人类生存

智慧的至高境界：以抽象概括能力和逻辑能力为基础创造一种模型作为工具，

用以理解世界以及建立其他模型，终极的目的是实现人类的各种理想。

第三节 走近数学看数学

数学既然是一种理论模型，那么这种理论模型有什么特点？它对于人来说意

味着什么？它有什么用处？这是我们所关心的问题。数学可以认为是智力的自由

运用和最高运用，数学使人的思维发展到了一个全新的境界，因为数学，人类的

理性思维才达到了它光辉的顶点。

数学的价值和方法

柏拉图说：“数学是一切知识中的最高形式。”数学是一个知识体系，这个知

识体系是精妙的，是一种令人惊叹的理论创造。它使人类的眼光和思索延伸到了

无限远的空间。数学自身的特点使数学在人类文化史中赢得了众多的溢美之词。

有些学者甚至对数学有一种奇特的坚定的信念，毕达哥拉斯认为“数支配着宇

宙”，“上帝创造了整数，其他一切都是人造的”。黑格尔则说：“数学是上帝描述

自然的符号。”

数学理论模型的一个重要价值是它的正确性。爱因斯坦说：“数学之所以

比其他一切科学受到尊重，一个理由是因为它的命题是绝对可靠和无可争辩

的，而其他的科学经常处于被新发现的事实推翻的危险……数学之所以有崇
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高的声誉，另一个理由就是数学使得自然科学实现定理化，给予自然科学某

种程度的可靠性。”数学的研究内容是抽象的，研究的结论建立在严格的推理

基础上。

恩格斯认为：“数学是研究现实生活中数量关系和空间形式的科学。”由于传

统的影响，恩格斯的这一段话在我国广为人知。这句话很通俗，较为接近地反映

了数学的研究内容，但是现在看来这句话不全面。比如，数学中集合的思想，集

合既不是数量，也不是几何，它也是数学的研究内容。法国著名的数学学派布尔

巴基学派则认为：“数学是研究抽象结构的理论。”这话在数学专业人士看来，可

能更易接受一些，但是却不那么通俗了。

人类从现实世界中抽象出一些属于事物共同属性的侧面来，形成和创造一些

概念，凭心灵的直觉得到一些人人都得认可的公理知识，并在此基础上用符合逻

辑的数学方法，得出一些完全正确的数学真理。数学的正确正是来自于其方法的

力量，正是这种方法在结束人类知识的繁杂琐碎和众说纷纭，走向了秩序和有效

率的轨道，为科学的发展作出了强有力的贡献。

数学的研究对象不是具体事物的规律，它不能成为规律的发现者，数学也

不研究和缔造关于人生和社会的理论，但是可以毫不夸张地说，一切规律和假

说要想得到一切自由的人类心灵的认可，取得绝对正确的地位，都要借助于数

学的方法来说明自己，然后等待人类理性的裁判。如果没有数学所使用的方法

的认可，则所谓规律和理论最终可能是虚假的，最多也只能是幼稚和有待完善

的。所以现在的社会科学家，经常在尝试引用数学的工具，运用数学的方法来

说明自己的理论。

所以，数学的价值还在于它的方法，它推理出来的东西是千真万确的。相比

较而言，在人类的精神世界里，哲学太玄妙，宗教太神秘，文学太琐碎，艺术太

虚幻，信仰太缥缈，只有数学是真实存在。

数学是人类智慧的至高境界
美国数学学会主席魏尔德说：“数学是一种会不断进化的文化。”数学也可以

看作一种文化，现在的数学也是一种过去所有时代的数学文化的积淀，所代表的
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既是人类个体的智慧，又是人类社会群体的智慧。

宇宙是浩瀚的，生命是灿烂的，这些并不令人惊讶，令人惊讶不止的是人类

能够认识它，康德说过一句话：“令人惊讶的不是宇宙的疆域如此辽阔，而是人

类居然能够测量它。”测量它靠什么？靠科学，而数学正是在其中扮演着重要的

角色。莎士比亚有一段著名的独白：“啊！人类是一件多么了不起的杰作，多么

高贵的理性，多么伟大的力量，多么优美的仪表，多么文雅的举动，在行为上多

么像一个天使，在智慧上多么像一个天神，啊！宇宙的精灵，万物的灵长！”数

学的发展，以及数学对社会所产生的强大推动力量，正为莎士比亚这段话作出了

最好的诠释。

是啊，人类的理性是高贵的，它赋予人类伟大的力量。著名的美国数学思想

家克莱因在其著作《西方文化中的数学》一书里，对数学所代表的理性精神作了

精彩的论述，他说：“数学是一种精神，一种理性的精神。正是这种精神，激发、

促进、鼓舞并驱使人类的思维得以运用到最完善的程度，也正是这种精神试图决

定性地影响人类的物质、道德和社会生活；试图回答有关人类自身存在提出的问

题；努力去理解和控制自然；尽力去探求和确立已经获得知识的最深刻的和最完

美的内涵。”

在生活中人人都或多或少地使用数学，而只有少数人有机会深入研究，这使

数学成为了一种优雅的富有品位的爱好。在中世纪的欧洲，甚至数学会是一位贵

妇人的嗜好，而作为数学家的笛卡儿会被瑞典女王邀请到皇宫去讨论问题。正是

这种使人在数学世界里驰骋的智慧，使人类的数学知识不断地积累，并应用于科

学，使人类创造了现代的科学文明，从这个意义上看，说人类“在行为上多么像

一个天使，在智慧上多么像一个天神”也并不算太过分。

数学是科学的女王

“数学是科学的女王,而数论是数学的女王。”这是被称为“数学王子”的数

学家高斯的著名比喻。对于科学，数学之所以被高斯认为这么重要，原因之一

是因为科学的背后实在都有数学的支撑。笛卡儿也认识到了这一点，他说：“数

学是知识的工具，亦是其他知识工具的源泉。所有研究顺序和度量的科学均和
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