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总摇摇序

摇摇数学竞赛像其他竞赛活动一样，是青少年学生的一种智力竞赛援在类似
的以基础科学为竞赛内容的智力竞赛活动中，数学竞赛的历史最悠久、国际性

强，影响也最大援我国于员怨缘远年开始举行数学竞赛，当时最有威望的著名数
学家华罗庚、苏步青、江泽涵等都积极参加领导和组织竞赛活动，并组织出版

了一系列青少年数学读物，激励了一大批青年学生立志从事科学事业援我国
于员怨愿远年起参加国际数学奥林匹克，多次获得团体总分第一，并于员怨怨园年在
北京成功地举办了第猿员届国际数学奥林匹克，这标志着我国数学竞赛水平在
国际上居领先地位，为各国科学家与教育家所瞩目援
我国数学竞赛活动表明，凡是开展好的地区和单位，都能大大激发学生的

学习数学的兴趣，有利于培养创造性思维，提高学生的学习效率援这项竞赛活
动，将健康的竞争机制引进数学教学过程中，有利于选拔人才援由数学竞赛选
拔的优胜者，既有踏实广泛的数学基础，又有刻苦钻研、科学的学习方法，其中

的不少青年学生将来会成为出色的科学工作者援在美国，数学竞赛的优胜者中
后来成名如米尔诺（允援宰援酝蚤造灶燥则）、芒福德（阅援月援酝怎皂枣燥则凿）、奎伦（阅援匝怎蚤造造藻灶）等
都是菲尔兹数学奖的获得者；在波兰，著名数论专家辛哲尔（粤援杂糟澡蚤灶扎藻造）学生
时代是一位数学竞赛优胜者；在匈牙利，著名数学家费叶尔（蕴援云藻躁佴则）、里斯
（酝援砸蚤藻泽扎）、舍贵（郧援杂扎藻早觟）、哈尔（粤援匀葬葬则）、拉多（栽援砸葬凿佼）等都曾是数学竞
赛获奖者援匈牙利是开展数学竞赛活动最早的国家，产生了同它的人口不成
比例的许多大数学家！

在开展数学竞赛的活动同时，各学校能加强联系，彼此交流数学教学经

验，从这种意义上来说，数学竞赛可能成为数学课程改革的“催化剂”，成为培

养优秀人才的有力措施援
不过，应当注意在数学竞赛活动中，注意普及与提高相结合，而且要以普

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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及为主，使竞赛具有广泛的群众基础，否则难以持久援
当然，现在有些人过于关注数学竞赛的成绩，组织和参与都具有很强的功

利目的，过分扩大数学竞赛的作用，这些都是不正确的，违背了开展数学竞赛

活动的本意援这些缺点有其深层次的社会原因，需要逐步加以克服，不必因为
有某些缺点，就否定这项活动援
我十分高兴看到这套《数学奥林匹克小丛书》的正式出版援这套书，规

模大、专题细援据我所知，这样的丛书还不多见援这套书不仅对数学竞赛中
出现的常用方法作了阐述，而且对竞赛题作了精到的分析解答，不少出自作

者自己的研究所得，是一套很好的数学竞赛专题教程，也是中小学生和教师

的参考书援
这套小丛书的作者都是数学竞赛教学和研究人员，不少是国家集训队的

教练和国家队的领队援他们为我国开展数学竞赛的活动和我国学生在陨酝韵上
取得成绩、为国争光作出了贡献，为这套书尽早面世付出了艰辛的劳动援华东
师大出版社在出版《奥数教程》和《走向陨酝韵》等竞赛图书基础上，策划组织了
这套丛书，花了不少心血援我非常感谢作者们和编辑们在这方面所做的工作，
并衷心祝愿我国的数学竞赛活动开展得越来越好援

王元，著名数学家，中国科学院院士，曾任中国数学会理事长、中国数学奥林匹克委员会主席援
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本书中所涉及的数都是整数，所用的字母除特别申明外也都表示整数援
设 葬、遭是给定的数，遭≠园援若存在整数糟，使得葬越遭糟，则称遭整除葬，记

作遭渣葬，并称遭是葬的一个约数（或因子），而称葬为遭的一个倍数援如果不存
在上述的整数糟，则称遭不能整除葬，记作遭 葬援
由整除的定义，容易推出整除的几个简单性质（证明请读者自己完成）：

（员）若遭渣糟，且糟渣葬，则遭渣葬，即整除性质具有传递性援
（圆）若遭渣葬，且遭渣糟，则遭渣（葬依糟），即为某一整数倍数的整数之集关于
加、减运算封闭援
反复应用这一性质，易知：若遭渣葬及遭渣糟，则对任意整数怎、增有遭渣（葬怎垣

糟增）援更一般地，若葬员，葬圆，⋯，葬灶都是遭的倍数，则遭渣（葬员垣葬圆垣⋯ 垣葬灶）援
（猿）若遭渣葬，则或者葬越园，或者渣葬渣≥渣遭渣援因此，若遭渣葬且葬渣遭，则
渣葬渣越渣遭渣援
对任意两个整数葬、遭（遭跃园），葬当然未必被遭整除，但我们有下面的结

论———带余除法，这是初等数论中最为基本的一个结果援
（源）（带余除法）设葬、遭为整数，遭跃园，则存在整数择和则，使得

葬越遭择垣则，其中园≤则约遭，

并且择和则由上述条件惟一确定援
整数择称为葬被遭除得的（不完全）商，数 则称为 葬被 遭除得的余数援注

意，则共有遭种可能的取值：园，员，⋯，遭原员援若则越园，即为前面说的葬被遭整
除的情形援

易知，带余除法中的商 择实际上为 葬[ ]遭 不超过葬遭( )的最大整数 ，而带余

除法的核心是关于余数则的不等式：园≤则约遭，我们在后面将看到这一点援
证明遭渣葬的基本手法是将葬分解为遭与一个整数之积援在较初级的问题
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中，这种数的分解常通过在一些代数式的分解中取特殊值而产生援下面两个分
解式在这类论证中应用很多援
（缘）若灶是正整数，则

曾灶原赠灶 越（曾原赠）（曾灶原员垣曾灶原圆赠垣⋯ 垣曾赠灶原圆垣赠灶原员）援

（远）若灶是正奇数，则（在上式中用原赠代换赠）

曾灶垣赠灶 越（曾垣赠）（曾灶原员原曾灶原圆赠垣⋯ 原曾赠灶原圆垣赠灶原员）援

例员摇证明：员园⋯{园
圆园园个园
员被员园园员整除援

证明摇由分解式（远），我们有

员园⋯{园
圆园园个园
员越员园圆园员垣员越（员园猿）远苑垣员摇摇摇摇摇摇摇摇

越（员园猿垣员）［（员园猿）远远原（员园猿）远缘垣⋯ 原员园猿垣员］，

所以，员园猿垣员（越员园园员）整除员园⋯{园
圆园园个园
员援

例圆摇设皂跃灶≥园，证明：（圆圆灶垣员）渣（圆圆皂 原员）援

证明摇在分解式（缘）中取曾越圆圆灶垣员，赠越员，并以圆皂原灶原员代替那里的灶，

得出

圆圆皂 原员越（圆圆灶垣员原员）［（圆圆灶垣员）圆皂原灶原员原员垣⋯ 垣圆圆灶垣员垣员］，

故摇 （圆圆灶垣员原员）渣（圆圆皂 原员）援

又 圆圆灶垣员原员越（圆圆灶原员）（圆圆灶垣员），

从而摇 （圆圆灶垣员）渣（圆圆灶垣员原员）援

于是由整除性质（员）知（圆圆灶垣员）渣（圆圆皂 原员）援

注摇整除问题中，有时直接证明遭渣葬不易入手，我们可以尝试着选择适

当的“中间量”糟，来证明 遭渣糟及 糟渣葬，由此及整除性质（员），便导出了结论援

例猿摇对正整数灶，记杂（灶）为灶的十进制表示中数码之和援证明：怨渣灶的

充分必要条件是怨渣杂（灶）援

证明摇设灶越葬噪伊员园
噪垣⋯ 垣葬员伊员园垣葬园（这里园≤葬蚤≤怨，且葬噪≠园），

则杂（灶）越葬园垣葬员垣⋯ 垣葬噪援我们有

灶原杂（灶）越葬噪（员园
噪原员）垣⋯ 垣葬员（员园原员）援 ①

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



００３　　　　

整摇摇除

对员≤蚤≤噪，由分解式（缘）知怨渣（员园蚤原员），故①式右端噪个加项中的每
一个都是怨的倍数，从而由整除性质（圆）知，它们的和也被怨整除，即怨渣（灶原
杂（灶））援由此易推出结论的两个方面援
注员摇整除性质（圆）提供了证明遭渣（葬员垣葬圆垣⋯ 垣葬灶）的一种基本的想

法，我们可尝试着证明更强的（也往往是更易于证明的）命题：

遭整除每个葬蚤（蚤越员，圆，⋯，灶）援

这一更强的命题当然并非一定成立，即使在它不成立时，上述想法仍有一

种常常奏效的变通：将和葬员垣葬圆垣⋯ 垣葬灶适当地分组成为糟员垣糟圆垣⋯ 垣糟噪，
而遭渣糟蚤（蚤越员，圆，⋯，噪）援读者将看到，为了证明 遭渣葬，我们有时针对具体
问题将葬表示为适当数之和，以应用上述想法论证援
注圆摇例猿的证明，实际上给出了更强的结论：对任意正整数 灶，数 灶与

杂（灶）之差总是怨的倍数援由此易知，灶与杂（灶）被怨除得的余数相同（这可表述
为灶与杂（灶）模怨同余，请看第远单元）援
注猿摇有些情形，我们能够由正整数十进制表示中的数码（字）的性质，推

断这整数能否被另一个整数整除，这样的结论，常称为“整除的数字特征”援被
圆、缘、员园整除的数的数字特征是显而易见的援例猿则给出了被怨整除的数的
数字特征援这一结果，应用相当广泛而且灵活多样援另外，习题员第猿题给出了
被员员整除的数的数字特征，这也是一个应用较多的结论援
例源摇设噪≥员是一个奇数，证明：对任意正整数灶，数员噪垣圆噪垣⋯ 垣灶噪不

能被灶垣圆整除援
证明摇灶越员时结论显然成立援设灶≥圆，记所说的和为粤，则

圆粤越圆垣（圆噪垣灶噪）垣（猿噪垣（灶原员）噪）垣⋯ 垣（灶噪垣圆噪）援

因噪是正奇数，故由分解式（远）可知，对每个蚤≥圆，数蚤噪垣（灶垣圆原蚤）噪被
蚤垣（灶垣圆原蚤）越灶垣圆整除，故圆粤被灶垣圆除得的余数是圆，从而粤不可能被
灶垣圆整除（注意灶垣圆跃圆）援
注摇论证中我们应用了“配对法”，这是数论中变形和式的一种常用手

法援
例缘摇设皂、灶为正整数，皂跃圆，证明：（圆皂 原员）（圆灶垣员）援
证明摇首先，当灶≤ 皂时，易知结论成立援事实上，皂越灶时，结论平凡；

灶约皂时，结果可由圆灶垣员≤圆皂原员垣员约圆皂 原员推出来（注意皂跃圆，并参看
整除性质（猿））援
最后，灶跃皂的情形可化为上述特殊情形：由带余除法，灶越皂择垣则，园≤
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则约皂，而择跃园援由于

圆灶垣员越（圆皂择原员）圆则垣圆则垣员，

由分解式（缘）知（圆皂 原员）渣（圆皂择原员）；而园≤则约皂，故由上面证明了的结论
知（圆皂 原员）（圆则垣员）援（注意 则越园时，结论平凡援）从而当 灶跃皂时也有
（圆皂 原员）（圆灶垣员）援这就证明了本题结论援

摇摇摇习摇题摇员

员 设灶和噪都是正整数，则员，圆，⋯，灶中恰有 灶[ ]噪个数被噪整除援
圆 员员个女孩与灶个男孩去采蘑菇援所有这些孩子共采到 灶圆垣怨灶原圆个蘑
菇，并且每个孩子采到的个数都相同援试确定，采蘑菇的孩子中是女孩多
还是男孩多援
猿 设正整数灶的十进制表示为灶越葬噪⋯葬员葬园（园≤葬蚤≤怨，葬噪≠园），记栽（灶）
越葬园原葬员垣⋯ 垣（原员）

噪葬噪（由灶的个位起始的数码的正、负交错和）援证
明灶原栽（灶）被员员整除援由此得出被员员整除的数的数字特征：员员整除 灶
的充分必要条件是员员整除栽（灶）援
源 设灶个整数具有下述性质：其中任意灶原员个数之积与剩下那个数的差都
能被灶整除援证明：这灶个数的平方和也能被灶整除援
缘 设整数葬、遭、糟、凿满足葬凿原遭糟跃员，证明：葬、遭、糟、凿中至少有一个数不
被葬凿原遭糟整除援
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最大公约数与最小公倍数

最大公约数是数论中的一个重要概念援
设葬、遭不全为零，同时整除葬、遭的整数（如 依员）称为它们的公约数援因

葬、遭不全为零，故由第员单元中性质（猿）推知，葬、遭的公约数只有有限多个，
我们将其中最大的一个称为葬、遭的最大公约数，用符号（葬，遭）表示援显然，最
大公约数是一个正整数援
当（葬，遭）越员时（即 葬，遭的公约数只有 依员），我们称 葬与 遭互素（互

质）援读者在后面将看到，这种情形特别重要援
对于多于两个的（不全为零的）整数葬，遭，⋯，糟，可类似地定义它们的最

大公约数（葬，遭，⋯，糟）援若（葬，遭，⋯，糟）越员，则称 葬，遭，⋯，糟互素援请注
意，此时并不能推出葬，遭，⋯，糟两两互素（即其中任意两个都互素）；但反过
来，若葬，遭，⋯，糟两两互素，则显然有（葬，遭，⋯，糟）越员援
由定义不难得出最大公约数的一些简单性质：

任意改变葬、遭的符号不改变（葬，遭）的值，即有（依葬，依遭）越（葬，遭）；
（葬，遭）关于葬、遭对称，即有（葬，遭）越（遭，葬）；
（葬，遭）作为遭的函数，以葬为周期，即对任意整数曾，有（葬，遭垣葬曾）越（葬，遭）援
下面（员）中的结论，是建立最大公约数的性质的基础援
（员）设葬、遭是不全为园的整数，则存在整数曾、赠，使得

葬曾垣遭赠越（葬，遭）援

顺便提及，若曾越曾园，赠越赠园是满足上式的一对整数，则等式

葬（曾园垣遭怎）垣遭（赠园原葬怎）越（葬，遭）（怎为任意整数）

表明，满足上式的曾、赠有无穷多组；并且，在葬遭跃园时，可选择曾为正（负）数，
此时赠则相应地为负（正）数援
由（员）易于推出下面的
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（圆）两个整数葬、遭互素的充分必要条件是存在整数曾、赠，使得

葬曾垣遭赠越员，

这通常称为葬、遭适合的裴蜀等式援
事实上，条件的必要性是（员）的特例援反过来，若有 曾、赠使等式成立，设

（葬，遭）越凿，则凿渣葬且凿渣遭，故凿渣葬曾及凿渣遭赠，于是凿渣（葬曾垣遭赠），即凿渣员，
从而凿越员援
由（员）及（圆）不难导出下面的几个基本结论：
（猿）若皂渣葬，皂渣遭，则皂渣（葬，遭），即葬、遭的任一个公约数都是它们的
最大公约数的约数援
（源）若皂跃园，则（皂葬，皂遭）越皂（葬，遭）援

（缘）若（葬，遭）越凿，则 葬
凿，
遭( )凿 越员援因此，由两个不互素的整数，可自然

地产生一对互素的整数援
（远）若（葬，皂）越员，（遭，皂）越员，则（葬遭，皂）越员援这表明，与一个固定
整数互素的整数之集关于乘法封闭援由此可推出：若（葬，遭）越员，则对任意 噪
跃园有（葬噪，遭）越员，进而对任意造跃园有（葬噪，遭造）越员援
（苑）设遭渣葬糟援若（遭，糟）越员，则遭渣葬援
（愿）设正整数葬、遭之积是一个整数的噪次幂（噪≥圆）援若（葬，遭）越员，则
葬、遭都是整数的噪次幂援一般地，设正整数葬，遭，⋯，糟之积是一个整数的噪次
幂援若葬，遭，⋯，糟两两互素，则葬，遭，⋯，糟都是整数的噪次幂援
（远）、（苑）、（愿）表现了互素的重要性，它们的应用也最为广泛援
现在，我们简单地谈谈最小公倍数援
设葬、遭是两个非零整数，一个同时为葬、遭倍数的数称为它们的一个公倍

数援葬、遭的公倍数显然有无穷多个，这其中最小的正数称为 葬、遭的最小公倍
数，记作［葬，遭］援对于多个非零整数葬，遭，⋯，糟，可类似地定义它们的最小公
倍数［葬，遭，⋯，糟］援
下面是最小公倍数的主要性质援
（怨）葬与遭的任一公倍数都是［葬，遭］的倍数援对于多于两个整数的情形，
类似的结论也成立援
（员园）两个整数葬、遭的最大公约数与最小公倍数满足

（葬，遭）［葬，遭］越渣葬遭渣援

但请注意，对于多于两个整数的情形，类似的结论不成立（请读者举出例

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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子）援然而我们有下面的
（员员）若葬，遭，⋯，糟两两互素，则有

［葬，遭，⋯，糟］越渣葬遭⋯糟渣援

由此及（怨）可知，若 葬渣凿，遭渣凿，⋯，糟渣凿，且 葬，遭，⋯，糟两两互素，则有
葬遭⋯糟渣凿援
互素，在数论中相当重要，往往是许多问题的关键或基础援数学竞赛中，有

一些问题要求证明两个整数互素（或求它们的最大公约数），下面几个例子体

现了处理这些问题的一个基本方法援

例员摇对任意整数灶，证明分数圆员灶垣源员源灶垣猿是既约分数援

证明摇问题即要证明圆员灶垣源与员源灶垣猿互素援易知这两数适合裴蜀等式

猿（员源灶垣猿）原圆（圆员灶垣源）越员，

因此所说的结论成立援
一般来说，互素整数葬、遭适合的裴蜀等式不易导出，因此我们常采用下

述的变通手法：制造一个与裴蜀等式类似的辅助等式

葬曾垣遭赠越则，

其中则是一个适当的整数援若设（葬，遭）越凿，则由上式知凿渣则援所谓适当的则
是指：由凿渣则能够通过进一步的论证导出凿越员，或者则的约数较少，可以由排
除法证得结论援
此外，上述辅助等式等价于葬渣（遭赠原则）或遭渣（葬曾原则），有时，这些由整

除更容易导出来援
例圆摇设灶是正整数，证明（灶！垣员，（灶垣员）！垣员）越员援
证明摇我们有等式

（灶！垣员）（灶垣员）原（（灶垣员）！垣员）越灶援 ①

设凿越（灶！垣员，（灶垣员）！垣员），则由①知凿渣灶援
进一步，因凿渣灶故凿渣灶！，结合凿渣（灶！垣员）可知凿渣员，故凿越员援
例猿摇记云噪 越圆

圆噪垣员，噪≥园援证明：若皂≠灶，则（云皂，云灶）越员援
证明摇不妨设皂跃灶援论证的关键是利用云灶渣（云皂 原圆）（见第员单元例

圆），即有一个整数曾，使得
云皂 垣曾云灶 越圆援
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设凿越（云皂，云灶），则由上式推出凿渣圆，所以凿越员或圆援但云灶显然是奇
数，故必须凿越员援
注摇云噪（噪≥园）称为费马（云藻则皂葬贼）数援例猿表明，费马数两两互素，这是

费马数的一个有趣的基本性质援
下面例源的结论用处颇多，值得记住援
例源摇设葬跃员，皂，灶跃园，证明：

（葬皂 原员，葬灶原员）越葬（皂，灶）原员援

证明摇设阅越（葬皂 原员，葬灶原员）援我们通过证明（葬（皂，灶） 原员）渣阅及阅渣
（葬（皂，灶）原员）来导出阅越葬（皂，灶）原员，这是数论中证明两数相等的常用手法援
因为（皂，灶）渣皂，（皂，灶）渣灶，由第 员单元中分解公式（缘）即知

（葬（皂，灶）原员）渣（葬皂原员），以及（葬（皂，灶）原员）渣（葬灶原员）援故由本单元的性质（猿）
可知，葬（皂，灶）原员整除（葬皂 原员，葬灶原员），即（葬（皂，灶）原员）渣阅援
为了证明阅渣（葬（皂，灶）原员），我们设凿越（皂，灶）援因皂，灶跃园，故可选择

怎，增跃园，使得（参见本单元性质（员）中的注释）

皂怎原灶增越凿援 ①

因为阅渣（葬皂 原员），故更有 阅渣（葬皂怎原员）援同样，阅渣（葬灶增原员）援故 阅渣
（葬皂怎原葬灶增），从而由①，得

阅渣葬灶增（葬凿原员）援 ②

此外，因葬跃员，及阅渣（葬皂原员），故（阅，葬）越员，进而（阅，葬灶增）越员援于
是，从②及性质（苑）导出阅渣（葬凿原员），即阅渣（葬（皂，灶）原员）援
综合已证得的两方面的结果，可知阅越葬（皂，灶）原员援
例缘摇设皂，灶跃园，皂灶渣（皂圆垣灶圆），则皂越灶援
证明摇设（皂，灶）越凿，则皂越皂员凿，灶越灶员凿，其中（皂员，灶员）越员援

于是，已知条件化为 皂员灶员渣（皂
圆
员垣灶

圆
员），故更有 皂员渣（皂

圆
员垣灶

圆
员），从而

皂员渣灶
圆
员援但（皂员，灶员）越员，故（皂员，灶

圆
员）越员援结合皂员渣灶

圆
员，可知必须皂员越员援

同理灶员 越员，因此皂越灶援
注员摇对两个给定的不全为零的整数，我们常借助它们的最大公约数，并

应用性质（缘），产生两个互素的整数，以利用互素的性质作进一步论证（参见
性质（远）、（苑））援就本题而言，由于皂灶为二次式，皂圆垣灶圆为二次齐次式，上述
手续的功效，实质上是将问题化归成皂、灶互素这种特殊情形援
注圆摇在某些问题中，已知的条件（或已证得的结论）糟渣葬并不适用，我们
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可试着选取糟的一个适当的约数遭，并从糟渣葬过渡到（较弱的结论）遭渣葬，以期
望后者提供适宜于进一步论证的信息援例缘中，我们便是由 皂员灶员渣（皂

圆
员垣灶
圆
员）

产生了皂员渣灶
圆
员，进而导出皂员 越员援

例远摇设正整数葬、遭、糟的最大公约数为员，并且

葬遭
葬原遭越糟援

证明：葬原遭是一个完全平方数援
证明摇设（葬，遭）越凿，则 葬越凿葬员，遭越凿遭员，其中（葬员，遭员）越员援由于

（葬，遭，糟）越员，故有（凿，糟）越员援
现在，问题中的等式可化为

凿葬员遭员 越糟葬员原糟遭员， ①

由此可见 葬员整除 糟遭员援因（葬员，遭员） 越员，故 葬员渣糟援同样得 遭员渣糟援再由
（葬员，遭员）越员便推出葬员遭员渣糟（参考性质（怨）与（员园））援
设糟越葬员遭员噪，其中噪是一个正整数援一方面，显然 噪整除 糟；另一方面，结

合①式得凿越噪（葬员原遭员），故噪渣凿援从而噪渣（糟，凿）（见性质（猿））援但（糟，凿）
越员，故噪越员援
因此凿越葬员原遭员援故葬原遭越凿（葬员原遭员）越凿

圆援这就证明了葬原遭是一个
完全平方数援
注摇借助素数，则可以给予本题一个更为直接的证明（习题猿第缘题）援
例苑摇设噪为正奇数，证明：员垣圆垣⋯ 垣灶整除员噪垣圆噪垣⋯ 垣灶噪援

证明摇因为员垣圆垣⋯ 垣灶越灶（灶垣员）圆 ，故问题等价于证明：灶（灶垣员）整

除圆（员噪垣圆噪垣⋯ 垣灶噪）援因灶与灶垣员互素，所以这又等价于证明

灶渣圆（员噪垣圆噪垣⋯ 垣灶噪）
及

（灶垣员）渣圆（员噪垣圆噪垣⋯ 垣灶噪）援

事实上，由于噪为奇数，故由第员单元中分解公式（远），可知

摇圆（员噪垣圆噪垣⋯ 垣灶噪）摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇
越［员噪垣（灶原员）噪］垣［圆噪垣（灶原圆）噪］垣⋯ 垣［（灶原员）噪垣员噪］垣圆灶噪

是灶的倍数援同理，
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圆（员噪垣圆噪垣⋯ 垣灶噪）越［员噪垣灶噪］垣［圆噪垣（灶原员）噪］垣⋯ 垣［灶噪垣员噪］

是灶垣员的倍数援
注摇整除问题中，有时直接证明遭渣葬不易入手援若遭可分解为遭越遭员遭圆，

其中（遭员，遭圆）越员，则我们可将原命题遭渣葬分解为等价的两个命题遭员渣葬及
遭圆渣葬，后者可能更容易导出来援例苑应用了这一基本手法，例远中证明葬员遭员渣糟
也是这样做的援
更一般地，为了证明 遭渣葬，可将 遭分解为若干个两两互素的整数 遭员，

遭圆，⋯，遭灶之积，而证明等价的遭蚤渣葬（蚤越员，圆，⋯，灶）（参见性质（员员），并可
比较第员单元例猿的注员中说的想法）援关于这种手法的一种标准应用，请参
考第猿单元例缘援

摇摇摇习摇题摇圆

员 设灶为整数，证明：（员圆灶垣缘，怨灶垣源）越员援
圆 设皂、灶都是正整数，皂是奇数，证明：（圆皂 原员，圆灶垣员）越员援
猿 设（葬，遭）越员，证明：（葬圆垣遭圆，葬遭）越员援
源 若一个有理数的 噪次幂是整数（噪≥员），则这有理数必是整数援更一般
地，证明：一个首项系数为 依员的整系数多项式的有理数根，必定是一
个整数援
缘 设皂、灶、噪都是正整数，满足［皂垣噪，皂］越［灶垣噪，灶］，证明：皂越灶援
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大于员的整数灶总有两个不同的正约数：员和 灶援若 灶仅有这两个正约数
（称灶没有真因子），则称灶为素数（或质数）援若 灶有真因子，即 灶可表示为 葬
·遭的形式（这里葬、遭为大于员的整数），则称 灶为合数援于是，正整数被分成
三类：数员单独作一类，素数类及合数类援
素数在正整数中特别重要，我们常用字母责表示素数援由定义易得出下面

的基本结论：

（员）大于员的整数必有素约数援
这是因为，大于员的整数当然有大于员的正约数，这些约数中的最小数必

然没有真因子，从而是素数援
（圆）设责是素数，灶是任意一个整数，则或者责整除灶，或者责与灶互素援
事实上，责与灶的最大公约数（责，灶）必整除责，故由素数的定义推知，或者

（责，灶）越员，或者（责，灶）越责，即或者责与灶互素，或者责渣灶援
素数的最为锐利的性质是下面的

（猿）设责是素数，葬、遭为整数援若责渣葬遭，则葬、遭中至少有一个数被责整除援
实际上，若责不整除葬和 遭，则由上述的（圆），责与 葬、遭均互素，从而 责与

葬遭互素（见第圆单元（远）），这与已知的责渣葬遭相违！
由（猿）特别地推出，若素数责整除葬灶（灶≥员），则责渣葬援
关于素数的最为经典的一个结果是公元前欧几里得证明的：

（源）素数有无穷多个援
我们用反证法来证明这一事实援假设素数只有有限多个，设全体素数为

责员，责圆，⋯，责噪援考虑数晕越责员责圆⋯责噪垣员，显然晕跃员，故晕有素因子责援因责员，
责圆，⋯，责噪是全部素数，故 责必等于某个 责蚤（员≤ 蚤≤ 噪），从而 责整除 晕原
责员责圆⋯责噪，即责整除员，这不可能援因此素数有无穷多个援（请注意，责员⋯责噪垣员并
不一定是素数援）
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（源）中的断言，也可由第圆单元例猿推出来：设云噪越圆
圆噪垣员（噪≥园），则

云噪 跃员，故 云噪有素约数援因已证明无穷数列｛云噪｝（噪≥园）中的项两两互
素，故每个 云噪的素约数与这个数列中其他项的素约数不同，因此素数必有
无穷多个援
现在我们转向初等数论中最为基本的一个结果，即正整数的惟一分解定

理，或算术基本定理，它表现了素数在正整数集合中的真正分量援
（缘）（惟一分解定理）每个大于员的正整数均可分解为有限个素数的积；
并且，若不计素因数在乘积中的次序，这样的分解是惟一的援
换句话说，设灶跃员，则灶必可表示为灶越责员责圆⋯责噪，其中责蚤（员≤蚤≤噪）都

是素数；并且，若灶有两种素因数分解

灶越责员责圆⋯责噪 越择员择圆⋯择造，

则必有噪越造，并且责员，责圆，⋯，责噪是择员，择圆，⋯，择造的一个排列援
将灶的素因数分解中的相同的素因子收集在一起，可知每个大于员的正

整数灶可惟一地表示为
灶越责α员员责

α圆
圆⋯责

α噪
噪，

其中责员，责圆，⋯，责噪是互不相同的素数，α员，α圆，⋯，α噪是正整数，这称为灶的
标准分解援
若已知正整数灶的（如上所述的）标准分解，则由惟一分解定理，可确定

其全部的正约数：

（远）灶的全部正约数为责β员员责
β圆
圆⋯责

β噪
噪，其中 β蚤是满足园≤ β蚤≤ α蚤（蚤越员，⋯，

噪）的任意整数援
由此易知，若证 τ（灶）为 灶的正约数的个数，σ（灶）为 灶的正约数之和，则

有

τ（灶）越（α员垣员）（α圆垣员）⋯（α噪垣员），

σ（灶）越
责α员垣员员 原员
责员原员
·
责α圆垣员圆 原员
责圆原员
·⋯·
责α噪垣员噪 原员
责噪原员
援

虽然素数有无穷多，但它们在自然数中的分布却极不规则（参见习题猿
第员题）援给定一个大整数，判定它是否为素数，通常是极其困难的，要作出其
标准分解，则更为困难援下面（苑）中的结果相当有趣，它对任意灶跃员，给出了
灶！的标准分解援
（苑）对任意正整数皂及素数责，记号责α‖皂表示责α渣皂，但责α垣员 皂，即责α
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