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序

初中《数学竞赛典型题》是由陕西省数学竞赛委员会组织编写的一套品牌丛书。本丛书是

在长期进行数学教学和数学竞赛辅导中积累的大量资料的基础上，经过精心地选择、加工编写

而成。本丛书是一套规范的初中数学竞赛培训教材。也是初中学生学习数学的一套好的课外

读物，更是中学数学教师便于使用的一套教学参考资料。

本丛书的编写原则是：“源于教材，高于教材。”

“源于教材”，系参照了最新的现行中学《数学课程标准》，选题内容覆盖了各年级相应的知

识点，各年级分册成书，与教材进度同步，并注意不同层次内容的衔接，适应各年级学生的知识

水平与思维特点，与中考难度系数紧密贴近。

“高于教材”，系紧扣《数学竞赛大纲》详尽地涵盖了数学的内容和题型。知识点的增加，知

识面的扩大，内容的引申，新的数学原理和数学思想的介绍与渗透，教学方法的总结与运用，均

通过精心编拟和选择的竞赛中常见的各种典型题来体现，题意新颖，内容丰富，题型多样，重视

对数学技能与解题能力的循序渐进的训练与培养，能帮助数学特长生在数学竞赛中取得优异成

绩。

本丛书的特点：以作者精心编拟和选择的竞赛中的各类典型题为主干，对其进行深入的剖

析，尽可能用多种方法给出解答，既重视对“通法”的归纳和总结，以强化基础，也介绍特殊的方

法与技巧，以培养提高思维的敏锐性，获得寻求解题途径的灵感和技巧。丛书还以旁注方式进

行关键性的点拨，将题目涉及的知识点、重点、思路、方法、技巧、引申、推广等以更高的观点，揭

示得清楚明白，以收到举一反三，触类旁通，高屋建瓴，以少胜多之功效。该丛书避免了将课本

知识点的罗列，从而增加了典型题的容量。这些都是该丛书区别于众多数学竞赛读本的地方。

这套丛书由吕振琪、胡家齐二位先生策划，由陕西省主办全国数学联赛的命题组长、西安交

通大学著名教授龚冬保先生执笔主编，其他创作人员均为我省特级、高级教师、数学竞赛高级教

练，多为命题组成员。强大的组织和作者阵容为该书提供了可靠的质量保障。

愿广大数学爱好者通过阅读这套丛书，积累知识，启迪智慧，获得成功。

陕西省数学竞赛委员会

圆园园源年缘月摇摇



前摇摇言

你一定曾享受过解出数学难题的欢乐，但更多的是为做不出题而苦恼！是啊，数学就是这

样令人又爱又怕，却又是极其重要的基础课程，学不好数学，很难成就高质量的、优秀的人才。

于是许多人不约而同地陷入了“题海”，在茫茫题海里饱受痛苦的折磨。

有没有办法使我们得到解脱？是我们从事数学教学多年的本书编者共同思考过的问题，积

多年的经验教训，试写了“典型题”这部书以奉献给读者，力图以一定量的例题，展示解数学题

的思路、技巧和方法，并以旁注揭示其要领。我们坚信，只要读者把我们的例题当习题，反复演

练，必能起到举一反三，触类旁通的效果。

以下分别对使用本书的教师和学生提几点建议。

致教师

使用本书时，突出一个“练”字，建议用“精讲—导练—独立练—小结”的方式进行教学辅

导。

精讲摇每一章精选书上几道题，讲如何从分析题目条件入手去寻找解题切入点，剖析解题
的技巧与方法，如要用到学生较生疏或还没学到的知识，可以先介绍一下，必要时在讲完这些例

题之后给学生讲一下。总之要把解题思路、方法讲深讲透，对解题过程可引导学生看书就行了。

导练摇在精讲基础上，把书上例题当课堂练习题，要求学生不看书上解答先自己作，不会时
再看书，待多数学生完成这些题后，再让一些学生上台讲几道题的解法和体会，并展开讨论，最

后由教师讲评。

独立练摇对书上每章后的独立练习题，可作为课后作业，要求学生尽量不看书上的参考解
答独立完成，遇到不会的题，可以留在脑子里，有空便想一想，想出了再做，这样还有利于培养抽

象思维能力。

小结摇每进行一章，要求学生写出对哪些题的解法最有体会及哪些题没搞懂。教师再针对
学生情况作小结，并多介绍一些学生的有新意的解题方法。

致学生

员摇请把书中例题当习题，先自己解答，不会了才看书，觉得会了合上书再做，对每道题要反
复做，直到领会了解题思路与方法。

圆摇一般教科书上没讲到的概念、定理、公式，会在本书中的例题中出现。对有些知识，如您
还不太了解，可问问周围同学或老师。

猿摇本书有以下特点，请同学们注意：
创见性摇不少例题有多种解法，有的还是一般书上见不到的。同学们在搞懂了书中解法基

础上，也要多想想还有无别的解法。

新颖性摇开卷讲题，还有旁注是本书特色之一。同学们一定不要放过这些旁注，而总要问
这道题书上为什么要这样解，这种解法是怎样想到的，从中学到了哪些新的解题思路与方法。

开放性摇解数学题主要要从分析题目条件与结论入手，而不是生套“公式”。因此不要受
知识约束，对个别题我们甚至介绍了用高中知识的方法；有些例题还引导出了高中的知识，比如

明白地导出了泽蚤灶（α依β）越泽蚤灶α糟燥泽β 依糟燥泽α泽蚤灶β 的三角函数公式；不过大多数题是隐含着高中此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



知识，如有这道题这样解：杂灶越员垣
员
圆垣
员
圆圆
垣⋯垣 员
圆灶原员

员
圆杂灶越
员
圆垣
员
圆圆
垣⋯垣 员
圆灶原员
垣员
圆灶

两式相减得：
员
圆杂灶越员原

员
圆灶
，杂灶越圆原

员
圆灶原员
援就埋伏着等比数列求和的公式：

杂灶越员垣择垣择
圆垣⋯垣择灶原员

择杂灶越择垣择
圆垣⋯垣择灶原员垣择灶援

故摇（员原择）杂灶越员原择
灶，员垣择垣择圆垣⋯垣择灶原员越员原择

灶

员原择援

两边同乘员原择，又得乘法公式：（员原择）（员垣择垣择圆垣⋯垣择灶原员）越员原择灶援

令择越遭葬，还可得到摇葬
灶原遭灶越（葬原遭）（葬灶原员垣葬灶原圆遭垣⋯ 垣葬遭灶原圆垣遭灶原员）的因式分解公式。

当然，我们在书中并没走这么远，“天高任鸟飞”同学们在用本书时，多想想一些例题及解题方

法可不可以推广，怎样推广等等问题，您就会逐渐学会在数学的殿堂中自由翱翔。

主动性摇学习的一个重要方法是争取主动，即不受课本约束，有时还可由书上解题的启发，
抓住知识间的联系，自己编题自己作。如自作乘法题：（曾原赠垣猿）（曾垣圆赠原源）越曾圆垣曾赠原圆赠圆原曾
垣员园赠原员圆；再用种种方法反过来作因式分解，比如用待定系数法时，令 曾圆垣曾赠原圆赠圆原曾垣员园赠原

员圆越（曾原赠垣葬）（曾垣圆赠垣员圆葬），只要求一个 葬，令 曾越赠越员，立即可得 葬越猿而完成这道因式分解

题。您不妨多试试，许多问题都可做到自己编题自己作，久之，您一定会越学越主动，越喜欢数

学这门课程。

总之用此书一定要反复练习书中例题，并多想一些上面我们提到的问题，做到训练有素，就

有望在数学竞赛中摘桂，我们殷切期待着读者给我们带来好消息而与你们共享胜利的愉悦！

以上建议，供大家参考。我们更希望读者对本书提出宝贵的意见和建议，特别要指出其中

的差错和漏洞。

感谢陕西省数学竞赛委员会及陕西人民教育出版社对本书的鼎力支持与关心。

编者摇
圆园园源郾缘摇于西安
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书书书

第 员章 方摇程 阅陨粤晕载陨晕郧栽陨

员摇摇摇摇

升
学
·
竞
赛
·
强
化

第员章摇方摇程

员援员摇一元二次方程

摇摇 员原员摇已知实数遭、糟是关于曾的方程曾圆垣遭曾垣糟越园的两个根，且遭

≠糟，糟≠园，则遭垣糟的值等于（摇摇）援
摇粤援原员摇摇摇摇摇月援园摇摇摇摇摇悦援员摇摇摇摇摇阅援圆
解员摇因为遭、糟是方程曾圆垣遭曾垣糟越园的两个实根，所以

摇摇摇摇
遭圆原源糟≥园，
遭圆垣遭圆垣糟越园，
糟圆垣遭糟垣糟越园

{
援

①
②
③

由③及糟≠园，得糟越原遭原员援代入②得
圆遭圆原遭原员越园援

解得摇遭越原员圆或遭越员援

当摇遭越原员圆时，糟越原遭原员越原
员
圆，则遭越糟，这与题设不符；

当摇遭越员时，糟越原遭原员越原圆，满足①援
故摇遭垣糟越原员援 选粤援

摇摇解员应用了
方程根的定义，

即“如果 曾园是方
程葬曾圆垣遭曾垣糟越园
的根，那么就有

葬曾圆园垣遭曾园垣糟越园援
反之亦然援”这是
一种 基 本 的 解

法援

摇摇解圆摇由根与系数的关系，得

摇摇摇摇
遭垣糟越原遭，
遭糟越{ 糟援 ④

⑤
由⑤及糟≠园，得遭越员，代入④，得
摇摇遭垣糟越原员援 选粤援

摇摇解圆应用根
与系数关系，使

问题解得简捷明

快，读者要熟悉

这种方法援

摇摇 员原圆摇若曾员、曾圆是方程 曾
圆垣曾原猿越园的两个根，则 曾猿员原源曾

圆
圆垣员怨越

（摇摇）援
摇摇摇粤援远 月援源 悦援圆 阅援园
解摇疫摇曾员、曾圆是方曾

圆垣曾原猿越园的根，
亦摇曾圆员垣曾员原猿越园，曾

圆
圆垣曾圆原猿越园，

摇摇本题并没有
从求方程的根入

手，而是综合应

用了方程根的定

义和根与系数的

关系援其中，利用

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



典 型 题 阅陨粤晕摇载陨晕郧摇栽陨 九 年 级

圆摇摇摇摇

升
学
·
竞
赛
·
强
化

即摇曾猿员越猿曾员原曾
圆
员，曾
圆
圆越猿原曾圆援

又摇曾员垣曾圆越原员，
亦摇摇曾猿员原源曾

圆
圆垣员怨

越（猿曾员原曾
圆
员）原源（猿原曾圆）垣员怨

越原曾圆员垣猿曾员垣源曾圆垣苑
越原（曾圆员垣曾员原猿）垣源（曾员垣曾圆）垣源
越园垣源伊（原员）垣源越园援 选阅援

曾猿员越猿曾员原曾
圆
员、曾
圆
圆越

猿原曾圆对所求式
进行降次化简，

是一个值得重视

的解题技巧援

摇摇 员原猿摇若方程曾圆原圆曾原员越园的两根 α和 β 也是方程曾远垣责曾圆垣择越

园的根，则责垣择越（摇摇）援
摇摇摇粤援原源员 月援原圆怨 悦援圆怨 阅援源员
解员摇由根与系数的关系，得

α垣β越圆，αβ越原员援
亦摇α圆垣β圆越（α垣β）圆原圆αβ越圆圆原圆伊（原员）越远援
从而摇α源垣β源越（α圆垣β圆）圆原圆α圆β圆越远圆原圆伊（原员）越猿源援
又 α、β是方程曾远垣责曾圆垣择越园的根，
亦摇α远垣责α圆垣择越园， ①
摇摇β远垣责β圆垣择越园援 ②

①原②得摇责越α
远原β远

α圆原β圆
越原（α源垣α圆β圆垣β源）越原猿缘援

将摇责越原（α源垣α圆β圆垣β源）代入①，得
摇摇择越α圆（α源垣α圆β圆垣β源）原α远越α圆β圆（α圆垣β圆）越远援
亦摇责垣择越原猿缘垣远越原圆怨援 选月援

摇摇本题除了应
用方程根的定义

和一元二次方程

根与系数的关系

等基础知识外，

关键是代数式的

恒等变形，具有

较强的综合性和

灵活性，对学生

的思维能力要求

较高援

摇摇解圆摇作这样题的思路是：设法建立责、择的两个方程援解出 责、择援本题

二次方程的根是 槡员依圆已知，

即得摇（ 槡员垣圆）
远垣（ 槡员垣圆）

圆责垣择越园，

或摇摇（ 槡员原圆）
远垣（ 槡员原圆）

圆责垣择越园援

两式相减得摇［（ 槡员垣圆）
圆原（ 槡员原圆）

圆］责

越原［（ 槡员垣圆）
远原（ 槡员原圆）

远］援

故摇责越原［（ 槡员垣圆）
源垣（ 槡员垣圆）

圆（ 槡员原圆）
圆垣（ 槡员原圆）

源］越原猿缘援

代入摇择越（ 槡员垣圆）
圆［猿缘原（ 槡员垣圆）

源］

越远（ 槡猿垣圆圆）（ 槡猿原圆圆）越远援
于是摇责垣择越原圆怨援 选月援

摇摇对本题而言
解圆更简单援但如
有了复数知识，

对这一类问题而

言，解圆也是一种
普遍的好办法援

摇摇 员原源摇方程曾圆原渣圆曾原员渣原源越园的所有实根之和等于摇摇摇援 摇摇这是一个含
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解摇当圆曾原员≥园，即曾≥员圆时，曾
圆原（圆曾原员）原源越园，即曾圆原圆曾原猿越园援

解得 曾越原员（舍去），或曾越猿；

当圆曾原员约园，即曾约员圆时，曾
圆垣（圆曾原员）原源越园，即 曾圆垣圆曾原缘越园援解

得 曾 槡越原员垣远（舍去），或曾 槡越原员原远援

故原方程有两个实根曾员越猿，曾圆 槡越原员原远，其和为 槡圆原远援填 槡圆原远援

有绝 对 值 的 方

程，从实数绝对

值的定义入手，

将其转化为两个

一元二次方程来

解，主要考查分

类讨论的数学思

想和方法援

摇摇 员原缘摇若葬、遭是方程曾圆垣圆责曾垣猿越园的两个实根，糟、凿是方程 曾圆垣

圆择曾垣猿越园的两个实根，藻、枣是方程 曾圆垣圆（责圆原择圆）曾垣猿越园的两个实根，

则
（葬原糟）（遭原糟）（葬垣凿）（遭垣凿）

藻垣枣 的值为摇摇摇援

解员摇由根与系数的关系，得
摇摇摇摇摇葬垣遭越原圆责，葬遭越猿；

糟垣凿越原圆择，糟凿越猿；
藻垣枣越原圆（责圆原择圆），藻枣越猿援

故摇摇（葬原糟）（遭原糟）（葬垣凿）（遭垣凿）藻垣枣

越［葬遭原（葬垣遭）糟垣糟
圆］［葬遭垣（葬垣遭）凿垣凿圆］
藻垣枣 ①

越（糟凿垣圆责糟垣糟
圆）（糟凿原圆责凿垣凿圆）
原圆（责圆原择圆）

越糟凿（凿垣圆责垣糟）（糟原圆责垣凿）
原圆（责圆原择圆）

越猿［（糟垣凿）
圆原源责圆］

原圆（责圆原择圆）

越猿（源择
圆原源责圆）
原圆（责圆原择圆）

越远 填 远援

摇摇对于①式分
子中出现的 葬遭，
我们并没有立即

用常数猿代换，而
是换成了 糟凿，从
而可继续化简下

去援整个解题过
程都体现了整体

处理的思想援

摇摇解圆摇我们依然用求解的公式，得

葬越原责垣 责圆槡 原猿，遭越原责原 责圆槡 原猿援
糟越原择垣 择圆槡 原猿，凿越原择垣 择圆槡 原猿援

于是

（葬原糟）（遭原糟）越（择原责原 择圆槡 原猿垣 责圆槡 原猿）（择原责原 择圆槡 原猿原
责圆槡 原猿）
越（择原责原 择圆槡 原猿）圆 原责圆 原猿越圆（择原责）（择原

摇摇从以上各题
的解圆，使我们知
道：二次方程的

求根公式是十分

重要的，如本题，

用求根公式，加

上分解因式的技

巧，本题解起来
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择圆槡 原猿）援
而摇（葬垣凿）（遭垣凿）越（责垣择垣 择圆槡 原猿）圆原责圆原猿

越圆（择垣责）（择垣 择圆槡 原猿），
于是摇（葬原糟）（遭原糟）（葬垣凿）（遭垣凿）越员圆（择圆原责圆），
又摇藻垣枣越圆（择圆原责圆），

摇摇所以摇（葬原糟）（遭原糟）（葬垣凿）（遭垣凿）藻垣枣 越远援 填 远援

也很简捷，但要

求基本功十分扎

实援

摇摇 员原远摇（圆园园圆全国初中联赛题）已知实数葬、遭、糟满足

葬垣遭越愿，

葬遭原糟圆 槡垣愿圆糟越源愿{ 援
试求方程遭曾圆垣糟曾原葬越园的根援

解员摇由题设得摇葬垣遭越愿，葬遭越糟圆 槡原愿圆糟垣源愿援
所以，葬、遭是关于贼的一元二次方程

贼圆原愿贼垣糟圆 槡原愿圆糟垣源愿越园
的两个实根援

由 Δ越远源原源（糟圆 槡原愿圆糟垣源愿）越原源（糟 槡原源圆）
圆≥园，得糟 槡越源圆援

从而摇
葬垣遭越愿，
葬遭越员远{ 援

摇摇解得摇
葬越源，
遭越源{ 援

解方程源曾圆 槡垣源圆曾原源越园，得

曾员越 槡 槡原圆垣远
圆 ，曾圆越原

槡 槡圆垣远
圆 援

摇摇解圆摇由 遭越愿原葬，代入得

葬（愿原葬）越糟圆 槡原愿圆糟垣源愿

即摇（葬原源）圆垣（糟 槡原源圆）
圆越园援故

葬越遭越源，糟 槡越源圆，代入得方程

摇摇曾圆 槡垣圆曾原员越园援

解得摇曾越 槡 槡原圆依远
圆

摇摇为了确定实
数葬、遭、糟的值，我
们由题设条件构

造了一个以 葬、遭
为根的一元二次

方程，并通过 Δ≥
园，利用非负数的
性质求得糟的值，
进而求出 葬、遭的
值援解题思路自
然，一气呵成援

解 圆主要应
用了非负实数的

性质援

摇摇 员原苑摇已知葬为实数，解关于曾的方程曾渣曾垣员渣垣葬越园援

解员摇（员）当曾约原员时，原方程可化为
曾圆垣曾原葬越园援摇摇摇摇摇摇①

由曾约原员，得葬越原曾渣曾垣员渣跃园援 摇摇本题需要对
曾和 葬进行二重
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从而 Δ员越员垣源葬跃园，方程①有两个不相等的实根曾越
原员依 员垣源槡 葬
圆 援

疫 葬跃园，摇摇亦 原员垣 员垣源槡 葬
圆 跃园援

亦 曾越原员原 员垣源槡 葬
圆 是原方程的根援

（圆）当曾≥原员时，原方程可化为
摇摇摇摇摇摇曾圆垣曾垣葬越园援 ②

当 Δ圆越员原源葬≥园，即葬≤
员
源时，方程②有解

曾越原员依 员原源槡 葬
圆

又由曾圆垣曾越原葬，故当园约葬≤员源时，原员≤曾越
原员依 员原源槡 葬
圆 约园都是

方程的根；当葬约园时，方程只能有一正根：曾越原员垣 员原源槡 葬
圆 援

综上所述，当葬约园时，方程有一个根曾越原员垣 员原源槡 葬
圆 ；当葬越园时方

程有二个根 曾越园或 曾越原员；当 园约葬≤ 员源时，原方程有三个根 曾越

原员依 员原源槡 葬
圆 ，曾越原员原 员垣源槡 葬

圆 ；当 葬跃员源时，原方程有一个根 曾越

原员原 员垣源槡 葬
圆 援

分类讨论，所以

要注 意 理 顺 关

系援
先按 曾约原员

或 曾≥ 原员分，目
的是去掉方程中

的绝对值；后讨

论葬的取值号援归
根结蒂问题还是

讨论 葬的取值对
方程解的作用援

摇摇解圆摇（员）当葬越园时，方程有两根曾越园或曾越原员援
（圆）当葬跃园时，方程要有解必有曾约园，当曾约原员时，方程化为
摇摇摇摇摇摇原曾圆原曾垣葬越园或曾圆垣曾原葬越园援

此时的负根为摇曾越原员原 员垣源槡 葬
圆 约原员，为所要的解援

而 原员约曾约园时，方程为 曾圆垣曾垣葬越园，此方程要有实根，要求判别式
Δ越员原源葬≥园，相应的解为

曾越原员依 员原源槡 葬
圆 摇摇∈（原员，园）援

两根均符合要求援
（猿）当葬约园，则方程有解必有曾跃园的解援此时方程为
摇摇摇摇曾圆垣曾垣葬越园援

它的正根是摇摇摇曾越原员垣 员原源槡 葬
圆 援

摇摇解 圆是先着
眼于 葬的取值情
况来分类援这样
也很清楚，因为 葬
在方程中是作为

已知数出现的援

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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综上，当葬约园时，方程有唯一的根 曾越原员垣 员原源槡 葬
圆 ；当 葬越园时，方

程有两根曾越园或曾越原员；当园约葬≤员源方程有三个根曾越
原员原 员垣源槡 葬
圆 或

曾越原员依 员原源槡 葬
圆 ；当葬跃员源时，方程有唯一的根 曾越

原员原 员垣源槡 葬
圆 援
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摇摇解猿摇（数形结合法）援我们来作函数赠越曾渣曾垣员渣的图形援

图员原员

在曾约原员，是抛物线赠越原曾圆原曾；曾跃原员是 赠
越曾圆 垣曾援作出的图象为图 员原员所示，方程是
曾渣曾垣员渣越原葬，因此，是赠越曾渣曾垣员渣与直线赠越原葬
交点的横坐标援可见，当 原葬跃园，即 葬约园只有一

根；当原员源约原葬约园，即园约葬≤
员
源有三个交点，其

中葬越员源时，曾越原
员
圆是方程的二重根；当 原葬约原

员
源，即葬约

员
源时，方程只有一根援

摇摇解猿要用到
高中知识，但作

为数学竞赛，应

当掌握二次函数

及其图形，及它

们的极大、极小

值援

摇摇 员原愿摇（怨怨全国初中竞赛题）设实数 泽、贼分别满足员怨泽圆垣怨怨泽垣员越

园，贼圆垣怨怨贼垣员怨越园，且泽贼≠员，求泽贼垣源泽垣员贼 的值援

解员摇因为泽≠园，所以第一个等式可化为

（
员
泽）
圆垣怨怨·员泽垣员怨越园援

又摇贼圆垣怨怨贼垣员怨越园，且员泽≠贼，

所以，
员
泽和贼是一元二次方程曾

圆垣怨怨曾垣员怨越园的两个不同的实根援

于是，由根与系数的关系，得

员
泽垣贼越原怨怨，

员
泽·贼越员怨，

即摇泽贼垣员越原怨怨泽，贼越员怨泽援

故摇泽贼垣源泽垣员贼 越
原怨怨泽垣源泽
员怨泽 越原缘援

摇摇解圆摇（求根公式法）援记摇Δ越怨怨圆原源·员怨，则

泽越原怨怨依槡Δ圆·员怨 越
圆
原怨怨槡Δ

，贼越原怨怨依槡Δ圆 ，由泽贼≠员，

不妨设摇泽越原怨怨垣槡Δ圆·员怨 ，则 贼越
原怨怨垣槡Δ
圆 援

于是摇泽贼垣源泽垣员贼 越泽垣源·
泽
贼垣
员
贼

摇 摇 越原怨怨垣槡Δ圆·员怨 垣
源
员怨垣
原怨怨原槡Δ
圆·员怨 越

原员怨园
圆·员怨越原缘援

可知若 泽越原怨怨原槡Δ圆·员怨 ，贼越
原怨怨原槡Δ
圆 ，仍有

摇摇注意到两个
已知等式中系数

的关系，我们构

造了一个以
员
泽和

贼为根的一元二
次方程，应用根

与系数的关系整

体地 解 决 了 问

题援

摇摇读者不妨设

泽越 原怨怨原槡Δ圆·员怨 ，

贼越 原怨怨原槡Δ圆 来

解本题援我们已
不只一次用求根

公式 解 一 些 难

题，望读者好好

总结一下，记住

求根公式，根与

系数关系，都是

解与二次方程有

关的题要熟练掌
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摇摇摇摇泽贼垣源泽垣员贼 越原缘援
握的内容援

摇摇员原员怨摇已知葬、遭、糟均为正整数，且葬跃遭跃糟援若

猿远原远（葬垣遭垣糟）垣（葬遭垣遭糟垣糟葬）越园，
愿员原怨（葬垣遭垣糟）垣（葬遭垣遭糟垣糟葬）越园援

求葬、遭、糟的值援
解摇由题设知，远、怨是一元二次方程

曾圆原（葬垣遭垣糟）曾垣（葬遭垣遭糟垣糟葬）越园
的两个根援由根与系数的关系，得

摇摇摇
葬垣遭垣糟越远垣怨越员缘，
葬遭垣遭糟垣糟葬越远伊怨越缘源{ 援

①

疫 葬跃遭跃糟，摇摇亦 员缘越葬垣遭垣糟跃猿糟援
解得糟约缘，即糟只可能取员，圆，猿，源援
（员）当糟越员时，由①得

摇摇摇
葬垣遭越员源，
葬遭越源园{ 援

得正整数解葬越员园，遭越源，糟越员援
（圆）当糟越圆时，由①得

摇摇摇
葬垣遭越员猿，
葬遭越圆愿{ 援

摇无正整数解援

（猿）当糟越猿时，由①得

摇摇摇
葬垣遭越员圆，
葬遭越员愿{ 援

摇无正整数解援

（源）当糟越源时，由①得

摇摇摇
葬垣遭越员员，
葬遭越员园{ 援

解得 葬越员园，遭越员，与遭跃糟矛盾援
综上所述，只有葬越员园，遭越源，糟越员援

摇摇解答本题有
两个难点，一是

由题条件发掘以

远和 怨为根的一
元二次方程援这
需要有较强的观

察能力；二是解

不定方程组①援
其中，确定最小

正整数 糟的范围
尤为重要援
其实已知两

式相减即可得 葬
垣遭垣糟越员缘援代入
任一式即得 葬遭垣
遭糟垣糟葬越缘源援

员援圆摇一元二次方程根的性质

摇摇员原员园摇已知葬、遭、糟是不全为零的三个实数，那么关于曾的方程曾圆垣

（葬垣遭垣糟）曾垣（葬圆垣遭圆垣糟圆）越园的根的情况是（摇摇）援

摇摇本题入手较
容易，关键是对

判别式进行配方
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粤援有两个负根摇摇摇摇摇摇摇摇月援有两个正根
悦援有两个异号的实根 阅援无实根
解摇因为葬、遭、糟不全为零，所以
摇摇Δ 越（葬垣遭垣糟）圆原源（葬圆垣遭圆垣糟圆）
越原猿（葬圆垣遭圆垣糟圆）垣圆葬遭垣圆遭糟垣圆糟葬
越原葬圆原遭圆原糟圆原（葬原遭）圆原（遭原糟）圆原（糟原葬）圆约园援

故已知方程无实根援 选阅援

变形，判断其符

号援

摇摇员原员员摇设三个关于 曾的方程 曾圆垣源皂曾垣源皂圆垣圆皂垣猿越园、曾圆垣（圆皂

垣员）曾垣皂圆越园、（皂原员）曾圆垣圆皂曾垣皂原员越园中至少有一个方程有实根，则
实数皂的取值范围是（摇摇）援

粤援原猿圆约皂约原
员
源 月援皂≤原猿圆或皂≥原

员
源

悦援皂≤原猿圆或皂≥
员
圆 阅援原员源≤皂≤

员
圆

解员摇若第一个方程有实根，则
摇摇Δ员越员远皂

圆原源（源皂圆垣圆皂垣猿）越原愿皂原员圆≥园援

解得摇皂≤原猿圆援

若第二个方程有实根，则

摇摇Δ圆越（圆皂垣员）
圆原源皂圆越源皂垣员≥园，得皂≥原员源援

若第三个方程有实根，则

摇摇Δ猿越源皂
圆原源（皂原员）圆越愿皂原源≥园援

解得摇皂≥员圆（皂越员时，方程仍有实根）援

要使三个方程中至少有一个方程有实根，则上面三个不等式至少有

一个要成立援故皂的取值范围为皂≤原猿圆或皂≥原
员
源援 选月援

摇摇解圆摇若三个方程都没有实根，则有
Δ员越原愿皂原员圆约园，

Δ圆越源皂垣员约园，

Δ猿越愿皂原源约园
{

援

解得 原猿圆约皂约原
员
源援

所以，当皂≤原猿圆或 皂≥ 原
员
源时，三个方程中至少有一个方程有实

根援 选月援

摇摇两种解法的
思路恰好相反。

解员从正面入手，
分别求出使三个

方程有实根的 皂
的取值范围，把

它们合并在一起

便得到所求 皂的
范围援解圆从反面
思考，采用了“正

难则反”的解题

策略援先求三个
方程都没有实根

的 皂的取值范
围，再从全体实

数中将其去掉，

剩余的部分可使

三个方程中至少

有一个方程有实

根援显然，解 圆是
一种最优化的解

法援
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摇摇员原员圆摇设关于曾的方程葬曾圆垣（葬垣圆）曾垣怨葬越园有两个不相等的实

根曾员、曾圆，且曾员约员约曾圆，那么实数葬的取值范围是（摇摇）援

粤援原圆苑约葬约
圆
缘 月援葬跃圆缘

悦援葬约原圆苑 阅援原圆员员约葬约园

解员摇易知葬≠园，则原方程化为

曾圆垣（员垣圆葬）曾垣怨越园援

记赠越曾圆垣（员垣圆葬）曾垣怨，则这个抛物线的开口向上援

因为摇曾员约员约曾圆，所以摇当曾越员时，赠约园，即

员垣（员垣圆葬）垣怨约园援

解得摇原圆员员约葬约园援 选阅援

摇摇前两种解法
都是借助于二次

函数图象的性质

来建立关于 葬的
不等式，其中解员
是给原方程两边

同除以 葬，得到二
次项系数为正数

的二次函数，图

象开口向上援

摇摇解圆摇记枣（曾）越葬曾圆垣（葬垣圆）曾垣怨葬，则由曾员约员约曾圆，得葬枣（员）约园，即
葬（员员葬垣圆）约园援

解得摇原圆员员约葬约园援 选阅援

摇摇解猿摇易知葬≠园，由根与系数的关系，得

曾员垣曾圆越原
葬垣圆
葬 ，曾员曾圆越怨援

疫摇曾员约员约曾圆，
亦摇（曾员原员）（曾圆原员）约园，即摇曾员曾圆原（曾员垣曾圆）垣员约园，

亦即摇怨垣葬垣圆葬 垣员约园援

解得摇原圆员员约葬约园援 选阅援

摇摇解 圆是通过
试验，发现二次

项系数 葬与 枣（员）
异号援
解 猿应用了

等价 转 化 的 思

想，将 曾员约员约曾圆
转化为（曾员 原员）
·（曾圆原员） 约园，
从而联想到根与

系数的关系，是

一种较优化的解

法援

摇摇员原员猿摇葬遭、遭葬表示两个两位数，则满足方程（葬垣遭）曾圆原葬遭曾垣遭葬越园

的两个根都是整数的葬遭有（摇摇）援
摇摇粤援园个摇摇摇月援圆个摇摇摇悦援源个摇摇摇阅援远个
解摇设方程的两整数根为曾员、曾圆，则

曾员垣曾圆越
员园葬垣遭
葬垣遭，摇曾员曾圆越

员园遭垣葬
葬垣遭援

所以摇曾员垣曾圆垣曾员曾圆越员员且曾员，曾圆跃园援
即摇（曾员垣员）（曾圆垣员）越员圆越圆·远越猿·源

摇摇从根与系数
的关系入手，是

解答一元二次方

程整数根问题的

一种常用方法援

另外，由
员园葬垣遭
葬垣遭与
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当
曾员越圆，

曾圆{ 越猿时，代入上式，得缘葬越源遭，故葬遭越源缘；
当
曾员越员，

曾圆{ 越缘时，代入上式，得源葬越缘遭，故葬遭越缘源援
故满足条件的葬遭有两个援 选月援

员园遭垣葬
葬垣遭之和为定

值，得（曾员垣员）·
（曾圆垣员）越员圆是
非常重要的援

摇摇员原员源摇（圆园园猿全国初中联赛题）设皂是整数，且方程猿曾圆垣皂曾原圆越

园的两根都大于原怨缘而小于
猿
苑，则皂越摇摇摇援

解摇设枣（曾）越猿曾圆垣皂曾原圆，由题设得

枣（原怨缘）越原
怨
缘皂垣
员怨猿
圆缘跃园，

枣（猿苑）越
猿
苑皂原
苑员
源怨跃园，

原怨缘约原
皂
圆伊猿约
猿
苑











 援

解得摇猿愿圆员约皂约源
员猿
源缘援

因为摇皂是整数，所以摇皂越源援 填 源援

摇摇这个问题可
从三 个 方 面 考

虑：判别式定理、

区间端点函数值

的正负、对称轴

与区间的位置关

系援本题中 葬糟越
原远，故 Δ 跃园，可
肯定方程总有一

正一负的根援

摇摇员原员缘摇（圆园园员河北初中竞赛题）若关于 曾的方程（员原皂圆）曾圆垣圆皂曾

原员越园的所有根都是比员小的正实数，则实数皂的取值范围是摇摇摇援
解摇（员）当员原皂圆越园，即皂越依员时，原方程为一元一次方程援

若皂越员，方程为圆曾原员越园，其根为曾越员圆，符合要求援

若皂越原员，方程为原圆曾原员越园，其根为曾越原员圆约园，不符合要求援

（圆）当员原皂圆≠园，即皂≠依员时，原方程为一元二次方程，可变形为
［（员原皂）曾垣员］·［（员垣皂）曾原员］越园援

解得 曾越 员皂原员或曾越
员
皂垣员援

由摇
园约 员皂原员约员，

园约 员皂垣员约员
{ ，

摇摇得皂跃圆援

综合（员）、（圆），得摇皂越员或皂跃圆援 填 皂越员或皂跃圆援

摇摇这也是一个
区间根问题，首

先需要对二次项

系数员原皂圆是否
为零进行讨论，

其次当员原皂圆≠园
时，我们先通过

因式分解求出方

程的两个根，再

通过解不等式组

求出 皂的取值范
围援这种解法要
比应用区间根原

理简单，但它是

建立在观察的基

础上的援
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