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摇摇$数学逆向思维教学（一"""""""""""""
）

在数学教学过程中，加强对学生的思维训练是改革数学教学，提高
教学质量的最根本的途径。“思维”是人类特有的，是人有意识的、能
控制的认识活动。思维过程”是一种信息的转换、加工、分析、存储、输
出的过程。学生的学习就是这种思维过程。由于每一个学生在学习过
程中，对信息处理的水平的不同，从而出现了学习成绩的差异。如何提
高学生的信息处理水平呢？下面提出的思维程序是值得提倡的。
我们知道，人们认识进而掌握一个事物的本质及其运动规律，必须

从它的正反两个方面去认识、去分析（即“是 粤如何？不是 粤又如
何？”），如果一个学生学习数学过程中，对每一个概念、定理、公式都能
从正反两个方面去进行分析、理解，明确相应的结论，这对于掌握数学
知识、增强解题能力都是极其有利的。这种从正反两个方面去分析求
解的思维过程就是所谓的“正向思维”过程与“逆向思维”过程。
在我们当前的数学教学中，大量的是正向思维训练，而且也总结出

了不少行之有效的教学方法。相比之下，对于逆向思维训练方面在当
前的数学教学中我们感到还没有引起足够的重视。天津市河北区教科
室张济华、天津市河北区教科室王方薇老师就当前现行的数学教材，在
数学教学过程中进行逆向思维训练方面，总结了对以下两种逆向思维
类型的教学意见。
员援否逆型
原命题中的条件不成立时的逆向思维形式，我们称之为否逆型逆

向思维。其模式一般为：

员
第五部分摇猿垣载·数学解题的逆向思维与反证方法 摇
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原命题：若粤则月。
否逆型命题：若不粤则悦。
在概念教学中，为了加深学生对概念中的条件和结论的认识，从而

拓展概念的内涵，往往需要教师对概念的条件和结论作进一步的探讨，
当否定概念中的某些条件时，其结论就要有相应的变化。例如初中二年
级平面几何中“两条直线平行的性质定理”的教学，就可以通过否逆型命题的模式

和前后知识融为一个整体。“原命题”：两条直线 粤月和 悦阅被第三条直线 耘云所
截，若粤月%悦阅，则其两对内错角分别相等。该命题当否定 粤月%悦阅时，得到它的
“否逆型命题”：两条直线粤月和悦阅被第三条直线 耘云所截，若 粤月%攒悦阅，则两对内
错角均不相等，且每对内错角中，在粤月与悦阅交点一侧的角小。如图，

悦
粤 云

阅

耘 月
源

员
猿 圆

摇摇若粤月%攒悦阅&
’员(’圆且’员约’圆
’猿(’源且’猿约’源
这个命题的得出，正是学生已经学过的没有被量化的三线八

角概念的拓深，并且由于任何一个三角形都是由两条不平行的直线被第三条直线

所截而成，所以命题的实质是“三角形内角和定理”的推论。这样，由一个命题的

否逆型命题的得出，使学生对“三线八角———两条直线平行的性质———三角形内

角和定理”这些在学生头脑中孤立的“知识点，形成一个有机的整体。又如高中二

年级解析几何中椭圆的概念教学，“原命题”：平面上的一个动点到两个定点 云员
（ 原糟，园），云圆（糟，园）的距离和等于定长圆葬（圆葬跃圆糟），则动点的轨迹是椭圆。在命题
中否定圆葬跃圆糟，（可以通过三角形中任意两边的和大于第三边的性质引导学生）便
得出其“否逆型命题”：平面上的一个动点到两个定点云员（ 原糟，园），云圆（糟，园）的距离
和等于定长圆葬，若圆葬)圆糟，则动点的轨迹是线段或虚椭圆。这个命题的得出是初
学解析几何的学生必须掌握的，它不仅让学生对形成椭圆的条件有了确切的认

识，而且加深学生对动点所形成轨迹的完备性的认识。

由以上二例可得到产生否逆型命题的操作模式：否定原命题中全
部或部分条件后探讨其相应的结论。数学教学中的这种教学方法的实
施，可以培养学生多方面、多角度、深层次考虑问题的立体思维方法。
在习题教学中也可以仿照概念教学中“逆型命题”的模式，使学生

在变式教学中树立起深层次探讨问题的思维能力。例如，已知泽蚤灶!垣泽蚤灶"
越葬，糟燥泽!垣糟燥泽"越遭，（葬，遭均为非零实数”求 泽蚤灶（!垣"）的值。由于该题有“葬，遭均

为非零实数”这个条件，故可进行两式相除的运算，不难得到 泽蚤灶（! 垣"）越 圆葬遭
葬圆垣遭圆
。

如若将条件“葬，遭均为非零实数”去掉，得到原题的“否逆型”习题：已知 泽蚤灶!垣泽蚤灶"
越葬，糟燥泽!垣糟燥泽"越遭，，求泽蚤灶（!垣"）的值。再解此题，学生就必须考虑两式相除时

圆
摇猿垣载·数学解题的创造性思维品质
培养（下）
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葬，遭是否为零的问题，从而要分（员）葬越遭越园；（圆）葬·遭(园；（猿）葬越园，遭(园，葬(园，遭
越园三类分别进行讨论后才能得到结论。因此，在习题教学中，如果用“否逆型命
题”的思维方式，可以培养学生周密思考问题的能力，而且可以加深学生对习题中

的条件进行分析适当地选定解题方法的能力。

圆援对逆型
原命题的结论作为条件的逆向思维方式，我们称为对逆型逆向思

维。其模式一般为：
原命题：若粤则月。
对逆型命题：若月则悦。
在概念教学中，如果将原命题中的结论和部分条件作为新命题条

件来引导学生寻求其结论，这对于学生进一步理解掌握命题是十分有
益的。例如，“原命题”：直角三角形中，猿园毅角所对直角边是斜边的一半。可引入
“对逆型命题”：在一个三角形中，若有一个角是猿园毅，且一条边是另一条边的一半，
则这个三角形是直角三角形或钝角三角形。其结论是分三种情况分别进行论证

得出的。这个命题使学生在原命题的基础上又重见一层天地，不仅培养了学生分

析问题的能力，而且使学生从中领悟出，当适当组合原命题的条件和结论时，产生

的新命题的结论可能是不唯一的。毫无疑问，数学中的这种教学方法，培养的是

学生深层次的探讨精神。

由上例可得到产生“对逆型命题”的操作模式：将原命题中的结论
和部分条件作为新命题的条件，探讨结论的构成。和“否逆型命题”教

学一样“对逆型命题”的教学，可以使学生头脑中产生新的构思程序、
新的解题方法以及新旧知识间认知结构的新的构成，久而久之，势必开
发学生的思维。
在习题教学中，按照“对逆型”的思维模式，同样可以收到良好的

效果。例如，原题：若全集陨越｛葬，遭，糟｝，集合粤越｛葬，遭｝，月越｛遭，糟｝，求粤*月。（显
然答案是粤*月越｛遭｝）“对逆型”习题：若全集陨越｛葬，遭，糟｝，已知 粤*月越｛遭｝，求集
合粤与月。其结论应有怨组，它们是粤员越｛葬，遭｝，月员越｛遭，糟｝；粤圆越｛遭，糟｝，月圆越｛葬，
遭｝；粤猿越｛遭｝，月猿越｛葬，遭，糟｝；粤源越｛葬，遭，糟｝，月源越｛遭｝；粤缘越｛遭｝，月缘越｛遭，糟｝；粤远越｛遭，
糟｝，月远越｛遭｝；粤苑越｛遭｝，月苑越｛葬，遭｝；粤愿越｛葬，遭｝，月愿越｛遭｝；粤怨越｛遭｝，月怨越｛遭｝。这样
的结论相对原题来讲，学生不作深层次的探索是得不出的。

综合以上两种逆向思维的模式和在数学教学中的作用，我们认为

要想通过逆向思维培养学生全面分析问题、深层次探讨问题的能力，首
先要在我们教师的头脑中有逆向思维教学意识，有了这种意识，才能在

猿
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教学中经过点拨，逐步培养起学生逆向思维问题的习惯。

摇摇$数学逆向思维教学（二"""""""""""""
）

数学教学中，教师为了使学生获得数学基本知识和能灵活运用知
识解决问题，往往都不遗余力地培养学生的各种思维能力，其中很重要
的思维方法就是逆向思维，因为中学数学许多重要的解题方法的思维
主体是逆向的。奉贤县四团中学盛建斌老师以平几教学为例作了剖
析：
员援加强基础知识的逆向思维教学
平面几何中所出的定义、性质、公理、定理等都是平面几何的基础

知识，有些学生往往只会死记硬背，不能很好地融会贯通，以致造成思
维的呆板。因此在引入新概念和定理时，应通过正向思维初步掌握，再
由逆向思维加深理解。例如，“两直线相交，只有一个交点”这一性质的教学。
首先我们可随手画任意两条相交直线，从图形的直观上得到只有一个交点的结

论。然后，利有逆向思维，假设有二个交点，此时让学生观察，得出相应的结论。

方法是：出示教学具———两根铁丝，如图，先确这一个交点粤，另外一组交点有记号
月和月鸳点表示，为了要把月和月鸳点相交在一起，而 粤点不动，只有通过绕 粤点旋转
发现，当月点和月鸳点相交在一起，二段铁丝合而为一，所以当有二个交点时，就与
两点决定一直线公理相矛盾，从而进一步加深理解这一性质。又如，我们知道等

边三角形中“四心合一”这一性质，但是如果一个三角形的内心、外心、重心在同一

直线上时，这个三角形不一定是等边三角形而是等腰三角形，通过这样的逆向教

学由此突出了“等边三角形”与“合一”之间的相互关系。

+,,
· ·

·
· · 圆蕴蕴员粤 月（月）

月
蕴圆

员蕴月粤

圆援加强定理的逆向思维教学
通过逆向思维，全面理解定理，在运用定理时才能做到及时到位。

例如，梯形的中位线定理：“梯形两腰中点的连线平行于底边，且等于两底边之和

的一半。”此时可用以下几个变式来巩固、加深理解：#已知两底求中位线（正向思
维）；$已知中位线和一底，求另一底；%若过梯形一腰的中点的直线平行于底边，

源
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求证此直线为梯形中位线（逆向思维），从而突出此定理的实质（中点，平行）。同

时，教师引导学生探索一些定理的逆命题是否成立，不仅可巩固、完善所学的知

识，而且能激发学生的求知欲。如直角三角形中勾股定理的逆命题：“若三角形的

三边为葬，遭，糟，且葬圆垣遭圆越糟圆，则此三角形为直角三角形。”此时可引导学生探索当
上式关系变为：#葬圆垣遭圆跃糟圆；$葬圆垣遭圆约糟圆时，三角形的形状又是怎样的？让学生
从不同角度加深对知识的理解。

猿援加强解题方法的逆向思维教学，提高解题能力
在平面几何知识的学习中，学生普遍感到有时解题无从着手，这是

因为：几何所特有的要求———较强的逻辑推理能力，另外，由于学生还
没有掌握行之有效的思维方法，因此教师讲解例题时要充分地进行逆
向分析，培养学生的逆向分析的习惯。
（员）从结论入手，执果索因。摇解题时，学生最易想到从条件到结
论，但有时两者间没有很明显地联系时，学生因方向不明而无法入手。
因此，我们应强调从结论出发，利用逆向思维，采用分析法，找到已知与
未知之间的桥梁。例如：如图等腰 砸贼-粤月悦中，’粤越怨园毅，耘、云是 月悦边任二
点，且’耘粤云越源缘毅，求证：月耘圆垣悦云圆越耘云圆。
分析：从已知条件着手，则发现很困难；但从结论分析，发现线段 粤耘、耘云、悦云

正好构成一个直角三角形，因此我们利用轴对称图形就可构造出一个直角三角

形。

证明：把-粤耘云沿着直线粤云对折，得到耘点的对称点为耘鸳点。

·

粤
耘忆

悦云月 耘

摇摇亦耘云越耘鸳云，又易证得：
-粤月耘.-粤悦耘鸳，

亦’耘鸳悦粤越’月越源缘毅，悦耘鸳越月耘
亦’耘鸳悦云越’耘鸳悦粤垣’粤悦月越怨园毅
亦耘鸳云圆越悦云圆垣悦耘鸳圆。

即月耘圆垣悦云圆越耘云圆。
（圆）从反面考虑，加强反证法。摇适当地进行反证法教学能提高
解题的灵活性，同时也使学生能正确理解各个概念、定理等。例如，一
个三角形中至少有二个锐角。若从正面进行证明，则比较困难，而从它
的反面着手，即使设它至多有一个锐角，则#当锐角个数为零时，三角
形就不构成。$当只有一个锐角时，则其余两个角为钝角或直角，即这
两个角之和大于员愿园毅，而这与三角形内角和定理相矛盾，同时从这个
证明过程还可得到三角形中至多只有一个钝角或直角的结论，从而对
正确理解三角形的三个内角间的关系起到很大的帮助作用，因此学生

缘
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通过反证法的训练，培养学生全面考虑问题，养成良好的思维习惯。

摇摇$数学逆向思维教学（三"""""""""""""
）

数学教学中，教师应重视对学生进行思维转换能力的训练。而逆

向思维是思维转换能力的一种重要形式。
逆向思维是从已有的习惯思路的反方向去思考分析问题。表现为

逆用定义、定理、公式法则；逆向进行推理，即顺推繁复时考虑逆求；反
向进行证明，即直接解决较困难时考虑间接解决，事实上，逆向思维是
摆脱思维定势，突破旧有思想框架，产生新思想，发现新知识的重要思
维方式。
为了在教学中培养初中生的逆向思维，上海吴迅中学冯明芬老师

在逆运算的教学中作了一些尝试，以对数教学为例，主要采取了如下步
骤：
员援通过设问，由正运算细致地引出逆运算
在复习指数概念的基础上，提出以下问题让学生思考：

#若圆源越晕，那么晕等于多少？
$若葬源越员远，且葬跃园，那么葬等于多少？
%若圆遭越员远，那么遭等于多少呢？
在学生回答以上问题后，再提出以下问题：表达式 葬遭越晕中涉及到三个量 葬，

遭，晕，如果已知葬，遭求晕的运算叫什么运算？如果已知 遭，晕，求葬的运算叫什么运
算？如果已知葬和晕，那么求遭的运算又是什么呢？通过这些设问，步步为营，引
出所要讨论的课题。接着，当介绍了对数的定义和符号表示以后，我又通过列表

引导学生对指数式和对数式进行对比，寻找两者之间的区别和联系，以及转化的

约束条件。

圆援通过实例，熟练正逆运算的转化方法
例如在计算对数造燥早圆愿的值时，由于学生对有如 造燥早圆愿的符号不熟悉，所以先

把逆向问题化为学生所熟知的正向问题：设造燥早圆愿越曾，则圆
曾越愿，在转化中建立双向

联结，再借助于乘方运算的正向思维，求得 曾越猿，即造燥早圆愿越猿，这样，以正向联结促
进和形成逆向联结。

猿援通过导出性质，巩固正逆运算的转化规律
在教学中，强调借助正运算的幂的运算性质推导出逆运算的对数

运算性质。在讲解时，我的主要工作是揭示指数和对数的关系和怎样

远
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根据指数的运算性质来导出对数运算的性质。学生在运用对数运算性
质时，易受指数性质的影响，常常出现：造燥早葬（酝垣晕）越造燥早葬酝垣造燥早葬晕，
造燥早葬酝晕越造燥早葬酝·造燥早葬晕之类的错误。事实证明，如果在推导过程中，牢
牢扣住对数运算和乘方运算的双向联结，则可防止或减少这类错误的
发生。
例：已知造燥早葬酝、造燥早葬晕，求造燥早葬酝晕是什么？
要求学生思考：欲求酝晕的对数，先分析 酝晕是什么？事实上，只要利用恒等

式酝越葬造燥早葬酝，晕越葬造燥早葬晕，就可把 酝晕表示成同底数的幂。这样，借助同底数幂的正
向思维得：酝晕越葬造燥早葬酝·葬造燥早葬晕越葬造燥早葬酝 垣葬造燥早葬晕，而 造燥早葬酝垣造燥早葬晕是底数 葬的指数，根
据对数的定义，所以造燥早葬酝晕越造燥早葬酝垣造燥早葬晕（证明略）。事实上，由上述推导可知，
在公式造燥早葬酝晕越造燥早葬酝垣造燥早葬晕中，右端和式造燥早葬酝垣造燥早葬晕是幂酝越葬

造燥早葬酝葬造燥早葬酝，晕
越葬造燥早葬晕中的指数相加的形式，根据同底数幂相乘，底数不变，指数相加的指数运算
性质，造燥早葬酝垣造燥早葬晕只能是幂的乘积酝晕的对数，所以乘积的对数等于对数的和。

类似地，可以引导学生由分析得出对数的又一性质 造燥早葬
酝
晕越造燥早葬酝

原造燥早葬晕。

摇摇$数学逆向思维教学（四"""""""""""""
）

员援逆向思维与概念教学
概念是数学的基本元素，概念掌握的好坏直接关系到其他知识的

掌握。但有些概念十分难理解，如适当注意从逆向思考，从结论的反面
去讨论，可以加深学生对概念的理解、掌握，养成双向考虑问题的习惯。
点的轨迹的概念是初中数学中的一个难点，点的轨迹应满足完备性和纯粹

性。不过，定义不足以使学生完全认识其本质，为了更清楚地揭示图形云与条件悦
之间的关系，可从反方向提出以下的问题：不符合 悦的点是否在图形上？当然不
在，因为定义已阐明图形云上的点都符合条件 悦，所以纯粹性说明图形 云上没有
不合条件的点；反之不在图形云的点是否也符合条件 悦呢？当然不能，因为符合
条件悦的点都在图形 云上，所以完备性即说明符合条件 悦的点没有遗漏的。原
来，图形云的点与符合条件悦的点“不多不少”完全相同。（图形 云与符合条件 悦
的点集是等集），只有这样，图形云才是符合条件 悦的点的轨迹。从而，在求符合
条件悦的点的轨迹时，一方面要剔除不合条件的点，另一方面也不能漏掉合乎条
件的点。如：以线段粤月为斜边的直角三角形直角顶点的轨迹是以粤月为直径的圆
是不正确的，因它不合纯粹性，应除去粤、月两点。

苑
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有些数学概念从逆向入手研究，可丰富其内涵。如周期函数中的
函数周期概念，求函数周期一般是指最小正周期，是否所有的周期函数
都有最小正周期呢？函数周期性的实质是图象有规律地重复再现。不
难发现象枣（曾）越猿的周期是任意的，说明常数函数虽是周期函数，但无
最小正周期。因此得出结论，并不是所有周期函数都有最小正周期。
圆援公式的逆运用
数学中有许多公式，有的同学在运用公式时，只知道从左到右，而

不习惯从右到左的应用，这实际上等于只掌握了“半个”公式，对任一
公式都要弄清它成立的条件和双向运用的效应。

如公式 葬! 圆越渣葬渣，我们可自如地利用它把根号中的式子开出，但却忽略了它
的另一功能，还可从右往左看，即：渣葬渣越 葬! 圆，说明还可利用同一公式把非负数移
入根号。在求一元二次方程两根差或求抛物线与曾轴两交点间距离时，利用渣曾员原

曾圆渣越（曾员原曾圆）! 圆越（曾员垣曾圆）
圆原源曾员曾! 圆就方便多了。

再如化简泽蚤灶（曾原赠）糟燥泽（曾垣赠）垣糟燥泽（曾原赠）泽蚤灶（曾垣赠），当然利用两角和差的
正余弦公式展开能得出最后结果，但过程较烦琐。要是把两角和的正弦公式逆

用，即泽蚤灶!糟燥泽"垣糟燥泽!泽蚤灶"越泽蚤灶（!垣"），就简化多了。问题是真正遇到类似问题，
能否想起逆用公式。

以上仅是逆用公式的两例，事实上，每个公式都有其正、反两面的
含义及功能。这就要求平时教学中注意培养这方面的能力，开发公式
另一半的潜能。
猿援运用逆向思维解题
要建一幢房子，设计师应先拿出图纸，建筑师根据设计要求，备料

建房施工，这便是逆向思维在实际中的应用。
数学问题之所以奥妙无穷，主要是在于它的题型多变，解无定法。

受思维定势的影响，有的同学往往只习惯于由已知出发。事实上，这种
顺向思维定势，只会制约思维空间的拓展。有时，如果正面解题很困
难，此时，不妨改变思路的方向，兴许柳暗花明。
例员摇某圆形池塘中央，有一块浮萍。若这块浮萍的面积以每天增加一倍的

速度向外蔓延，且员园天刚好长满池塘。问：第几天刚好长满池塘的一半？
分析摇若从已知考虑，较为复杂。浮萍原来的面积，池塘面积，长满池塘一半

的天数，均需考虑。但若从结果开始考虑，提出这样的问题：第员园天刚好长满池
塘，那么此前一天长到池塘的多少呢？由此不难得出结论：怨天。
例圆摇设葬、遭、糟为互不相等的实数，试证函数
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枣（曾）越（曾原葬）（曾原遭）
（糟原葬）（糟原遭）垣

（曾原遭）（曾原糟）
（葬原遭）（葬原糟）垣

（曾原糟）（曾原葬）
（遭原糟）（遭原葬）为常数函数。

证摇函数枣（曾）为三个二次式之和，设
枣（曾）越粤曾圆垣月曾垣悦
因为枣（葬）越枣（遭）越枣（糟）越员，且葬(遭(糟，说明二次方程枣（曾）越员有三个不等的

实根，所以可以判断它与曾无关，即不论曾取何值时总有枣（曾）越员，也即枣（曾）越员为
常数函数，证毕。

评述摇本例证法的妙处在于从问题的结论 枣（曾）为常数函数考虑，
常数函数有无数个根，而二次函数最多仅两个实根，于是只要能找出三
个实根即可。当然本例也可顺向证明，即：通分、简化、化简，但过程要
复杂得多。
源援注意递向思维的负迁移
逆向思维由于反向考虑问题，这就要求推理过程具有可逆性，以保

证逆向思维的严谨性。
比如，在掌握了多项式乘法和多项式除以单项式后，有些同学误认

为乘除互为逆运算，所以乘法公式也同样适用于除法，因此屡屡出现

（葬垣遭）衣（糟垣凿）越葬衣糟垣葬衣凿垣遭衣糟垣遭衣凿或葬
圆垣遭圆
葬垣遭越
葬圆
葬垣
遭圆
遭越葬垣

遭
之类的错误。这种逆向思维产生的错误在于没有弄清互逆运算的

本质。互逆运算并不意味着运算公式的通用，就象加法有交换律，减法
没有交换律一样，乘法有分配律，除法即没有分配律。
还有一些数学问题，用逆向思维解决很简单，但却极易出现疏漏。
例猿摇葬为何值时，以葬，葬垣员，葬垣圆为三边的三角形是钝角三角形？
分析摇从结论入手，因为三角形为钝角三角形，则必满足：葬圆垣（葬垣员）圆约（葬
垣圆）圆，可解得原员约葬约猿。因为边长为正
亦摇葬的范围是园约葬约猿。
此解法却忽略了一个问题，满足葬圆垣（葬垣员）圆约（葬垣圆）圆，仅是钝角三角形的

一个必要的条件，而非充分条件。

事实上，葬，葬垣员，葬垣圆并不一定组成三角形，因此，本例还应考虑 葬垣（葬垣员）
跃葬垣圆。
答案为员约葬约猿。
例源摇皂为何值时，曾圆垣（皂原圆）曾原（缘原皂）越园的两实根均大于员？
错解摇设两根为曾员、曾圆，则曾员跃员，曾圆跃员，于是有

怨
第五部分摇猿垣载·数学解题的逆向思维与反证方法 摇
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曾员垣曾圆跃圆
曾员·曾圆跃员

&/
{
园

解以上不等式组可得皂跃远。
分析摇这种解法是逆向思维，由于
曾员跃员
曾圆跃{ 员摇摇摇摇与 曾员垣曾圆跃圆曾员·曾圆跃{ 员

两者之间的不等价，导致了错误。显然，满足后者的曾员、曾圆不一定符合前者。但如
改为

曾员原员跃园
曾圆原{ 员跃园与（曾员原员）垣（曾圆原员）跃园（曾员原员）（曾圆原员）跃{ 园
这两者就互逆了。本例正确答案为皂不存在。
要克服诸如以上毛病，需要在逆向推理时，注意其是否等价、可逆，

这样疏漏就可以避免了。
解决数学问题，实际上就是思维能力的具体表现。思维能力的强

弱不能从快、慢来区分，思维方式的灵活性更是思维能力优劣的主要标
志，在尽可能短时间内找到问题的最简捷解法是思维的最高境界。为
了培养学生思维的灵活性，教学中不仅要培养学生的顺向思维，还要注
意逆向思维的培养。

摇摇$"""""""""""数学教学与逆向思维

（安徽省铜陵市二中卢涛、徐晓明）老师对在数学教学中如何充分

地运用和发展逆向思维作了全面的分析论述。

员援逆向思维与概念教学
概念是数学的基本元素，概念掌握的好坏直接关系到其他知识的

掌握。但有些概念十分难理解，如适当注意从逆向思考，从结论的反面
去讨论，可以加深学生对概念的理解、掌握，养成双向考虑问题的习惯。
点的轨迹的概念是初中数学中的一个难点，点的轨迹应满足完备性和纯粹性。不

过，定义不足以使学生完全认识其本质，为了更清楚地揭示图形 云与条件 悦之间
的关系，可从反方向提出以下的问题：不符合悦的点是否在图形上？当然不在，因
为定义已阐明图形云上的点都符合条件悦，所以纯粹性说明图形 云上没有不合条
件的点；反之不在图形云的点是否也符合条件 悦呢？当然不能，因为符合条件 悦

园员
摇猿垣载·数学解题的创造性思维品质
培养（下）
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的点都在图形云上，所以完备性即说明符合条件 悦的点没有遗漏的。原来，图形
云上的点与符合条件悦的点“不多不少”完全相同。（图形云与符合条件悦的点集
是等集），只有这样，图形云才是符合条件 悦的点的轨迹。从而，在求符合条件 悦
的点的轨迹时，一方面要剔除不合条件的点，另一方面也不能漏掉合乎条件的点。

如：以线段粤月为斜边的直角三角形直角顶点的轨迹是以粤月为直径的圆是不正确
的，因它不合纯粹性，应除去粤、月两点。
有些数学概念从逆向入手研究，可丰富其内涵。如周期函数中的

函数周期概念，求函数周期一般是指最小正周期，是否所有的周期函数
都有最小正周期呢？函数周期性的实质是图象有规律地重复再现。不
难发现象枣（曾）越猿的周期是任意的，说明常数函数虽是周期函数，但无
最小正周期。因此得出结论，并不是所有周期函数都有最小正周期。
圆援公式的逆运用
数学中有许多公式，有的同学在运用公式时，只知道从左到右，而

不习惯从右到左的应用，这实际上等于只掌握了“半个”公式，对任一
公式都要弄清它成立的条件和双向运用的效应。

如公式 葬! 圆越渣葬渣，我们可自如地利用它把根号中的式子开出，但却忽略了它
的另一功能，还可从右往左看，即：渣葬渣越 葬! 圆，说明还可利用同一公式把非负数移
入根号。在求一元二次方程两根差或求抛物线与曾轴两交点间距离时，利用渣曾员原

曾圆渣越（曾员原曾圆）! 圆越（曾员垣曾圆）
圆原源曾员曾! 圆就方便多了。

再如化简泽蚤灶（曾原赠）糟燥泽（曾垣赠）垣糟燥泽（曾原赠）泽蚤灶（曾垣赠），当然利用两角和差的
正余弦公式展开能得出最后结果，但过程较繁琐。要是把两角和的正弦公式逆

用，即泽蚤灶!糟燥泽"垣糟燥泽!泽蚤灶"越泽蚤灶（!垣"），就简化多了。问题是真正遇到类似问题，
能否想起逆用公式。

以上仅是逆用公式的两例，事实上，每个公式都有其正、反两面的
含义及功能。这就要求平时教学中注意培养这方面的能力，开发公式
另一半的潜能。
猿援运用逆向思维解题
要建一幢房子，设计师应先拿出图纸，建筑师根据设计要求，备料

建房施工，这便是逆向思维在实际中的应用。
数学问题之所以奥妙无穷，主要是在于它的题型多变，解无定法。

受思维定势的影响，有的同学往往只习惯于由已知出发。事实上，这种
顺向思维定势，只会制约思维空间的拓展。有时，如果正面解决很困
难，此时，不妨改变思路的方向，兴许柳暗花明。

员员
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例员摇某圆形池塘中央，有一块浮萍，若这块浮萍的面积以每天增加一倍的速
度向外蔓延，且员园天刚好长满池塘。问：第几天刚好长满池塘的一半？
分析摇若从已知考虑，较为复杂，浮萍原来的面积，池塘面积，长满池塘一半

的天数，均需考虑。但若从结果开始考虑，提出这样的问题：第员园天刚好长满池
塘，那么此前一天长到池塘的多少呢？由此不难得出结论：怨天。
例圆摇设葬、遭、糟为互不相等的实数，试证函数

枣（曾）越（曾原葬）（曾原遭）
（糟原葬）（糟原遭）垣

（曾原遭）（曾原糟）
（葬原遭）（葬原糟）垣

（曾原糟）（曾原葬）
（遭原糟）（遭原葬）为常数函数。

证摇函数枣（曾）为三个二次式之和，设
枣（曾）越粤曾圆垣月曾垣悦

因为枣（葬）越枣（遭）越枣（糟）越员，且葬(遭(糟，说明二次方程枣（曾）越员有三个不等的
实根，所以可以判断它与曾无关，即不论曾取何值时总有枣（曾）越员，也即枣（曾）越员为
常数函数，证毕。

评述摇本例证法的妙处在于从问题的结论 枣（曾）为常数函数考虑，
常数函数有无数个根，而二次函数最多仅两从个实根，于是只要能找出
三个实根即可。当然本例可顺向证明，即：通分、化简，但过程要复杂得
多。
看来，逆向思维解题有时确能事半功倍。
源援注意逆向思维的负迁移
逆向思维由于反向考虑问题，这就要求推理过程具有可逆性，以保

证逆向思维的严谨性。
比如，在掌握了多项式乘法和多项式除以单项式后，有些同学误认

为乘除互为逆运算，所以乘法公式也同样适用于除法，因此屡屡出现

（葬垣遭）衣（糟垣凿）越葬衣糟垣葬衣凿垣遭衣糟垣遭衣凿或葬
圆垣遭圆
葬垣遭越
葬圆
葬垣
遭圆
遭

越葬垣遭
之类的错误。这种逆向思维产生的错误在于没有弄清互逆运算的

本质。互逆运算并不意味着运算公式的通用，就象加法有交换律，减法
没有交换律一样，乘法有分配律，除法却没有分配律。
例猿摇葬何值时，以葬，葬垣员，葬垣圆为三边的三角形是钝角三角形？
分析摇从结论入手，因为三角形为钝角三角形，则必满足：葬圆垣（葬垣员）圆约（葬
垣圆）圆，可解得原员约葬约猿。因为边长为正
疫摇葬的范围是园约葬约猿。
此解法却忽略了一个问题，满足葬圆垣（葬垣员）圆约（葬垣圆）圆，仅是钝角三角形的

圆员
摇猿垣载·数学解题的创造性思维品质
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一个必要的条件，而非充分条件。

事实上，葬，葬垣员，葬垣圆并不一定组成三角形，因此，本例还应考虑 葬垣（葬垣员）
跃葬垣圆。
答案为员约葬约猿。
例源摇皂为何值时，曾圆垣（皂原圆）曾原（缘原皂）越园的两实根均大于员？
错解摇设两根为曾员、曾圆，则曾员跃员，曾圆跃员，于是有
曾员垣曾圆跃圆
曾员·曾圆跃员

!/
{
园

解以上不等式组可得皂跃远。
分析摇这种解法是逆向思维，由于
曾员跃员
曾圆跃{ 员摇摇摇与 曾员垣曾圆跃圆曾员·曾圆跃{ 员

两者之间的不等价，导致了错误。显然，满足后者的 曾员、曾圆并不一定符合前者，但
如改为

曾员原员跃园
曾圆原{ 员跃园与（曾员原员）垣（曾圆原员）跃园（曾员原员）（曾圆原员）跃{ 园
这两者就互逆了。本例正确答案为皂不存在。
要克服诸如以上毛病，需要在逆向推理时，注意其是否等价、可逆，

这样疏漏就可以避免了。
解决数学问题，实际上就是思维能力的具体表现。思维能力的强

弱不能从快、慢来区分，思维方式的灵活性更是思维能力优劣的主要标
志，在尽可能短时间内找到问题的最简捷解法是思维的最高境界。为
了培养学生思维的灵活性，教学中不仅要培养学生的顺向思维，还要注

意逆向思维的培养。

摇摇$"""""""""""逆向思维与数学解题

人们在研究事物或理论问题时，通常都按照一定的顺序进行。或

按其发生时间的先后；或按其在空间位置关系的由近及远；或按其某一

时性人为地编成一个顺序我们把顺序思考问题叫顺向思维；把逆顺序
思考问题叫逆向思维，即俗话所说的“反过来想一想”。
因为人们对于事物的感知往往“先入为主”“亲近而疏远”，所以顺

猿员
第五部分摇猿垣载·数学解题的逆向思维与反证方法 摇
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