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学生数学能力研究的问题和目的陈述
［苏］!"#"克鲁台特斯基

一、关于能力一般原理的几个问题

苏联心理学家的一般观点是：能力发展的决定性部分是属于社

会历史的根源；它们是在各种活动、教育和训练中随生活而形成和发

展的。

$% 能力的先天性与获得性
能力不可能是与生俱来的，只有能力的倾向———大脑和神经系

统的某些解剖学和生理学素质———是与生俱在的。能力不是命定

的，但也不能毫无根据地植入。倾向是使能力可以存在的必要的内

在条件。但是，承认倾向有真实价值，不是意味着同意能力的发展是

由内在品质所命定。倾向并不是潜在的能力，能力也不是发展了的

倾向。

&% 倾向概念的含义
谈起能力的倾向，一般首先是指神经系统的类型学特性。这些

特性对精神能力的专门作用还不很清楚，对此只能表示最一般的

看法。

类型学品质是人们个性差异的本质基础。在这个基础上，出现

各种暂时联结的高度错综复杂的系统，去反映外界的影响。这些联

结形成的特性———它们形成的速率、强度，它们的易于分化———依赖

于类型学品质。它们决定集中注意的强度，精神工作的能量。有人

相信类型学特性造成精神活动过程的能动品质，并举以下例子支持
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他的概念：我们关于乘法表的知识的基础，是一定的联结系统，在结

构上对每个人都是相同的。但是，它们的功能（准确、迅速、强度）则

依神经系统的特性而人各不相同。

但是，即使类型学特性可以看作是一般精神能力的倾向，而关于

其作为特殊能力（如数学能力）的倾向的效验，却说不出什么确切的

东西来。一些研究工作曾证实，与把神经系统描绘成一个整体的一

般类型学特性相伴随，还有一些个别的特性，描述由大脑各种神经分

析器和系统显示出的皮层各个区域的工作。与决定气质的一般类型

学特性相对照，那些各别特性，在研究专门能力时可能有很大价值。

我们也要把信号系统间的相关关系，看作关于显示一般和专门能力

的倾向———虽然第二信号系统的专门生理机制尚待研究。分析器的

内在特性几乎无疑是一些专门能力的倾向。最后，应当从大脑半球

皮层结构的个人差别中去寻找倾向。在这方面脑细胞结构的现代科

学已给出信息。

!" 倾向与能力的关系
到底在能力的发展中倾向起哪些具体的作用呢？显然，必须分

别看待倾向是作用于一般水平的能力还是杰出能力。例如，每个正

常人有为发展掌握学校数学课程能力的足够的倾向，但不是每个人

都有为发展到更高水平的、联系于科学创造性和新发现的数学能力

的倾向。

如果我们认为人们的能力不同，只是由于他们的生活与培养的

条件不同，似乎就不得不作出这样的结论：罗巴切夫斯基之成为数学

家，柴可夫斯基之成为作曲家，普希金之成为诗人，都只是由于他们

生活与活动的环境。在另外的环境中会是完全不同的：会出现数学

家普希金和作曲家罗巴切夫斯基。然而，所有经验、实际生活，以及

科学和艺术的权威代表们的意见，都证实另外的情形：即使在任何人

都处在具有理想的发展、教育和培养条件的社会中，人们在能力上也

不会是等同的。这只能是因为存在着生来具有的条件；它们结合于
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能力发展的程序中，还在一定的限度内决定其内容并影响其成就的

水平。

!" 各种倾向的不同作用方式
我们相信关于各种倾向的作用问题，可以从考虑它们的不同的

作用方式来解决。各种倾向当中有一些的确不能决定能力的内容或

成就的水平，其价值仅限于提供能力发展程序的本源，使能力的发展

简单化或复杂化。比方说，神经系统的类型学特性，可能属于这类倾

向的范畴。另外一些倾向，虽然它们不能狭隘地、硬性地决定能力的

内容，但是对能力的发展方向显然有很大影响。属于这类倾向范畴

的可能是分析器构造的一些特性，也可能是大脑皮层个别部分构造

的一些特性。但是，对这些倾向来说，它们本身并不带有能力的种子

的论点也是真实的。

只有这样来对待倾向才能解释以下的情形：（#）在有系统地受教
育、进行某种学习活动之前，在一些儿童中表现出能力的早期出现。

（$）有些人对他们感兴趣的活动花费了一生的精力，并未表现出特殊
能力。（%）在显然不利的社会和家庭条件下儿童优越能力的出现。

&" 对能力一般原理的假设
这里，我们简单地陈述一些关于能力一般原理的假设，以便在此

基础上建立我们的研究：

（#）能力总是针对着固定种类的活动；它们只在一个人的专门活
动中存在。因此，只能在考察专门活动的基础上去分析研究。相应

的，数学能力只存在于数学活动中，并从中表现出来。

（$）能力是个能动的概念，它不仅在活动中存在和表现出来，并
且在这里面形成和发展。相应的，数学能力也只存在于能动状态，处

于发展之中；它们是在数学活动中形成和发展的。

（%）在人们发展的特定时期，出现发展个别类型能力的最有利条
件，而其中的某些能力只是短暂的或昙花一现的。发展某种能力的

最优年龄时期叫做“灵敏期”。显然，也存在发展数学能力的最优
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时期。

（!）在一种活动中依靠多种能力的复合。同样，数学活动能力的
进展也不是单靠一种能力，而是靠多种能力的复合。

（"）活动中的高度成就，可能是以能力的不同组合为条件。所
以，在原则上可以论及不同种类的能力，包括数学能力。

（#）由于在很大限度内一种能力的薄弱可由另一种能力来补偿，
所以，虽有某种能力的缺欠仍可成功地完成某项活动。在更广泛的

意义上来解释补偿：有用习惯或性格品质（忍耐、坚持）来补偿某种能

力缺欠的可能。对于数学能力也可能出现任何一种补偿。

（$）关于一般和特殊才赋间相互关系问题是很复杂的，在苏联心
理学界尚未有结论性的解答。

二、基本概念

在表述我们将要考虑的能力的基本概念之前，必须注意到数学

能力可以在很不同的活动水平上表现出来。我们将从两方面来处理

数学能力概念：（%）创造性的（科学的）能力———从事科学性的数学活
动方面的能力，它产生对人类文明有意义的新成果，对社会有价值的

产品。（&）在校学习的能力———学习（听懂、掌握）数学（学校的数学
课程），迅速而成功地掌握适当的信息和技能的能力。

心理学家和数学家一般都区别这两种水平，称之为“对数学理论

的理解”的水平和“对数学理论的发明”的水平，或“复制性的”和“创

造性的”数学能力。

%’ 学习能力和创造能力
对于我们，不把两种水平的区别看成是绝对的。在研究中小学

生数学能力时，我们的确要考虑学生的在校学习能力，尤其是创造性

的在校学习能力。如，联系学校教育条件独立地、创造性地掌握数

学；独立地把不很复杂的数学问题定型化，寻求解这类题目的途径和

方法；发现定理的证法，独立归纳出公式等等。无疑所有这一切也是
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数学创造性的表现。如果创造性因素的存在是评价数学思考能力的

固有标准，我们不要忘记数学创造性不仅是客观的，也是主观的。我

们研究过一些儿童，他们确实自己“发现了”学校的代数和几何课的

个别内容。这些结果没有客观价值，但对学生本身（在主观方面），无

疑是一种发现、创造和独立成就。这样，我们可以肯定两种数学能力

水平之间有确定的联系：透彻地、独立地和创造性地学习数学，是为

发展进行创造性数学活动的能力———为独立地提出和解答新的具有

社会价值内容的问题做必要的准备。因此，对中小学生数学能力的

研究，是研究数学能力的较高级表现的路途上的第一步。

!" 能力和其他心理品质
学生完成数学活动的成效来自如下一些确定的品质的组合。

（#）积极主动的态度，学习的意愿和兴趣，以至成为一种热烈的情绪。
（!）几种个性品质：勤奋活跃，自我调节，目的明确；独立性和坚毅性；
稳定的智能快感（从紧张的精神劳动而得到满足的情感，创造和发现

中的欢快等等）。（$）在活动中存在有利于完成它的心理条件，诸如
受到鼓励，精神集中，积极的“心理状态”等。（%）在相应的领域中有
一定的知识、技能和习惯。（&）符合给定的活动要求的感觉和精神领
域中确定的个性心理特征。

数学能力本身只是以上结构中的第（&）组品质，最好把其它各组
看作是对任何活动都有利的一般因素。至于上述品质的全部，个性

品质的综合性“整体”，由于它比能力的概念更为广大，我们宁愿称它

为对一种活动的“适宜性能”或“具备状态”（’()*+,)-)*. /0 01+2)3144）。
它可以模式化地表示如下：

对一种活动具备的状态（适宜性能）

能力 成功地完成活动所需的一般心理条件

心理状态性格品质对活动的积极态度（兴趣、意愿） 知识、技能、习惯
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!" 数学学习能力的定义
谈到学习数学的能力，意思是：满足学校数学活动并（在所有其

它条件相同的情况下）影响对数学（作为对学校的学科）的创造性掌

握的成效———特别是对数学知识、技能和习惯的迅速、轻易和透彻掌

握的个性心理特征（心理活动的初始特征）。数学能力概念的特有内

容，当我们分析结构时，将在后面展示出来。

我们应当强调，能力包括心理程序的个别内容———知觉、注意、

记忆、想象、思考等等；不要认为能力永远是脱离开其它范畴的特性。

当年，契瑞恩科曾攻击有人代替具有准确含意的能力而去研究视觉

记忆、知觉以及其它等等的个性差异。但是，视觉记忆确是一种艺术

能力。同样，我们也拒绝任何说我们不是在研究数学能力而是在研

究数学活动过程中表现出来的知觉、思维、记忆和想象方面的个性差

异。恰当地说，在多数情况下，对种种专门能力的研究，是通过分解

其成为心理程序的个别特征———感觉、知觉、思维、记忆、想象的基本

成分（或特殊能力）来进行的。但无论如何，也不能把所有的能力成

分都归结为心理程序的个别特性，还有更复合的心理品质来构成能

力，以符合于定型活动所发展的特殊形态。种种能力固然是在一定

心理程序特性的基础上形成，但是它们还包含情感意志特性和态度

的因素———它们有个人特色。

三、研究的问题和目的

对数学能力问题的科学研究的基本目的，应导向创造生动的能

力教育的心理学基础。研究中小学生数学能力的一般问题，引向以

下的专门目的和任务：

# $研究能力这种复合心理现象的途径，首要的是分析它的结构，
分离它的成分。

% $研究数学才赋的实验方法。这可能有独立的价值。
! $在确认数学才赋表现出的创造性之后，研究显示能力结构的
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类型学差异。

! "考虑到中小学生数学能力表现的年龄差异。我们要努力刻画
出数学能力成分发展的年龄动态，从它们在初级学校年龄时的最基

本表现到高年级时的更复合而又有独特差异的形式，观察它们发展

的基本阶段。

至于对促使数学能力形成和有目的的发展的条件的研究，将是

我们以后专门研究的课题。

（张士充 译）
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数学能力结构的一般问题
［苏］!·"·克鲁台特斯基

一、结构总纲，成分间的相互关系

根据我们所收集的实验和非实验材料，以及对有关文献的研究，

可以列出一个关于中小学生数学能力结构的一般提纲（象以前一样，

仍按解题的基本阶段来考虑它）。

#$ 获取、运用和保存信息的能力
（#）获取数学信息：
为明确题目的形式结构所必要的；对数学材料进行定式化（即从

素材看明题型）的觉察能力。

（%）运用数学信息：
"&关于数量和空间关系，数字和字母记号的逻辑思维能力；用

数学记号进行思考的能力。

’&对数学目标、关系和运算的迅速而广阔的概括能力。
(&裁短推理程序和相应运算系统的能力，用裁短的结构去思考

的能力。

)&在数学活动中心理程序的灵活性。
*&解题力求清楚、简单、经济、合理。
+&迅速而自由地改组心理程序，从正向思串转向逆向思串的能

力（在数学推理中心理程序的可逆性）。

（,）保存数学信息：
数学记忆（对数学关系、类型特征、论述和证明的模式、解题方法
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和途径的原理等的记忆）。

（!）数学脑型，一般综合成分：
这些成分是密切相关，相互影响的，并且它们集成单一的整体系

统，一个数学才赋的单独的综合特征，数学脑型。

"# 不必列入结构提纲的能力
还有一些成分（虽然有用），其存在并不为结构所必需，就不包括

在数学才赋的结构之内；它们对数学才赋来说是中性的。但是，它们

的存在与否（更准确地说，发展程度）却会决定数学脑型的种类。以

下成分不是数学才赋结构所必需的。

（$）心理程序的敏捷是一种非关键性的品质。数学家可能反应
得很审慎，甚至很缓慢，但很透辟和精彩。

（"）计算能力（迅速准确的计算能力，常是心算），我们知道有人
能作复杂的心算，但不会解任何较复杂的题目。

（%）对记号、数字和公式的一种记忆，很多出色的数学家没有这
类的记忆能力。

（!）空间想象能力。
（&）使抽象的数学联系和相依关系直观化的能力。
必须强调，我们的数学能力结构提纲是关于中小学生的数学能

力的，在进一步研究之前，我们不能说在什么程度上，它可以被看成

数学能力结构的一般提纲———在什么程度上也适用于完满发展的，

有才能的数学家。

%# 概括、裁短和灵活
若对数学才赋结构提纲进行分析就会注意到，描述数学活动在

知觉、理解、记忆等方面的某些特性，有着一般的准则。例如，对于一

个题目的定式化知觉活动，是概括了的、裁短了的和灵活的知觉活

动；数学记忆，是对概括了的、裁短了的灵活的体系的记忆。如果我

们说对一个题目的诸条件的定式的（概括的）觉察，我们也能说定式

的（概括的）解法和定式的（概括的）记忆。所以，前面关于结构的详

!!!!!!!数学教学中的数学能力培养方法

世
界
课
程
改
革
与
教
学
创
新
文
库
·
第
三
辑

·
’



细提纲，可以用另一个非常简短的公式来表示：数学才赋可用在数学

关系、数字和字母记号领域内的、定式的的、裁短的和灵活的思考，以

及数学脑型来表征。这种数学思考特性，产生了运用数学信息的加

速（它联系于经由概括和裁短，运用小量信息代替了大量信息），并伴

随着神经和心理功能的节省。若用联想原理的词汇，可以这样说：数

学能力是运用数学材料去形成关于它们的概括的、裁短的、灵活的与

可逆的联想和系统的能力。这种能力以不同等级表现于有能力的、

一般的，与能力较差的学生中。在一般情况下，对有能力的学生，用

最少量的练习可以使这些联想很快形成。在能力差的学生中，它们

的形成却是极端困难的。对一般学生，形成这些联想的必要条件是

有一套特别组织好的练习和训练。

!" 研究个别成分的重要性
在对数学能力进行初步分析并对其结构作了说明后，透彻地研

究每一个成分，深入其本质，解释其心理基础，具有本质的重要性。

如上面曾经指出的，结构成分间是密切相关的，有些成分是联系

得那么紧密，以致有些研究者认为，可以设想它们是同一特性的几种

表现。例如，罗宾斯坦在他的一本著作里曾写到裁短是概括和分析

间相关联的派生表现。心理程序变得越裁短，越能对已发展的和正

在迅速发展的概括起作用。#·$·西瓦瑞夫也相信裁短性来自概括
性———概括的联想也是裁短的联想。$·%·马提尤斯基持同样观点，
相信当概括程序达到更透辟后，详细的运算就转变为新形式———一

种简短的运算形式。

这些看法都是正确的。但是，如果一个是从另一个而来，由另一

个决定，并不意味着它们之间可以划等号。我们觉得，如果一个成分

（裁短性）是另一个成分（概括性）所派生，它们应被看作是两个成分，

因为它们是完全不同的心理表征。完全可能，所有其他成分都是在

一个原始发展了的成分———概括能力和数学脑型———的基础上形成

的。但是，在那种情形，应论及数学脑型的不同成分，而不能把它们
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都归于概括能力和数学脑型。

二、数学能力的特殊性问题

问题产生了，我们所选的成分必然是特别的数学成分吗？它们

会不会都是一般能力，而数学仅是它们的一个好的表现场地呢？我

们试针对这种观点来考察在数学才赋结构中所选的基本能力之一

———对数学事物、关系和运算的概括能力。

当然，概括能力就其本性来说是一种一般能力。如罗宾斯坦指

出的，把概括能力理解为，是所有能力的本质成分也是成立的，因为

能力作为个性的特征，必须找到允许从一种情况转移到另一情况，一

种材料转移到另一材料的作用的表征。但是这里要谈的不是一般的

概括能力，而是概括用数字和字母符号表示的数值和空间关系

的能力。

!" 关于特殊性的论据———来自征询和调研
怎样为“概括数学材料的能力是一种特殊能力”的这一观点来辩

护呢？首先指出这种能力是表现在一个特定的范围，而不能在其他

领域得到具有相关关系的表现。许多数学家和非数学家的传记材

料，和专家们的意见，特别是我们征询过的数学研究工作者们的意

见，都证实这一点。#·$·拉夫兰捷夫院士强调：“在我生活中一次又
一次地遇到一些人，他们在某一领域中很有能力，但在另外的领域却

缺少才赋。可能这种对照在与我很接近的科学———数学上有显著能

力的那些人中表现得最尖锐。”换句话说，一位杰出的数学家可能在

别的领域中缺少才赋。数学家彭加勒和莫尔德克哈 %波里托夫斯基
曾认为，数学能力的特殊本性，使得不是所有的人都是适合学数学

的。换句话说，一个人有一般的才干，不一定有数学才赋。&·’·门德
里耶夫在学校里对数学和物理取得很大成功，但是在语言科目却常

得零分和 !分。
其次，可举出一整串国外研究工作者，都曾指出（虽然只是由测
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验方法，和由相关关系与因素分析来证实），在智力分数（众所周知，

概括能力是一般智力的最重要品质之一）和数学测验成绩之间只有

微弱的相关关系。!·"·盖特泽勒、#·"·杰克逊和 $·佛里西尔也证
实，在一般心理才赋和个别领域中的创造性之间缺少重合。依照 %·
&·伯金罕的素材，智力测验表示出与历史和英语有最高相关关系，
和数学有最低相关关系。

第三，为证实我们的论点，可以参考学生在校的成绩。许多教师

指出，一种迅速而透彻的概括能力可以在一个科目中表现出来，但不

能说明该生在其他科目中的工作。一些我们的被测者表现出，例如，

在数学中有准确的概括能力，但在艺学、历史、地理方面却没有这种

能力。相反的情况也曾出现。

校内分数可以大略地描述学生的能力。为此，在 ’()* + ), 学
年，研究了莫斯科一些学校的 ’，-.)个 )到 ’’年级（/0个班）的学生
的学年分数。这些是来自有不同数学教学水平的学校。我们感兴趣

地看到数学和非数学分数极端不一致的情况。我们把总的素材用下

表列出。

数学和他科分数不一致的学生分布

年级 学生分布
数学进展好

他科差得多

数学进展差

他科好得多

) )* - 0
1 ’). ’- .
. //) ’0 ’(
( 01- ( ’’
’- ’.) / ’)
’’ )0 / *

总计 ’，-.) /1（/2*3） )-（,2,3）

西皮罗在研究他的九年级学生时，在他科教师的帮功下，按学生
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在数学、物理和文学（选取了“最近于”和“最远离”数学的两科）方面

的能力分组，在 !"个学生中，只有 #$个数学和文学在一组里；%!个
数学和物理在同一组里；#%个三科在同一组里。学生各科能力间相
关系数是：数学 &物理，" ’()；数学 &文学，" ’*+；物理 &文学，" ’%#。

%, 关于特殊性的论据———来自实验
笫四、把解数学题目的测验和解非数学题目的测验的结果两相

比较，对维护我们的观点很有意义。

第一个这种比较是根据一种测验作的，在给出一个需要改组心

理程序的数学测验的同时，也给出一个在非常数学活动中改组心理

程序的测验———用一个“校读表”进行操作。实验结果表明这两种活

动成效间没有什么相关关系。第二个比较得到更有意义的素材。在

这个测验系列中，关于非数学概括能力的测验联系于人工概念的形

成；它曾引起学生的兴趣。%* 个有能力的学生作完这个系列的题
目。在平均分数的基础上，算出所有 %*个学生的等级。我们考察研
究数学概括能力的一些系列中的组间相关关系矩阵，选取两对系列

———一对是表现出最小相关关系的，另一对则是有最大相关关系的。

于是把非数学“移植”进每对系列，计算这些系列的结果之间（%* 个
被测者的）等级相关系数。这样，我们得到两个三级组间相关矩阵：

一个包含关于概括非数学材料的系列和两个彼此相关很小的概括数

学材料的系列；另外一个，包含同一个非数学材料系列，和两个彼此

相关很大的概括数学材料的系列。这样做，是在等级上估价非数学

系列在两个互相“远离”的数学系列以及两个相互“接近”的数学系列

间的地位。

经过统计分析表明，在第一种情形，三系列在共同因素（一般概

括能力）上具有显著的保证。一般（共同）因素出现在所有三系列中

（虽然不是十分清楚的表现出来）。在第二种情形，两个“最接近”的

系列在共同因素上有很高的保证；而非数学系列虽然也有显著保证，

但显然落后。由数表可以确定地作出如下解释：一般因素（一般概括
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