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前　　言

随着科技的进步，数学越来越受到人们的高度重视。大量事实证明，数学已经成为高
科技的基础，甚至不少知名学者都说，高科技本质上是数学技术。当今世界，高质量的数
学教育已成为各国培养高素质人才的重要组成部分。１９８５年美国创办了大学生数学建模
竞赛。我国大学生热烈参加美国的数模竞赛。１９９２年起我国也举办大学生数学建模竞
赛。受这两大赛事的影响，以及我国教育部面向２１世纪课程体系改革，建议把“数学实
验”列为基础课（强调数学教学中理论联系实际和学生动手），我国高校近年已广泛开设
“数学建模”课，参加大学生数学建模竞赛的高校，全部开设“数学建模培训课”。
近十几年来，我给安徽大学本科学生上数学建模课和为安大参加国际、国内大学生数

学建模竞赛的学生上培训课★，并为此编写了讲义。我感到这门课面临着大量的矛盾：时
间紧而内容多；内容深且广而学生的基础不够；以及内容难于理解而学生渴望弄懂，等等。
我以为，解决这些矛盾的一个可行办法是：少而精地处理教材。
本教材本着少而精原则，在多年修改讲义的基础上编成。有以下特点：
（１）用课件形式，以期更方便于教与学。
（２）以一个个实际问题为主要线索，讲述应用数学知识解决实际问题的整个数学建模

过程，不忽略讲述问题的实际背景。
（３）求解数学建模时，尽量结合学生已学知识详细讲解有关数学推导。
（４）在教学中适时插入思考题，以提高学生兴趣，促进教与学互动。
（５）适当介绍数学软件及其编程知识。强调编程在数学建模中的重要性，更给出一些

有趣例子和练习题及其参考答案，为上机培训提供一些素材。
作者在编写过程中得到安徽大学曾建军、章权兵、鲍炎红等老师的协助和广大听课学

生的支持，思考题参考答案中的一部分就参考了当年学生的作业。作者一直得到安徽大
学教务处和数学学院的鼓励与支持。鲍家全编辑为本书做了认真细致的工作。在此一并
表示对他们的深切谢意。
由于作者水平有限，书中难免有错误和不妥之处，恳请读者指正。

杨 尚 俊

２００５年７月于安徽大学

　　★安徽大学从１９９３年起，就组队参加全国和国际大学生数学建模竞赛，并取得不错的成绩。例如，２０００年在国际大
学生数学建模竞赛中，安大３个参赛队个个得奖，其中获一等奖１个，二等奖２个；２００２年在全国大学生数学建模竞赛
中，安大７个参赛队也是个个得奖，其中获国家一等奖２个，二等奖１个，安徽赛区一等奖、二等奖各２个。杨尚俊也因
此获得全国大学生数学建模竞赛优秀指导教师的殊荣。

　　★本教材配有多媒体教学课件，有需要者请与安徽大学出版社联系。
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引　　言

§０．１　数学的重要性

§０．２　本书主要内容

§０．３　本课程主要特点

§０．１　数学的重要性

新世纪国家间的竞争主要是经济竞争，是
人才的竞争；人才培养的关键是素质教育，数学
教育在素质教育中占据重要地位
当今社会正日益数字化，数学是高科技的

基础
数学在工程技术以及国民生产中发挥愈来

愈重要的作用，甚至是决定性的作用

素质教育的重要性

素质教育既是“科教兴国”战略的必然选
择，也是教育自身进一步发展的客观需要，更是
高校发展的灵魂和动力
大学最重要的是强调个性化教育，能充分

挖掘每个学生的潜力，发挥其个性而数学建
模的教育及实践正符合这方面的要求

数学是高科技的基础

社会进步依赖于科学的创新数学对于科
学的发展则具有根本的意义在今天，数学已
成为高科技的基础，并且在一定意义上，可以说
是现代文明的标志（２００２年北京国际数学家大
会东道国欢迎词摘录）★
各行各业日益依赖于数学，可以说，当今社

会正日益数字化数学正在向一切领域渗透，
数学正在不停地与别的学科结合产生活跃的新

兴学科“高科技本质上是一种数学技术”的观
点正在被越来越多的人接受

　　这是李岚清副总理在致大会欢迎词中的一
段话
　　★２００２年８月在中国首都北京举行国际
数学家２００２年大会，这是国际最高级数学学术
会议第一次在一个发展中国家举行我国政府
非常重要和支持这次会议，最高领导人出席了
会议开幕式，并为得奖者授奖

数学在生产中起重要作用的例子

曾经有一家电器公司曾出现成品率只有

８４％，并仅有５０％的发货日期可以兑现的问
题，而因此造成严重的亏损他们应用统计质
量控制在很短时间就成功地发现和解决了问

题，使成品率稳定在９５％以上，按期发货率也
达到９５％，当年就实现扭亏增盈１２００万美元★

这个故事告诉我们：数学可以在国民生产
中发挥重要作用，甚至决定性作用
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　　★这个例子取自 Ｇｌｉｍｍ教授主持编撰的
代表美国数学科学委员会给美国政府的公开报

告：ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｃｉｅｎｃｅ，Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｅｃｏ
ｎｏｍｉｃ Ｃｏｍｐｉｔｉｖｅｎｅｓｓ （ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ａｃａｄｅｍｙ
Ｐｒｅｓｓ，ＷａｓｈｉｎｇｔｏｎＤ．Ｃ．１９９１）．
该公司最先发现电器元件的各种性能波动

太大他们首先用数学技术找出产生元件性能
波动的原因是，在自动控制的酸洗工序中确定
酸洗液ＰＨ值的机制有问题，产生校正过度
他们再用数学技术（优选法）重新校正，减少了
起伏，从而解决了这个大问题这份报告提出
的如下结论也颇有启发性：“在经济竞争中数学
科学是必不可少的 数学科学是一种关键性
的，能够实行的技术”

§０．２　本书主要内容

初等方法建模；
微分方程方法建模；
层次分析方法建模；
矩阵分析方法建模；
数学规划方法建模；
依靠智力巧妙建模；
大学生数学建模竞赛和 Ｍａｔｌａｂ编程及应

用

§０．３　本课程主要特点

①以讨论具体实际问题为主要线索．
②以讲授数学建模的思路与方法为主要目

的．
③强调启发思路和分析、解决问题的技巧．
④按求解所讨论的具体数学模型的需要介

绍有关数学背景知识和基本方法，即实际问题
需要什么就介绍什么，不强求数学知识方面的
系统性与完整性．

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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第１章　初等模型

§１．１　例子与定义

§１．２　其他初等模型

§１．３　第１章思考题参考答案

§１．１　例子与定义

例１　航行问题

已知：沿长江在相距７５０ｋｍ的两个码头Ａ
与Ｂ之间，顺水航行时间是３０ｈｒ；逆水航行时
间是５０ｈｒ试分别求出船和水的平均速度
解：令船和水的平均速度分别是ｘ和ｙ，由

题意得二元方程组：　
ｘ＋ｙ＝７５０３０

ｘ－ｙ＝７５０
｛

５０
求解此方程组得：ｘ＝２０，ｙ＝５
答案：船和水的平均速度分别是２０ｋｍ／ｈｒ

和５ｋｍ／ｈｒ

必要的简化与说明

①这里，只考虑平均速度是基本的简化，
因为船和水的速度是随时间、地点而变化的．严
格讲，已知的顺水、逆水航行时间是船在该河段
上常年航行的平均时间；而要求的船和水的平
均速度也应是该船和水在该河段上常年航行的

平均速度
②解决本问题也需要速度等相关的物理概

念
③解决本问题的步骤：按照题意设定未知

量并决定未知量满足的数学公式；求出这个方
程组的解；并在讨论解的存在性与唯一性之后
确定该解就是原问题所需要的解

④别忘了验证解的正确性

　　若把实际问题看做原型的话，则数学模
型是将原型经过简化提炼而构成的替代物这
里值得注意的是：简化是构造数学模型的必要
前提

什么是数学模型？

如果要下一个定义的话，数学模型是对一
个实际问题，按照其内在规律作出一些必要的
假设（目的是简化问题和去掉不确定的因素使
之能归结为一个确定的数学问题），并应用适当
的数学工具导出的一个数学结构借助数学的
分析与计算全面探讨并求出所得数学模型的

解，再利用有关的背景知识可以成功地将所得
数学解用来解释和回答原先的实际问题这一
整个过程称为数学建模可用下面的图表直观
地表示数学建模过程的各阶段及其联系
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例２　气象预报问题★
　　★作为天气现象的数学模型在一百多年前就已经
很成功地解决了，它是一个特殊的二阶非线性偏微分
方程组的初值、边值混合问题遗憾的是，这个偏微分
方程组的混合问题很难求解，不要说精确解找不到，就
是求很粗糙的近似解的计算量也惊人地巨大在现代
巨型电子计算机未出现以前，即使通过求此混合问题
很粗糙的近似解来作短期天气预报也是不现实的，因
为花一个月甚至更多时间也完成不了所需的计算直
到２０世纪８０年代出现每秒可完成上亿次运算的巨型
计算机以后，这个数值天气预报的多年梦想才得以实
现目前我国也研制成功每秒千亿次运算水平的巨型
机，有了先进的计算机才保证了中央气象台每天及时
而准确地发布各种天气预报，为国民生产及人民生活
作出巨大贡献

实际问题与其数学模型之间的关系

大家知道原型与模型之间的关系．若把实
际问题看做原型的话，则数学模型是将原型经
过精致地简化、提炼而构成的替代物
这里必须强调两点：第一，一般来说，原型

总是复杂和困难的，必须把它归结为数学模型
才能解决；第二，数学模型不是原型原封不动的
复制品，它只是突出反映原型某些方面性质的
近似物．这里难免会存在数学模型与原型的差
异甚至矛盾、冲突．但对我们来讲，原型是根本
的，当二者出现无法解释的矛盾时，必须修改相
关的数学模型以适应原型

例３　安全过河问题⑴
问题：一位老师带三名小学生甲、乙和丙

过河．假设仅有一条小渡船，最多能容纳二人；
并且只有老师能划船．此外，学生乙很顽皮，无
老师在场时他肯定要欺负甲和丙．老师应如何
安排过河方案使四人都到达彼岸并且不发生学

生乙与学生甲、丙单独相处而发生打架伤人的
事故？

过河问题⑴的解★

一种安全过河方案是：
　　★实际问题及其数学模型不仅可以涉及数
量关系，也可以涉及方案、规则、措施等方面，过
河问题就是一例。
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思考题１－１
过河问题（１）的答案唯一吗？
不允许重复时有几个答案？

最少渡河次数是多少？

如果每人都能划船结论又是如何？

例４　安全过河问题⑵★

问题：三个商人每人带一随从过河．假设仅
有一条小渡船，最多能容纳二人；并且因他们正
处于偏僻地带，这几个不安分的随从在他们人
数超过商人人数时将图谋不轨．应如何安排过
河方案使六人到达彼岸之前都不发生随从数超

过商人数情况而引发杀人劫货的事故？

　　★切莫以为数学建模问题都像例１、例３那
么简单不信的话，请你不要看下面一张幻灯
片，对例４中的问题，试着给出一个安全过河方
案你能不假思索地快速写出一个安全过河方
案吗？

一种安全过河方案是

相关的数学表示与分析

河岸的人员状态可用二维向量（ｘ，ｙ）表
示，意指在所考虑的时刻，该岸有ｘ个商人和ｙ
个随从．ｘ，ｙ的取值范围是｛０，１，２，３｝．易见：每
岸共有４２＝１６种可能的人员状态；两岸人员状
态互相唯一决定，例如，已知此岸状态向量为
（ｘ，ｙ），则彼岸状态向量为（３－ｘ，３－ｙ）
一岸的安全状态向量（ｘ，ｙ）应满足条件：ｘ

≥ｙ或ｘ＝０．但当此岸出现ｘ＞ｙ时，彼岸状
态向量（ｘ′，ｙ′）＝ （３－ｘ，３－ｙ）将出现ｘ′＜
ｙ′．在此情况下，此岸虽安全，而彼岸却不安全，
故ｘ＞ｙ也被认为是不安全的状态

　　所以，每岸的１６种状态中恰有１０种是安
全的，它们组成的集合是
Ｓ＝ ｛（ｘ，ｙ）｜ｘ＝０∨ｘ＝３∨ｘ＝ｙ｝．
上述分析也适用于有ｎ个商人及ｎ个随从

的情况，其中，ｎ为任意正整数．此时，安全集为
Ｓ＝ ｛（ｘ，ｙ）｜ｘ＝０∨ｘ＝ｎ∨ｘ＝ｙ｝．
在直角坐标系下安全集Ｓ的点组成▕╱▏

字形，详见下图
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此岸状态图

图１－１

解决安全过河问题（２）的数学模型
基于前面的分析建立解决ｎ商ｎ从安全过

河问题的▕╱▏字形棋盘单人跳棋模型：在此
岸安全集Ｓ组成的▕╱▏字形棋盘上，经奇数
步从起点（ｎ，ｎ）跳到终点（０，０）为成功
跳棋规则是：① 每步在水平或垂直方向跳

１或２格；或在４５°斜线方向跳１格② 奇数步
向下、向左跳；偶数步向上、向右跳
一个成功的跳棋过程将给出ｎ商ｎ从安全

过河问题的一个方案
例如，图１－１所示的成功跳棋过程正好对

应我们前面提出的那个安全过河方案．

关于安全过河问题（２）解的讨论

　　一般来说，该问题只要有一个解就有无穷
多个解．因为：在这个解的第１步之前增加两
步：１随从过去，接着再回来，走完此两步仍
回到原状态．显然，把这两步作任意次循环，都
将回到原状态．所以，由一个已知解可以构造出
无穷多个不同的解．换句话说，此问题解的唯一
性一般不成立
我们应把两个这样的解看做同一类：其中

一个解除多一个循环之外，与另一个解完全相
同这里，循环指的是偶数步来回过渡，并保持
循环前和循环后两岸状态完全一样．今后，同一
类的解中恒取那个不允许重复的解为代表

　　注意：即使不区别商人随从间的置换，对于
不允许重复的解，解的唯一性一般地也是不成
立的．例如，对于安全过河问题（２），仔细观察图

１－１不难发现：从（３，３）出发，经“２从过去，接
着１从回来”或“１商１从过去，接着１商回来”
都达到同样的状态：“１从在彼岸，其余人员在
此岸”．因此，安全过河问题（２）至少有两个不允
许重复的解
每个不允许重复的解的渡河次数称为最少

渡河次数．例如，对图１－１表示的那个不允许
重复解最少渡河次数是１１

思考题１－２
① 你能证明：“对任何正整数ｎ，ｎ商ｎ从的

安全过河问题，不允许重复的解一定是有限个”
吗？

②你能证明：对３商３从安全过河问题，不
允许重复的解个数是４吗？

安全过河问题（２）的各种推广

１渡船容量不变（即至多容２人），仅商
人、随从人数有所改变

①思考题１－３
对任意正整数ｎ２，讨论ｎ商人和ｎ随从

能否安全过河，若能，并给出答案
②思考题１－４
对任意正整数ｎ２，讨论ｎ＋１商人和ｎ随

从能否安全过河？若能，请给出答案

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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　　２渡船容量和商、从人数都改变
①思考题１－５
假设渡船至多容３人，５商人和５随从能否

安全过河？若能，请给出答案．并考虑怎样作更
一般性的推广？

②思考题１－６
假设渡船至多容４人，能否证明：对任意正

整数ｎ，ｎ商人和ｎ随从都能安全过河？给出你的
答案的严格证明

§１．２　其他初等模型

　　小兔繁殖问题；
汉诺塔问题———一个著名数学游戏；
过圆周上等分点的三角形计数问题；
双层玻璃窗保温功效可行性分析；
代表席位公平分配问题；
最优价格制定问题

小兔繁殖问题

假设：
一对刚出生的小兔（一公一母）被放到一个

水草丰盛的孤岛上；２月龄及以上的每对兔子每
一个月恰好繁殖一对新兔（也是一公一母）；在
观察期间没有任何兔子死去
问题：
试计算在观察期间的第ｎ个月岛上兔子总

对数
解：记第ｎ个月内兔子总对数为ｆｎ．则显然

ｆ１ ＝１；因１月龄的兔不能繁殖，故ｆ２ ＝１

　　 当ｎ３时，为了计算第ｎ月兔子对数ｆｎ，

要把前 一个月的兔子对数ｆｎ－１ 加上新生兔子
对数，而新生兔子对数正好等于ｆｎ－２（因每对兔
子一次生一对）．这就证明数列｛ｆｎ｝满足初始条
件：ｆ１ ＝ｆ２ ＝１和递推关系：

ｆｎ ＝ｆｎ－１＋ｆｎ－２，ｎ３
不难依次求得数列 ｛ｆｎ｝前若干项（参看图

１－２）的值如下：

ｎ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８
ｆｎ １ １ ２ ３ ５ ８ １３２１

图１－２

Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数列
数列｛ｆｎ｝在理论和运用方面都非常有用，

被称为Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数列．可以方便地编程计算数
列 ｛ｆｎ｝，也可以证明它满足下列封闭公式：

　　ｆｎ ＝ｕ
ｎ＋１－ｖｎ＋１

槡５
，ｎ＝０，１，２，… （２．１）

其中，ｕ＝ （１＋槡５）／２，ｖ＝ （１－槡５）／２



８　　　　

思考题１－７
①试用 Ｍａｔｌａｂ编程求ｆｎ，其中ｎ为任意正

整数
②你能严格证明公式（２．１）吗？

汉诺塔问题———一个著名数学游戏
游戏规则：今有安装在一块木板上的３根

柱子和若干中心有孔的盘子这些盘子的直径
两两不同．开始时，它们已按大小的次序套在第
一根柱子上，使得每个盘子的下面没有比它小
的盘子每一次把１个盘子从一根柱子移动到
另一根柱子，但是不允许这个盘子放在任何比
它小的盘子上面游戏的最终目标是把所有的
盘子都放到第三根柱子上，并保证按大小次序
放置，大盘子在下面
问题：令ｈｎ 表示解ｎ个盘子汉诺塔问题所

需要的最少移动次数试建立关于ｈｎ的递推关
系并求出ｈｎ 的封闭公式

汉诺塔问题的解法

开始时ｎ个盘子放在柱１按照游戏规则我
们用ｈｎ－１ 次移动将上边的ｎ－１个盘子移到柱

２在这些移动中保留最大的盘子不动，然后我
们用一次移动将最大盘子移动到柱３我们再
使用ｈｎ－１次移动将柱２上的ｎ－１个盘子移到柱

３，把它们放到最大的盘子上面（这个最大的盘
子一直放在柱３的底部）容易看出，使用更少
的次数是不可能达到目的的这就证明了ｈｎ＝
２ｈｎ－１＋１初始条件是ｈ１＝１，因为依照规则一
个盘子可以经１次移动从柱１移到柱３

　　我们可以使用迭代方法求解这个递推关系：

ｈｎ ＝２ｈｎ－１＋１

＝２（２ｈｎ－２＋１）＋１

＝２２ｈｎ－２＋２＋１

＝２２（２ｈｎ－３＋１）＋２＋１

＝２３ｈｎ－３＋２２＋２＋１

＝…

＝２ｎ－１ｈ１＋２ｎ－２＋…＋２＋１

＝２ｎ－１＋２ｎ－２＋…＋２＋１ 用了初始条件ｈ１＝１

＝２ｎ－１ 用了等比级数公式

　　一个古老的传说告诉我们，在汉诺地方有
一座塔，那里的僧侣们严格按照这个游戏规则
从一个柱子到另一个柱子移动６４个金盘子
他们一秒钟移动一个盘子据说当他们结束游
戏时世界就到了末日
试问：这个世界在僧侣们开始移动盘子多

久以后终结？

答案：２６４－１秒＞５０００亿年
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过圆周上等分点的三角形计数问题

假设ｎ（＞２）为给定的正整数，并已知圆周
上的ｎ个等分点．试计算以这些等分点为顶点
的一切可能的锐、直、钝角三角形个数
　　 例：ｎ＝８

建立数学模型

用循环数组（ｉ，ｊ，ｋ）来刻画所讨论三角形
的构形，其中ｉ，ｊ，ｋ分别表示该三角形按反时针
方向相邻二点间所夹已知等分点的个数 易
见，经旋转后能重合的三角形构形相等；所讨论
三角形的构形满足下列条件：

　　ｉ，ｊ，ｋ≥０，ｉ＋ｊ＋ｋ＝ｎ－３ （）
例如，在上面例子中的锐角三角形４７２，直

角三角形１５６，钝角三角形２３８可分别刻画为
（２，２，１），（３，０，２）和（０，４，１）
注：构形（０，４，１）与（０，１，４）被视为不同，

因对应三角形２３８与２３５旋转后不重合

　　设ＡＢＣ为有构形（ｉ，ｊ，ｋ）的三角形，显然，

ＡＢＣ为直角三角形 ｍａｘ（ｉ，ｊ，ｋ）＝ｎ／２－１；

ＡＢＣ为锐角三角形 ｍａｘ（ｉ，ｊ，ｋ）＜ｎ／２－１；

ＡＢＣ为钝角三角形 ｍａｘ（ｉ，ｊ，ｋ）＞ｎ／２－１
（ｉ，ｊ，ｋ）中的ｉ，ｊ，ｋ两两不同，则（ｉ，ｋ，ｊ）被

视为与（ｉ，ｊ，ｋ）构形不同的三角形构形
在具体计算直、钝角三角形个数时，只要确

定一切满足条件（）的不同（非等边）三角形
构形（ｉ，ｊ，ｋ）的个数ａ，再乘以ｎ即可计算锐角
三角形的个数时，还要计算等边三角形（ｉ＝ｊ
＝ｋ）构形的个数ｂ则锐角三角形个数等于

ｎ（ａ＋ｂ／３）

ｎ＝８时三角形计数问题的解

ｎ＝８时共计有：
锐角构形一个：（１，２，２）；
直角构形３个：（１，１，３），（０，２，３），

（０，３，２）；
钝角构形３个：（０，０，５），（０，１，４），

（０，４，１）
所以，锐角三角形个数是８；直、钝角三角

形个数都是３×８＝２４

思考题１－８
① 当ｎ＝１０时分别有多少锐、直、钝角三

角形？

② 当ｎ＝９时分别有多少锐、直、钝角三
角形？

三角形计数问题的另一种解法

在复平面单位圆周上取定的ｎ个等分点为

ａ０，ａ１，…，ａｎ，其中，ａｋ ＝ｅ２πｋｉ／ｎ，ｋ＝０，１，…，ｎ－
１，以（０，ｊ，ｋ）表示顶点为ａ０，ａｊ，ａｋ 并满足０＜
ｊ＜ｋ≤ｎ－１且边ａｊａｋ为最长边的三角形易
见三角形（ｉ，ｊ，ｋ）为直（锐、钝）角三角形的充要
条件是：

ｋ＝ｎ／２（＞［ｎ／２］，＜［ｎ／２］）
令ｎ１，ｎ２，ｎ３分别表示圆内接
锐角、直角、钝角三角形的个
数
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偶数ｎ＝２ｋ时三角形计数问题的解

①ｎ＝２ｋ时，ｎ２ 的计算：

令ｋ＝ｎ／２，则过水平直径的直角三角形是
（０，ｊ，ｋ），ｊ＝１，２，…，ｋ－１

∴ｎ２ ＝ｎ（ｋ－１）

＝ｎ（ｎ／２－１）

＝ｎ（ｎ－２）／２

　　 ②ｎ＝２ｋ时，ｎ３ 的计算：

位于上半圆的钝角三角形是（０，ｉ，ｊ），

ｊ＝２，…，ｋ－１；ｉ＝１，２，…，ｊ－１

∴ｎ３ ＝ｎ∑
ｋ－２

ｊ＝１ｊ＝ｎ（ｋ－２）（ｋ－１）／２

＝ （ｎ／２）（ｎ／２－１）（ｎ／２－２）
③ｎ ＝２ｋ 时，ｎ１

的计算：

ｎ１ ＝Ｃ３ｎ－ｎ２－ｎ３，

其中，ｎ２，ｎ３ 的公式如
上所示

思考题１－９
试证：当ｎ为偶数时，钝角三角形的个数是

锐角三角形个数的３倍

ｎ＝２ｋ＋１时三角形计数问题的解

ｎ２ ＝０；

ｎ３ ＝ （ｎ／２）［（ｎ－１）／２］（［（ｎ－１）／２］－１）
ｎ１ ＝Ｃｎ３－ｎ２－ｎ３
因为上半圆周上最大的等分点的编号是：

［（ｎ－１）／２］＝ｋ
位于上半圆的钝角三角形是：

（０，ｉ，ｊ），其中

ｊ＝２，３，…，ｋ；

ｉ＝１，２，…，ｊ－１

三角形计数的统一公式及应用举例

统一公式：
ｎ３ ＝ｎ［（ｎ－１）／２］（［（ｎ－１）／２］－１）／２★

ｎ２ ＝０，当ｎ为奇数；ｎ２ ＝ｎ（ｎ－２）／２，当ｎ为偶数

ｎ１ ＝Ｃｎ３－ｎ２－ｎ３
举例：

①ｎ＝８时，ｎ２＝８×６／２＝２４；ｎ３＝８×３×２／２＝２４；

ｎ１ ＝Ｃ８３－ｎ２－ｎ３ ＝５６－２４－２４＝８．

②ｎ＝９时，ｎ２ ＝０；ｎ３ ＝９×４×３／２＝５４；

ｎ１ ＝Ｃ９３－ｎ２－ｎ３ ＝８４－５４＝３０．

③ｎ＝１０时，ｎ２ ＝１０×８／２＝４０；

ｎ３ ＝１０×４×３／２＝６０；

ｎ１ ＝Ｃ１０３－ｎ２－ｎ３＝１２０－４０－６０＝２０．

　　 ★当ｎ为奇数时，统一公式已成立．当ｎ为
偶数时，我们也已证明

ｎ３ ＝ （ｎ／２）（ｎ／２－１）（ｎ／２－２）
易见，此时成立

ｎ／２－１＝ ［（ｎ－１）／２］，

ｎ／２－２＝ ［（ｎ－１）／２］－１，
因此 　ｎ３＝ｎ［（ｎ－１）／２］（［（ｎ－１）／２］－１）／２
所以，统一公式当ｎ为偶数时也成立
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双层玻璃窗保温功效可行性分析

问题：众所周知，住房内外的热交换主要部
分是通过门窗的热交换．因此，为了节约空调费
用，新式建筑物流行双层玻璃窗的设计，据说保
温效果非常好试从理论上对双层玻璃窗的功
效作一个可行性分析
分析基点：对比有相同玻璃厚度的单、双层

玻璃窗的传热过程，即对比两种情形下单位时
间内通过玻璃窗单位面积流出去的热量孰多孰

少以及相差的程度

模型假设

①传热只限于通过门窗上玻璃的热传导，
即忽略墙、地板及天花板的传热

②窗户绝对密封不产生对流，也不考虑辐
射

③只考虑平均稳定热状态
④两种情形使用完全一样的均匀的窗玻璃
⑤窗玻璃的面积是影响传热的唯一因素，

即忽略窗框形状、深度及所用材料等因素对传
热的影响

双层玻璃窗问题使用的符号

如图１－３所示，设Ｓ，Ｄ分别代表双层、单
层玻璃的情形．对情形Ｓ，每片玻璃的厚度为ｄ；
夹层的厚度为ｂ；室内、室外近玻璃处的（常）温
度、夹层靠室内、夹层近外玻璃处的（常）温度分
别为Ｔ１，Ｔ２，Ｔａ，Ｔｂ．对情形Ｄ，每片玻璃的厚度
为２ｄ；室内、室外近玻璃处的（常）温度分别为

Ｔ１，Ｔ２
情形Ｓ，Ｄ单位时间内通过单位面积窗户的

传热量分别记为ＱＳ，ＱＤ．
图１—３

Ｎｅｗｔｏｎ冷却定律
我们将要应用如下的物理定律———Ｎｅｗ

ｔｏｎ冷却定律：单位时间内通过厚度为ｂ，热传
导系数为ｋ的介质的单位面积的传热量为：

Ｑ＝ｋ（Ｔ－Ｔ′）／ｂ，其中Ｔ为介质左方的温度；

Ｔ′为介质右方的温度，Ｔ＞Ｔ′

双层玻璃窗问题的数学建模

由冷却定律得：ＱＤ ＝ｋ１（Ｔ１－Ｔ２）／２ｄ；ＱＳ
＝ｋ１（Ｔ１－Ｔａ）／ｄ＝ｋ２（Ｔａ－Ｔｂ）／ｂ＝ｋ１（Ｔｂ－
Ｔ２）／ｄ其中，ｋ１，ｋ２ 分别为玻璃、空气的传热系
数，可查手册求得；ｄ，ｂ，Ｔ１，Ｔ２ 可测量求得；Ｔａ，
Ｔｂ 未知，但可通过计算求出．易见
Ｔａ－Ｔｂ ＝ｓ（Ｔ１－Ｔａ）；Ｔｂ－Ｔ２ ＝Ｔ１－Ｔａ
（令ｓ＝ｋ１ｂ／（ｋ２ｄ））
解此联立方程组求得：

Ｔａ ＝ （（ｓ＋１）Ｔ１＋Ｔ２）／（ｓ＋２）．
进而求得：

ＱＳ ＝ｋ１（Ｔ１－Ｔ２）／（ｄ（ｓ＋２））
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双层玻璃窗保温功效讨论

由上面求得的公式，得出两种情形下传热
量的比值是

　　　　　ＱＳ／ＱＤ ＝２／（ｓ＋２） （）
下面利用此公式，对双层玻璃窗的保温功效

作一个详尽讨论首先，由ｓ＞０推出ＱＳ＜ＱＤ，
即在任何情况下双层玻璃窗都有保温功效
查有关手册知：０．００４＜ｋ１ ＜０．００８；对干

燥空气大约ｋ２ ＝０．０００２５（焦尔×厘米／（度×
秒）），由此得
　　ｓ＝ｋ１ｂ／（ｋ２ｄ）１６ｂ／ｄ ＝１６ｈ （令ｈ＝
ｂ／ｄ）；
　　ＱＳ／ＱＤ ＝２／（ｓ＋２）＝ｆ（ｓ）．

　　 因函数ｆ（ｓ）的导数

ｆ′（ｓ）＝－２／（ｓ＋２）２ ＜０，
故它是ｓ的严格递减函数，从而

ＱＳ／ＱＤ ＜２／（１６ｈ＋２）．在通常情况下有

ｈ＝ｂ／ｄ＞４，于是

ＱＳ／ＱＤ ＝２／（ｓ＋２）＜２／（６４＋２）＝１／３３＝３％
这就是说，在通常情况下，双层玻璃窗的传

热量仅为单层玻璃窗的３％．由此可见，双层玻
璃窗的保温效果十分显著．这真是一个又好又
省的技术，目前已开始全面推广

代表席位公平分配问题

假设有人数分别为１０３，６３和３４的３个单
位．下表显示按通常的人数比例分配方法为此

３单位分配代表名额的两种分配方案：一种是

２０席名额；另一种是２１席名额．让我们仔细看
一下两种分配结果：２０席时，３单位依次按１０
∶６∶４分配；２１席时，改为依次按１１∶７∶３分
配．于是，出现对于单位３明显不合理的现象：

２１席时他们得的名额反而少了．因此提出问
题：如何解释上述不合理现象并提出更合理的
代表名额分配方案？

２０席 ２１席

单位 人数
比例

％

理论

席位

实际

席位

理论

席位

实际

席位

１ １０３ ５１５ １０３ １０ １０８１５ １１

２ ６３ ３１５ ６３ ６ ６６１５ ７

３ ３４ １７ ３４ ４ ３５７ ３

总和 ２００ １００ ２０ ２０ ２１ ２１

表１－１

不合理现象产生原因及其量化

　　 按人数比例分配应该是公平的，但如何解
释上述不合理现象呢？显然，其主要原因是代表
席位只取整数值，即必须把公平但不是整数的
理论席位值取整，即将小数尾数舍去或增加为

１．所以，执行的实际席位并非理论席位，从而难
保其公平性
一般地，考察人数分别为ｐｉ，ｐｊ的单位ｉ和

单位ｊ，设按某种分配方案分配给它们实际席位
为ｎｉ，ｎｊ．让我们来讨论在此分配方案下对它们
公平性的衡量

　　 显然，若ｐｉ／ｎｉ ＝ｐｊ／ｎｊ，则此分配绝对公
平．可惜，因ｎｉ，ｎｊ经过了取整，上述条件几乎不
可能满足，故或者ｐｉ／ｎｉ＞ｐｊ／ｎｊ，此时，对单位ｉ
不公平；或者ｐｉ／ｎｉ ＜ｐｊ／ｎｊ，此时，对单位ｊ不
公平
引进单位ｉ的不公平值如下：
ｒｉ（ｎｉ，ｎｊ）＝ （ｐｉ／ｎｉ－ｐｊ／ｎｊ）／（ｐｊ／ｎｊ）

＝ｐｉｎｊ／（ｐｊｎｉ）－１．
现在讨论如何在已有分配的基础上修改增

加１席的新方案．如把１席加给单位ｉ，则单位ｊ
的不公平值变为：
ｒｊ（ｎｉ＋１，ｎｊ）＝ｐｊ（ｎｉ＋１）／（ｐｉｎｊ）－１；
如加给单位ｊ，则单位ｉ的不公平值为

ｒｉ（ｎｉ，ｎｊ＋１）＝ｐｉ（ｎｊ＋１）／（ｐｊｎｉ）－１．
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