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　　为什么从上海到华盛顿不是按地图上上海与华盛顿之
间的直线路径飞行，而是先向东北方向按弧形路径飞行？为
什么诺贝尔奖的基金增长必须按复利来计算？这些问题，用
数学方法和数学模型来解释，不仅清楚而且有数量作依据，
具有说服力。
有人说数学是科学的皇冠，因为数学十分抽象和十分严

密。同时，数学又是科学的仆人，它不仅为自然科学的各门学
科服务，也为经济学、社会科学和生产、日常生活提供服务。
数学模型是实现这种服务的桥梁，数学建模就是讨论如

何建立这种“桥梁”的问题。只有建立了适当的数学模型，才
有可能用数学工具去解决我们所遇到的实际问题。众所周
知，如果你想学会骑自行车，那么你必须亲自去尝试骑车，即
使开始时免不了跌跤；如果你要学会游泳，那么你必须亲自
下水去尝试，即使开始时会灌几口水。同样的道理，如果你
要学会数学建模，你就得尝试用数学方法解决实际问题。
正如体育教练要做示范动作一样，本书给出一些数学建

模的范例，目的在于引导学生去学习数学建模，了解数学建
模的一般步骤和方法。我们希望同学们喜欢这些范例，甚至
可进一步引起大家对数学的兴趣。通过范例的学习，你们今
后在用数学工具解决实际问题时少走弯路。如果真是这样，
那么我们写书的目的就达到了。
目前写给中学生看的数学建模书很少，我们作此尝试，

定有许多不足，甚至错误，欢迎读者批评指正。

袁震东
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总　　序 －１　　　　－

　　新课标、新理念、新教法在中小学中被越来越多地采用，
学生和教师热切地盼望着市场上有更多与之相适应的教学

辅导用书，使教学能更好地体现新课标、新理念、新教法。国
家教育部为了适应各地区的实际情况，体现各种教学思想，
形成百花齐放的良好教育氛围，鼓励有条件的地区和出版
社，出版各具特色的版本教材。在众多的教材中，虽然教材
的形式不同，内容编排的顺序不同，但教材的知识内容和能
力要求是相同的；全面提高学生综合素养的教学理念是相同
的；使学生积极、主动地参与教学过程的教学方法是相同的。
《新专题教程》就是按新课标所列的内容专题及其相应的教
学要求，在“新教学理念，新教学方法”的指导下编写而成。

《新专题教程》丛书始终坚持以“完整、系统、深入、细致”
为编写特色。作者在图书编写过程中，通过“内容解读”，力
求从国家课程标准中的知识内容，提炼出相应的能力要求，
并对重点知识进行深入、细致的讲解，对难点知识用实例的
方法进行释疑，使学生在学习中，能够牢牢地抓住学习的关
键，解决学习中的困难；通过“方法举例”，提炼出运用知识解
决问题的类型，并对解决问题的思维方法和解决问题的基本
技能，进行深入、细致的介绍和总结，使学生在知识学习的基
础上，充分了解和掌握运用知识解决问题的方法，切实提高
学生的学习效果。

　　
总　　序
高

中

数

学

７
·
数

学

建

模



－２　　　　－ 总　　序

　　为了达到丛书的编写目的，我们在全国范围内，组织了
许多特高级教师和教学专家主持参与编写。他们将多年来
的教学经验和研究成果，无所保留地贡献给了广大的读者，
贡献给了教育改革。

同学，当你看了本套丛书的介绍后，丛书的编写特点不
知是否符合你的需要。我们真诚地希望：
如果你是一个学习成绩较好的学生，愿你在用了本套丛

书后，使你的学习能够更上一层楼。
如果你是一个学习上存在一定困难的学生，愿本套丛书

能够有效地帮助你解决学习中的困难，提高你的学习成绩。
如果你是一个毕业班的学生，愿本套丛书能够成为你复

习迎考的助手。
愿，本套丛书能解决你学习中的所有需要，能解决你学

习中遇到的所有问题。
愿，２１世纪《新专题教程》，给您一个智慧的人生。

华东师范大学出版社
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专题１　从列方程解应用题到数学建模 －１　　　　－

专题１
从列方程解应用题到数学建模

可以发现，在我们的周围存在着许多可用数学方法来解
决的实际问题．例如：如果有多条道路通往学校，走哪一条路
径费时最少的问题；旅行社如何组织旅游团才能获得最大利
润的问题；飞机飞行路线问题；追截走私船问题；电话号码增
号问题；人口发展问题等等．
有些实际问题可以化为应用题，可以用在初中学过的列

方程解应用题的方法来解决，即根据题意设未知量、找出等量
关系、列方程、解方程、检验、答题．但多数实际问题与应用题
不同，需要用数学建模来求解．数学模型是运用数学工具对实
际问题的数学刻画，它的呈现形式可以是函数、方程，也可以
是计算程序乃至图表和图象等．数学建模是研究如何用合适
的数学工具建立数学模型，解决实际问题的全过程，它与列方
程解应用题有下列四个不同之处：

（１）列方程解应用题中的问题，多数是经过加工的，问题
中的条件是充分的，问题中的数据是给定的．然而数学建模中
的问题是现实世界中的实际问题，条件往往是不充分的，也有
些条件对于问题的求解是多余的，问题中的数据是不完整的，
甚至是要解题者自己收集、整理的．

（２）由于问题中的条件不充分，解数学建模问题时常常需
要作一定的假设或假定，在列方程解应用题的过程中是不容
许作假设的．

（３）数学建模过程中的验证和讨论是不可或缺的步骤，而
且数学建模中的验证和讨论比解应用题中的验证和讨论要复

杂得多．在数学建模中获得模型和解之后，不仅要验证方程有
没有增根，而且还要验证解与实际问题是否相符，与所作的假
设有没有矛盾．如果有矛盾，必须重新作假设、建立模型，再解
模型、验证，直到获得满意的结果为止．

（４）数学建模问题往往是开放性（ｏｐｅｎｅｎｄｅｄ）的，其解不
是惟一的．下面举例说明．

　　数学建模不仅要
找出实际问题的数学

模型，而且包括用数学
模型解决实际问题的

全过程．



－２　　　　－ 专题１　从列方程解应用题到数学建模

【问题陈述】

旅行社组团问题．某旅行社组织２０～８０人的旅行团．旅
客为２０名时，每位旅客收费为２００元；当旅客超过２０名时，可
以适当少收旅客的旅费，例如每增加１名旅客少缴２元．旅行
社组织一次旅行的固定成本为４０００元，另外供给每位旅客３０
元的食品．旅行社希望知道：旅行社的利润与旅客人数的关
系，何时获得的利润最大，何时亏本？

【建模过程】

分析：在这个问题中，有些条件是不清楚的，例如：当旅
客超过２０名时，每增加１名旅客少缴２元，是指每位旅客少缴

２元，还是指增加的那１名少缴２元？为此我们作如下假设．
假设１：当旅客超过２０名时，每增加１名旅客少缴２元，

指第２１名收取１９８元，第２２名收取１９６元，余者类推（当然，
如果指每位旅客少缴２元，也可以，见本专题作业）．
假设２：旅客根据收费情况平均分摊旅费．
建立模型

设旅客有ｘ名，那么２０≤ｘ≤８０．设ｙ表示旅行社组织１
次旅行所得的利润．显然，当只有２０名旅客时，由于每位旅客
只收２００元，２０名共收取４０００元，恰好等于旅行社组织１次
旅行的固定成本．此时，旅行社还要供给每人３０元食品，因此
要亏本６００元．
当ｘ＞２０时，旅行社的利润为

ｙ＝１９８＋１９６＋…＋［２００－２（ｘ－２０）］－３０ｘ，即

ｙ＝
ｘ－２０

ｋ＝１

（２００－２ｋ）－３０ｘ． ①

旅客平均分摊的旅费为

４０００＋１９８＋１９６＋…＋［２００－２（ｘ－２０）］
ｘ ． ②

解模型

对于不同的ｘ值，经过直接计算，把计算结果列于下表．
（ｘ 表示旅客数，ｙ 表示利润，ｐ 表示平均每位旅客交付
的旅费）

　　旅客与旅行社是
一种契约关系．旅客交
付旅费后，旅行社根据
合同，负责支付旅客的
车费、景点门票及在途
中供给一定的食品等．

　　阅读数学建模例
题时，边读边算将更有
收获！

　　由于２０名旅客的
旅费恰好抵消旅行社

的固定成本．因此旅行
社盈利或亏损可以从

第２１名旅客算起．

　　直接计算指直接
代入①、②式计算，不
需化简．



专题１　从列方程解应用题到数学建模 －３　　　　－

ｘ（名） ２０ ２５ ３０ ３５ ４０ ４５ ５０

ｙ（元） －６００ ２２０ ９９０ １７１０ ２３８０ ３０００ ３５７０

ｐ（元） ２００ １９８８０１９６３３１９３１４１８９５０１８５５６１８１４０

ｘ（名） ５５ ６０ ６５ ７０ ７５ ８０

ｙ（元） ４０９０ ４５６０ ４９８０ ５３５０ ５６７０ ５９４０

ｐ（元）１７７０９１７２６７１６８１５１６３５７１５８９３１５４２５

　　从上表可知，最大利润为５９４０元．
验证和讨论

利用等差数列求和公式可得

ｙ＝１９８＋
［２００－２（ｘ－２０）］

２
（ｘ－２０）－３０ｘ，化简得

ｙ＝－ｘ２＋２０９ｘ－４３８０． ③

因为ｙ＝－（ｘ－１０４５）２＋１０９２０２５－４３８０

＝－（ｘ－１０４５）２＋６５４０２５，

所以它的最值点在ｘ＝１０４５处，可见最值点不在［２０，８０］范
围内．但它在［２０，８０］内是增函数，因此ｘ＝８０时获最大利润．
当旅客人数少于２４人时旅行社将亏本，因为此时

ｙ＝１９８＋１９６＋１９４－２３×３０＜０．

由数学建模的例子看到，数学建模的一般步骤可归结为
下列四步：

１ 分析问题、作假设．由于实际问题的复杂性，所以要分
析数学建模的目的和具体目标，分析已知条件是什么，所求的
问题是什么．为简化问题，一般要对有关陈述作假设，使问题
更加明确．分析问题还包括变量的设置、单位的选用等．
２建立数学模型．根据问题的要求和假设，利用恰当的数
学方法建立各个量之间的数学关系．在能达到预期目标的前
提下，应采用尽可能简单的数学方法建立容易求解的数学模
型，以便让更多的人接受和使用这种模型．
３ 解数学模型．大多数数学模型的求解需要通过计算机

　　③式所示的函数在
［２０，８０］内是增函数，可
以从它的图象获知．

　　旅行团有２４名旅
客时，开始盈利，此时

ｙ＝１９８＋１９６＋１９４＋
１９２－２４×３０

＝６０＞０．



－４　　　　－ 专题１　从列方程解应用题到数学建模

计算，一般需要根据算法画出框图、编制程序、上机实现．求解
还包括画图、列表，必要时还要给出证明及制作计算机软
件等．
４验证、讨论并修正模型．根据已经建立的数学模型的特
点和求解结果，验证、讨论数学模型的适用范围、算法的精度
和各种数据计算结果的可信程度等，并根据验证、讨论的情况
进行修正．
上述四个步骤可以根据实际问题的具体情况灵活运用．

有时可以合在一起，边分析边寻找数学模型，即１和２合在一
起，有时可以省略某些步骤．

【建模心得】

１ 数学模型的概念
数学模型是指解决实际问题时所用的一种数学框架，它

是实际问题的一种数学刻画．数学模型可以是函数、方程、计
算机程序乃至图表或图形．

２ 数学建模的含义
数学建模是分析实际问题、作假设、建立数学模型、解模

型、验证讨论，直至找到合适的数学模型的全过程．

３ 数学建模的元素
除了把一般语言化为数学公式或方程这一元素外，数学

建模还包括下列四个元素：
（１）所遇到的实际问题中条件、数据的不完整性；
（２）一般需要作假设或假定；
（３）验证和讨论是数学建模不可缺少的步骤；
（４）有时问题的解是不惟一的．

一个数学建模问题可以包含上述所有的元素，也可以只包含
其中某一些元素．

４ 数学建模的主要步骤
（１）分析问题、作假设；
（２）建立数学模型；
（３）解数学模型；

　　数学建模过程可
以表示成下列框图：
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专题１　从列方程解应用题到数学建模 －５　　　　－

（４）验证、讨论并修正模型（重新作假设、建立模型、解模
型、验证讨论）．

【练习作业】

１ 如果在本专题例题的数学建模过程中假设：当旅客超过２０名时，每增加一名
旅客每名旅客的旅费均少缴２元，问题的解将如何？

２ 如果在本专题的例题中，供给每位旅客的食品费改为２０元，问题的解将如何？
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专题２
函数建模———容器中水的深度与

注水时间的关系

【问题陈述】

打开水龙头，让水均匀地注入一个容器内，随着注水时间

ｔ的增加，容器内水面的高度ｈ会不断地增加，直至水满溢出．
现有四个不同形状的容器（见图２ １），分别建立容器中水面
高度ｈ与时间ｔ的函数关系．

图２ １

【建模过程】

为了建立水面高度ｈ与时间ｔ的函数关系，先作如下

假设．
假设１：水龙头放水的速度是均匀的，每单位时间放出

ｍｍｌ水．
假设２：当时间ｔ＝０时，容器内水的深度ｈ＝０．
假设３：ｉ）对于容器（１）和（２），我们可以解决它们的一般

情形，所以设它们的可装水部分的高都为Ｈ（ｃｍ），最上端的圆
半径为Ｒ（ｃｍ）；

ｉｉ）对于容器（３）和（４），我们只能解决它们的具体情形．现
测量得它们的可装水部分的高为１０（ｃｍ），容器（３）最上端的圆
半径为３（ｃｍ），容器（４）的最上端和最下端的圆半径分别为

２（ｃｍ）和４（ｃｍ），而水龙头的注水速度为每秒１０ｍｌ．

　　这里ｈ表示容器
内贮水部分水的深度．

　　水均匀地注入容
器即 注 水 速 度 等 于

常数．
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建立模型

设时间为ｔ时，容器的水面高度为ｈ．根据假设１可知，当
时间为ｔ时，注入容器的水为ｍｔ（ｍｌ）．按图２ １，分４种情况
建模．
１ 容器（１）　当水面高度为ｈ时，圆柱形容器内的水量为

Ｒ２πｈ．由Ｒ２πｈ＝ｍｔ，解得

ｈ＝ ｍ
Ｒ２π

·ｔ．

可见，对于圆柱形的容器，容器内水面的高度ｈ与注水时
间ｔ构成正比例函数关系．考虑到容器的最大高度为 Ｈ，所以
水面高度ｈ关于时间ｔ的关系可表示为分段函数

ｈ＝

ｍ
Ｒ２π

·ｔ，

Ｈ
烅

烄

烆
，

　　
０≤ｔ≤Ｒ

２πＨ
ｍ

，

ｔ＞Ｒ
２πＨ
ｍ ．

①

２ 容器（２）　当水面高为ｈ时，相应水面的圆半径为ＲｈＨ
，

圆锥形容器内的水量为Ｒ
２πｈ３

３Ｈ２ ．由
Ｒ２πｈ３

３Ｈ２ ＝ｍｔ，解得

ｈ＝
３
３ｍＨ２

Ｒ２π
·槡 ｔ．

考虑到容器的最大高度为Ｈ，所以水面高度ｈ与时间ｔ的
关系可表示为分段函数

ｈ＝

３
３ｍＨ２

Ｒ２π
·槡 ｔ，

Ｈ
烅

烄

烆
，

　　
０≤ｔ≤Ｒ

２πＨ
３ｍ

，

ｔ＞Ｒ
２πＨ
３ｍ ．

②

３ 容器（３）　我们依次测得时间ｔ和水面高度ｈ的对应
数据如表２ １所示：

表２ １

ｔ ２ ４ ６ ８ １０ １２ １４

ｈ ２７ ５３ ６５ ７６ ８４ ９２ １００

　　对于容器（２），过
圆锥顶点垂直于底面

的截面图形为
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图２ ２

　　根据表２ １中的数据，
在以时间ｔ为横坐标，水面
高度ｈ为纵坐标的平面直角
坐标系中作出散点图 （见
图２ ２）．
由图２ ２可以发现，数

据点的散布大体上呈现为以

ｔ轴为对称轴的抛物线状，且

ｔ＝０时ｈ＝０．故设相应的曲线方程为ｔ＝ａ·ｈ２（ｔ≥０，ｈ≥
０）．由于ｔ是ｈ２ 的一次函数，于是我们计算与ｔ对应的ｈ２ 的值
（见表２ ２）．

表２ ２

ｔ ２ ４ ６ ８ １０ １２ １４

ｈ２ ７２９ ２８０９ ４２２５ ５７７６ ７０５６ ８４６４ １００

　　由数据组ｔ和ｈ２，利用最小二乘法求出ａ的估计值

ａ
　∧

＝

７

ｉ＝１
ｔｉｈ

２
ｉ －７ｔ·ｈ２


７

ｉ＝１
ｈ４ｉ －７（ｈ２）２

，

其中 （ｔｉ，ｈｉ）（ｉ＝１，２，…，７）分别是第ｉ对测量值，ｔ是关于

ｔ的７个测量值的算术平均数，ｈ２是关于ｈ的７个测量值的平
方的算术平均数．我们先分别计算得ｔ＝８，ｈ２ ＝５５８０，


７

ｉ＝１
ｔｉｈ

２
ｉ ＝３９６３８０，

７

ｉ＝１
ｈ４ｉ ＝２８１０６１２，然后计算得ａ

　∧

≈

０１３３，即

ｔ＝０１３３·ｈ２　（０≤ｈ≤１０）．

即ｈ关于ｔ的函数为

ｈ＝
２７４槡ｔ，
１０烅
烄

烆 ，
　　
０≤ｔ≤１３３，

ｔ＞１３３．
③

在坐标系中画出③式的图象（见图２ ３），与原测得的数
据拟合得很好，因此可知，ｈ关于ｔ的函数关系可近似地表示

　　ａ称为待定参数．

　　设时间与水面高
度的变化曲线为ｔ＝

ａｈ２，那么使得
７

ｉ＝１

（ｔｉ－

ａｈ２ｉ）达到最小值的ａ
　∧

叫做ａ的最小二乘估
计．
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为③式．

图２ ３

４ 容器（４）　我们依次测得时间ｔ和水面高度ｈ的对应
数据如表２ ３所示：

表２ ３

ｔ ２ ４ ６ ８ １０ １２ １４ １６ １８ ２０ ２２

ｈ ０１ ０３ ０５ １ １ １３ ２２ ３３ ５ ７２ ９７

图２ ４

　　根据表２ ３中的数据，
在平面直角坐标系中作出散

点图（见图２ ４）．
由图２ ４可以发现，数

据点的散布大体上呈幂函数

的图象，不妨设ｈ＝ａ１·ｔ２或

ｈ＝ａ２·ｔ３（ｔ≥０，ｈ≥０），即

ｈ是ｔ２ 或ｔ３ 的一次函数，所
以我们计算ｔ２ 和ｔ３ 的值如表２ ４所示：

表２ ４

ｔ２ ４ １６ ３６ ６４ １００ １４４ １９６ ２５６ ３２４ ４００ ４８４

ｔ３ ８ ６４ ２１６５１２１０００ １７２８２７４４４０９６ ５８３２ ８０００１０６４８

　　利用最小二乘法计算得ａ
　∧

１ ≈００２，即

ｈ＝
００２ｔ２，

１０｛ ， 　　
０≤ｔ≤２２３６，

ｔ＞２２３６．
④

同理计算得ａ
　∧

２ ≈００００９，即

　 　 采 用 ａ１ｔ
２ 还 是

ａ２ｔ３ 作 为 函 数 模 型？

这里要利用尝试法来

解决．
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ｈ＝
００００９ｔ３，

１０｛ ， 　　
０≤ｔ≤２２３１，

ｔ＞２２３１．
⑤

从④式和⑤式的图象（见图２ ５）可以看出，⑤式的拟合
效果较④式更好．

图２ ５

【建模心得】

１ 利用物理、化学、生物或社会科学的原理导出数学模型
的方法称为机理建模．在本专题中对于容器（１）和（２），我们采
用了机理建模的方法导出其数学模型．有时用机理建模过于
复杂或有困难，也可以通过实验，收集数据，用数据来建立模
型，这种建模方法称为数据建模（有时也称为统计建模）．对于
容器（３）和（４），我们采用了数据建模的方法获得模型．
在复杂对象的机理建模过程中，有时必须忽略一些次要

的因素，从而造成一定的建模误差．在数据建模中，由于实验
数据的测量误差和计算误差也使模型带有误差．但只要模型
误差在实际应用允许的范围内，这样的数学模型就仍然是可
以应用的．现实世界中，完全没有误差的数学模型是罕见的．
２对于一组观测数据（ｘｉ，ｙｉ）（ｉ＝１，２，…，ｎ），假设ｘ、

ｙ之间有线性关系，即

ｙ＝ａｘ＋ｂ．

记ｙ
　∧

ｉ＝ａｘｉ＋ｂ，ｙｉ－ｙ
　∧

ｉ称为在数据点ｘｉ上的离差，最小二乘
法实质上是在各数据点上的离差的平方和


ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ｙ
　∧

ｉ）２ ＝
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ａｘｉ－ｂ）２

达到最小时，使ｙ＝ａｘ＋ｂ拟合观察值（ｘｉ，ｙｉ）的一种方法．ａ
和ｂ的最小二乘估计为

　　两种建模方法：

１机理建模；

２数据建模．
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