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摇摇$""""""""""""数学解题的观察与思维

数学是一门思考性很强的学科，观察又是我们接触命题求得开通
思路的第一步。因此，观察不是消极地注视，也不是一种兴趣的满足，
而是思维的基础。只有把观察贯穿于整个解题之中，才能丰富学生的
知识领域，提高学生的解题能力。湖南湘阴县教师进修学校邓国安老
师从教学的角度出发，阐述数学解题过程中应注意把观察贯穿始终展
开思维。指出一般观察问题可以从五个方面入手，注意观察命题的结
构特征，命题中图形位置特征和数量特征，命题中的各种差异或隐含关
系。并一一举例说明。一般观察问题可从以下几方面入手。
员援注意观察命题的结构特征

例员摇求下：悦灶
园原悦灶

圆垣悦灶
源原⋯越 圆! 灶糟燥泽

灶!
源。

分析：待证的等式左边是整数的代数和，而右边是实数与三角函数的乘积。

要解决这个问题，就得把式子转化。观察等式左边的结构特征，发现可转化为

悦灶
园垣悦灶

圆（蚤）圆垣悦灶
源（蚤）源垣⋯

易看出它是（员垣蚤）灶展开式中含 蚤的偶次方的各项（即实数项）的代数和；再
观察等式右边的结构特征，它含有一个余弦值的因子，易想到把复数（员垣蚤）灶转化
为三角式，通过（员垣蚤）灶为桥梁，就可把等式的两边接通了。
证明：（员垣蚤）灶越悦园灶蚤

园垣悦员灶蚤
员垣悦圆灶蚤

圆垣悦猿灶蚤
猿垣悦源灶蚤

源垣⋯ 垣悦圆噪灶蚤
圆噪垣⋯，等式右边的

实数项的代数和为

悦园灶蚤
园垣悦圆灶蚤

圆垣悦源灶蚤
源垣悦源灶蚤

远垣⋯垣悦圆噪灶蚤
圆噪垣⋯，

即悦园灶原悦
圆
灶垣悦
源
灶原⋯垣（ 原员）

噪悦圆噪灶垣⋯；

又（员垣蚤）灶越〔!圆（糟燥泽
!
源垣蚤泽蚤灶

!
源）〕
灶

员
第一部分摇猿垣载·数学观察及其在解题中的运用方法

摇



牫

垣犡
·

︵
能
力
型
︶
解
题
教
学
指
导
书
系·

数
学
卷

越 圆! 灶（糟燥泽
灶!
源垣蚤泽蚤灶
灶!
源），

右边的实数项是 圆! 灶·糟燥泽
灶!
源。

亦摇悦园灶原悦
圆
灶垣悦
源
灶原⋯越 圆! 灶·糟燥泽

灶!
源。

圆援注意观察命题中图形位置的特征
例圆摇如图，孕是以粤月为直径的半圆上的任意一点，悦粤%粤月，阅月%粤月，且 粤悦

越员圆粤月，月阅越
猿
圆粤月，求封闭图形粤月阅孕悦面积的最大值。

孕忆
孕

悦

耘粤韵
月

阅

摇摇分析：观察图形中各点的“动”、“定”状态，很快可以发现
杂粤月阅孕悦越杂梯形粤月阅悦原杂&阅孕悦

由于杂梯形粤月阅悦为定值，故求不规则形 杂粤月阅孕悦的最大值转化为求 杂&阅孕悦的最小值。再
次观察&阅孕悦的“动”、“定”态势，极易发现底边 阅悦长为定值，于是求 杂&阅孕悦的最
小值又转化求阅悦边上的高的最小值。第三次观察&阅孕悦，发现阅悦边上的高取决
于顶点孕的位置。于是求线段阅悦边上的高的最小值最后转化为寻求顶点孕的位
置。试连韵悦交半圆于孕忆，联想题设条件的 粤悦、阅月与粤月的数量关系和彼此的位
置关系，不难证明’韵悦粤垣’耘悦粤越源缘毅垣源缘毅越怨园毅显见点孕忆即为所求。
略解摇设粤月越圆砸，联想勾股定理，线段的加减和矩形性质，与解题相关的数

量韵悦、悦孕忆、悦阅、粤悦、阅月都可转化为 砸的代数式，顺着由特殊到一般逆推即可得

杂粤月阅孕悦的最大值为（圆垣!猿）砸
圆

例猿摇设粤酝是&粤月悦的月悦边上的中线，任作一直线蕴分别交粤月、粤悦、粤酝于

孕、匝、晕三点。求证：粤月粤孕、
粤酝
粤晕、
粤悦
粤匝成等差数列。

分析：由题设知直线蕴是任意的，特殊情形是蕴与月悦平行。我们先观察研究

这种特殊情形，如甲图，由平行截割定理，显然有
粤月
粤孕越
粤酝
粤晕越
粤悦
粤匝结论成立。这就不

难想到当蕴与月悦不平行时，如乙图，分别过月、悦作与蕴平行的直线 月月忆、悦悦忆，月月忆

圆
摇猿垣载·数学

观察与计算
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交粤悦的延长线于月忆，悦悦忆交粤月于悦忆，分别就&粤月月忆、&粤悦悦忆来看都转化成蕴与一
边平行的情形了，也就不难得到证明。

酝

乙图甲图

月忆

孕晕

耘

悦

粤
蕴 匝

郧

月

晕孕

月 酝 悦

匝

粤

蕴

摇摇这两个例子告诉我们，利用图形的某些特殊性质或特殊位置，有助
于寻找正确的解题思路，防止由于思维的定势而陷入困境。但是要注
意有的这种从特殊入手的目的在于探索解决一般问题的方法，而不能
将特殊代替一般，否则将会造成以偏概全，导致错误。因为特殊情形成
立的命题，在一般情形下未必正确。
猿援注意观察命题中的数量特征
例源摇设曾员，曾圆，曾猿，⋯曾苑是满足
曾员垣源曾圆垣怨曾猿垣员远曾源垣圆缘曾缘垣猿远曾远垣源怨曾苑越员
源曾员垣怨曾圆垣员远曾猿垣圆缘曾源垣猿远曾缘垣源怨曾远垣远源曾苑越员圆
怨曾员垣员远曾圆垣圆缘曾猿垣猿远曾源垣源怨曾缘垣远源曾远垣愿员曾苑越员圆猿的实数，求
员远曾员垣圆缘曾圆垣猿远曾猿垣源怨曾源垣远源曾缘垣愿员曾远垣员园园曾苑的值
（第七届美国数学邀请赛试题摇员怨愿怨年）
解：由观察知，已知条件中的曾蚤（蚤越员⋯苑）与求值中曾蚤的系数是四个连续数的

平方，如曾员的系数是员，源，怨，员远即员
圆，圆圆，猿圆，源圆；曾圆的系数是源，怨，员远，圆缘即圆

圆，猿圆，
源圆，缘圆；等等。
在一般情况下，设这四个连续自然数为 葬，葬垣员，葬垣圆，葬垣猿，试求整数 酝、晕、

孕、匝使得
酝葬圆垣晕（葬垣员）圆垣孕（葬垣圆）圆越匝（葬垣猿）圆恒成立。

两边展开对比得

酝垣晕垣孕越匝，
圆晕垣源孕越远匝，
晕垣源孕越怨

{
匝

求得酝越匝，晕越原猿，孕越猿匝。
即葬圆原猿（葬垣员）圆垣猿（葬垣圆）圆越（葬垣猿）圆。于是

员远曾员垣圆缘曾圆垣猿远曾猿垣源怨曾源垣远源曾缘垣愿员曾远垣员园园曾苑

猿
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越（曾员垣源曾圆垣怨曾猿垣员远曾源垣圆缘曾缘垣猿远曾远垣源怨曾苑）原猿（源曾员垣怨曾圆垣员远曾猿垣圆缘曾源垣猿远曾缘垣
源怨曾远垣远源曾苑）垣猿（怨曾员垣员远曾圆垣圆缘曾猿垣猿远曾源垣源怨曾缘垣远源曾远垣愿员曾苑）越员原猿伊员圆垣猿伊
员圆猿越猿猿源。
源援注意观察命题中的差异
充分注意到题目中的各种差异，有助于正确地理解题目的含义，从

比较这些差异中进行分析，确定出解题方向。
例如，在三角变换的教学中，过分地强调“降幂”、“升幂”、“和差化

积”、“积化和差”的具体技巧，而不注意隐含在具体技巧后面的基本观
念是消除角的差异，会使学生在复杂的三角变换中无所适从。如果明
确消除角的差异这个目的，就能适应各种不同情况，提出合理的解题方
案。
例缘摇已知 "、#为锐角，且
猿泽蚤灶圆"垣圆泽蚤灶圆#越员
猿泽蚤灶圆"原圆泽蚤灶圆#越{ 园

求证："垣圆#越员圆!。

分析：为了消除角的差异，我们应该把题中的 圆" 变为 "，# 变为圆#，于是对
泽蚤灶圆#作除幂变换，对泽蚤灶圆"作升幂处理，由题设得
猿泽蚤灶圆"垣员原糟燥泽圆#越员
(猿泽蚤灶圆"越糟燥泽圆#
远泽蚤灶"·糟燥泽"越圆泽蚤灶圆#
(猿泽蚤灶"·糟燥泽"越泽蚤灶圆#

两式相除即可得证。

例远摇已知摇猿泽蚤灶#越泽蚤灶（圆"垣#）
求证：贼早（"垣#）越圆贼早"。
分析：考虑条件等式和结论等式中，三角式结构中角的种类是主要差异，因为

可采取角的变换；

#越（"垣#）原"，圆"垣#越（"垣#）垣"。
证明摇由已知得摇猿泽蚤灶〔（"垣#）原"〕越泽蚤灶〔（"垣#）垣"〕，
猿泽蚤灶（"垣#）·糟燥泽"原猿糟燥泽（"垣#）·泽蚤灶"
越泽蚤灶（"垣#）·糟燥泽"原糟燥泽（"垣#）·泽蚤灶"
圆泽蚤灶（"垣#）·糟燥泽"越源糟燥泽（"垣#）·泽蚤灶"。
再考虑函数种类的差异得

圆泽蚤灶（"垣#）辕糟燥泽（"垣#）越圆泽蚤灶"辕糟燥泽"，
故得贼早（"垣#）越圆贼早"。
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缘援注意观察命题中的隐含关系
各种类型的数学题几乎都有隐含关系和条件，在解题时，要引导学

生善于观察发现。

例苑摇若枣（曾）越曾员园垣圆曾怨原圆曾愿原圆曾苑垣曾远垣猿曾圆垣远曾垣员，求枣（!圆原员）。

分析：本题若把曾越!圆原员代进去求值，将不胜其繁，若引导学生仔细观察题

设，可以发现隐含较深的信息：曾越!圆原员是一元二次方程曾
圆垣圆曾原员越园的一个根，

进而再观察求值式，又发现可以析出曾圆垣圆曾原员的式子，因此问题得到了别致的解
法。

解：摇疫当曾越!圆原员时，曾
圆垣圆曾原员越园，

摇摇摇亦枣（曾）越曾愿（曾圆垣圆曾原员）原曾远（曾圆垣圆曾原员）垣猿（曾圆垣圆曾原员越园）垣源越源。
例愿摇已知三角形三边为猿圆园，圆缘远，员怨圆，求此三角形的最大角。
分析：本题若用余弦定理解答，运算量很大，但只要引导学生认真观察题设中

各数字间的特征，能够发现隐含条件：猿圆园颐圆缘远颐员怨圆越缘颐源颐猿，由勾股定理的逆
定理知，这个三角形是直角三角形，亦最大角是怨园毅。从而使解法简洁明快。
上述诸例告诉我们：观察力是思维的基础，勤于观察和善于观察，

才能从“原材料”中提炼出“精髓”来，最终完成解题任务，提高解题的

能力。

摇摇$“观察”"""""""""""""
在解题中的作用

解数学题通常的步骤是观察、分析、施解或施证，然而有些学生往

往忽视“观察”的作用，特别是题中没有几何图形时。其实观察是分析
的基础，不独几何题是如此，其它数学题也是如此，观察得法往往能化

难为易，化繁为简；相反，不注意观察就匆忙动手去做往往不得要领，误
入歧途。
江苏丹阳师范学校舒永昌老师讨论了如何从数学解析式的“视觉

形象”中摄取有用信息，以提供一个进一步分析施解合适模式的方法：

充分而精细的观察要有扎实的数学基础知识，这是不言而喻的，此
外还要有合适的视焦、视角和视野，并在观察过程中及时灵活地进行调
整。

员援观察问题要有宽阔的视野
有些题构思精巧、条件隐蔽、需脱开题型窠臼，打破数学分支的界

缘
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限，才能把掩藏着的关系凸现出来。

例员摇求赠越猿原圆糟燥泽$源原圆泽蚤灶$
的极值。

例圆摇葬、遭、糟)砸垣，求曾为何值时赠越 葬圆垣曾! 圆垣 （遭原曾）圆垣糟! 圆有最小值。

这是两道求极极的代数题，倘若我们在解析几何的视野中观察该题，就会有

新感觉、新发现。例员分明是斜率公式 噪越
赠园原赠员
曾园原曾员
！（曾园，赠园）越（猿，源）是定点，而动

点（曾员，赠员）越（圆糟燥泽$，圆泽蚤灶$）的轨迹是以原点为圆心、圆为半径的圆，原题就是求过
定点及圆上任一点的诸直线斜率的极值，答案当然是过定点作圆的两条切线的斜

率（见图员）。例圆包含了两点距离公式，从而 赠越渣悦粤渣垣渣月悦渣，其中 粤、月、悦的坐
标分别为（园，葬），（遭，糟），（曾，园），原题遂成平面几何题：在曾轴上求一点悦，使悦到曾
轴同侧两点粤和月距离之和最小（图圆），只消作出粤关于曾轴的对称点粤忆，连粤忆月
交曾轴于悦，悦的横坐标曾即为所求。

*+++++++++++
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图 圆

粤忆

悦韵

粤葬

月（葬，遭）赠

曾

图 员

赠

韵 曾

粤（猿，源）

圆援观察问题要有灵活的视角
有些题乍看很难，甚至无从下手，但通过改变题目的条件与结论或

改变问题中的变量，有时可以把问题恢复成一个较简单的原型，有时则
可转换成我们熟悉的题目类型。
例猿摇已知葬、遭、糟不全为园且

摇
葬越遭糟燥泽%垣糟糟燥泽#
遭越糟糟燥泽"垣葬糟燥泽%
糟越葬糟燥泽#垣遭糟燥泽

{
"

求证：糟燥泽圆"垣糟燥泽圆#垣糟燥泽圆%垣圆糟燥泽"糟燥泽#糟燥泽%越员
若把条件看成是糟燥泽"、糟燥泽#、糟燥泽%的三元线性方程组，用克莱姆法则解出

糟燥泽"越遭
圆垣糟圆原葬圆
圆遭糟 ，摇摇糟燥泽#越

葬圆垣糟圆原遭圆
圆葬糟

远
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糟燥泽%越葬
圆垣遭圆原糟圆

圆葬遭
代入糟燥泽圆"垣糟燥泽圆#垣糟燥泽圆% 垣圆糟燥泽"糟燥泽#糟燥泽% 中作化简计算，还要讨论 葬、遭、糟各

自为园的特殊情况，其繁冗不做而知，这也许正是编题者设下的陷阱，如果转换视
角，将葬、遭、糟视为未知数，这样看去就是一个三元齐次线性方程组：

"原遭糟燥泽%原糟糟燥泽#越园
葬糟燥泽%原遭垣糟糟燥泽"越园
葬糟燥泽#垣遭糟燥泽"原糟越

{
园

据葬、遭、糟不全为园知该方程组有非零解，从而有系数行列式阅越园即
员摇摇原糟燥泽%摇摇原糟燥泽#
糟燥泽%摇摇原员摇摇糟燥泽"
糟燥泽#摇摇糟燥泽"摇摇原员

越糟燥泽圆" 垣糟燥泽圆# 垣糟燥泽圆则垣圆糟燥泽"糟燥泽#糟燥泽% 原员越园，原

题得证。

例源摇椭圆轴为猿葬，短轴为圆遭，在第一象限滚动且始终与 曾、赠轴相切，求椭圆
中心韵忆的轨迹。（图猿）

*++++++++++
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-
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-
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图 猿

曾

曾忆

韵忆

韵

赠忆
赠摇摇这道题如果将条件改变一下，让椭圆不动，坐标系

相对椭圆运动，韵与韵忆的关系就一目了然，因为这就是

一道熟知题：“求证椭圆
曾圆

葬圆
垣赠
圆

遭圆
越员的两条垂直切线的

交点轨迹是圆 曾圆垣赠圆越葬圆垣遭圆，”设二切点为（葬糟燥泽"，
遭泽蚤灶"）、（葬糟燥泽#，遭泽蚤灶#），过切点的切线方程分别为：
遭曾糟燥泽"垣葬赠泽蚤灶"越葬遭摇摇摇摇摇&
遭曾糟燥泽#垣葬赠泽蚤灶#越葬遭摇摇摇摇摇{ ’

二切线垂直，故
糟燥泽"糟燥泽#
葬圆
垣泽蚤灶"泽蚤灶#
遭圆
越园，即

糟燥泽（"垣#）
糟燥泽（"原#）

越葬
圆垣遭圆

葬圆原遭圆
摇摇摇摇摇摇(

由&、’解得两条切线的交点坐标并利用(化简得

曾圆垣赠圆 越
葬圆糟燥泽圆"垣#圆 垣遭

圆泽蚤灶圆"垣#圆

糟燥泽圆"原#圆

越（葬
圆垣遭圆）垣（葬圆原遭圆）糟燥泽（"垣#）
糟燥泽（"原#）

越葬圆垣遭圆

即是说韵与韵忆保持距离 葬圆垣遭! 圆不变，原题所求轨迹为曾圆垣赠圆越葬圆垣遭圆（遭约曾约葬，
遭约赠约葬），是一段圆弧。

苑
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猿援观察要选择适当的视焦
当问题的条件较繁杂时，既要有所“见”，又要有所“不见”，以便分

清主次，有层次地提炼出有用信息来。
例缘摇设函数枣（曾）满足条件
葬）定义域关于原点对称；
遭）存在常数葬跃园使枣（葬）越员

糟）枣（曾员原曾圆）越
枣（曾员）枣（曾圆）垣员
枣（曾圆）原枣（曾员）

凿）当园约曾约圆葬时枣（曾）跃园
求证：枣（曾）是周期函数
本题关键是先猜出枣（曾）的最小正周期条件较多，不妨攻其一点，将视焦集中

在信息量较大的条件 糟）上，不难看出它的形状颇似差角余切公式：糟贼早（" 原#）越
糟贼早"糟贼早#垣员
糟贼早#原糟贼早"

，再考察条件遭），它相当于糟燥泽!源越员，于是猜枣（曾）的周期 栽越源葬，实际

施证时先导出 枣（曾原葬）越员垣枣（曾）员原枣（曾），枣（曾原圆葬）越原
员
枣（曾）后，则有 枣（曾原源葬）越原

员
枣（曾原圆葬）越枣（曾），于是枣（曾原圆葬）越枣（曾）获证。

例远摇已知
曾圆

圆圆原员圆
垣 赠
圆

圆圆原猿圆
垣 扎
圆

圆圆原缘圆
垣 怎
圆

圆圆原苑圆
越员

曾圆

源圆原员圆
垣 赠
圆

源圆原猿圆
垣 扎
圆

源圆原缘圆
垣 怎
圆

源圆原苑圆
越员

曾圆

远圆原员圆
垣 赠
圆

远圆原猿圆
垣 扎
圆

远圆原缘圆
垣 怎
圆

远圆原苑圆
越员

曾圆

愿圆原员圆
垣 赠
圆

愿圆原猿圆
垣 扎
圆

愿圆原缘圆
垣 怎
圆

愿圆原苑圆
越













 员

求曾圆垣赠圆垣扎圆垣怎圆之值。
本题给人的最初印象是四元线性方程组，但解它将面临难以克服的计算困

难，若将视线集中于四个代数式的形式结构，发现它们毫无二致用 贼代圆圆，源圆，远圆，
愿圆即得同一等式：
曾圆

贼原员圆
垣 赠
圆

贼原猿圆
垣 扎
圆

贼原缘圆
垣 怎
圆

贼原苑圆
越员

变形后成为贼的一个四次方程：
曾圆（贼原猿圆）（贼原缘圆）（贼原苑圆）垣赠圆（贼原员圆）（贼原缘圆）（贼原苑圆）垣扎圆（贼原员圆）（贼原猿圆）（贼
原苑圆）垣怎圆（贼原员圆）（贼原猿圆）（贼原缘圆）越（贼原员圆（贼原猿圆）（贼原缘圆）（贼原苑圆）摇摇摇摇摇&

愿
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方程的四个解应当就是圆圆，源圆，远圆，愿圆，故&与方程
噪（贼原圆圆）（贼原源圆）（贼原远圆）（贼原愿圆）越园摇摇摇"

同解，比较&、’中贼源与贼猿项的系数即得
噪越员，
曾圆垣赠圆垣扎圆垣怎圆越（圆圆垣源圆垣远圆垣愿圆）原（员圆垣猿圆垣缘圆垣苑圆）越猿远

综上所述，“观察”在解题中起着探路引路的作用，可以帮助我们
找到解题的突破口，我们要重视“观察”，但不是说“观察”能“包打天

下”，有此难度大的题即使找到突破口也不等于问题迎刃而解，后续的

思考分析、施解施证仍然是艰巨的，此外，“观察”常与“联想”、“类比”

相结合，单用眼睛观察是不够的，要积极调用基本概念、基本技能和基

本题型等“库存”知识，才能增广视野、集中视焦、变换视角以提高观察

问题的准确性和有效性。

摇摇$"""""""""""""""数学解题过程中的观察过程

本文中的数学观察，笔者的理解是：它不仅是数学问题在视觉系统

中的感觉，还包含着对数学问题的精密细致的考察，积极合理的思索，

灵活巧妙的转换和深刻广阔的联想（视觉思维）。是一种有目的、有计

划地收集解题信息并有思维积极参加的感知过程。

当今，解题教学在数学教学中的重要地位已经得到普遍承认，长期

的解题经验和解题教学的实践表明，解题的成功与数学观察的敏锐性、
透彻性、理解性是密切相关的，对有些问题我们常说“想不到”，实际上

应该说是“看不到”因此，要在解题教学中提高学生的解题能力，首先

就要帮助学生提高数学观察的水平。

数学观察是贯穿在数学解题的始终的。江苏海安教研室王善南、

江苏海安县中学丁丽老师就解题的过程，分析了数学观察的内容和方

法：

员援解题准备阶段的数学观察
郧·波利亚在“怎样解题表”中列出要“弄清问题”、“拟定计划”两

步，这就是解题的准备阶段。一道习题，在它的题设与题断中总是通过

数据、式子或其它有关语句，直接地或隐含地提供解题信息，数学观察

的任务就是把习题的数量关系和空间形式这两方面的视觉材料有目

怨
第一部分摇猿垣载·数学观察及其在解题中的运用方法
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的、有选择地组织起来，再与我们已有的知识、解题经验加以联系比较，
不断地捕捉变更问题、简化问题的信息，拟定出解题计划来，这一阶段
数学观察的质量对解题的全过程影响极大，万万马虎不得。
（员）考察数、式的特殊性

例员摇设枣（曾）越噪曾垣远曾原源（噪)砸），当曾越圆垣!猿时，枣（曾）越园，求枣（
员

!猿原圆
）的值

分析摇对本题仔细观察，可以看出：&枣（曾）垣源为奇函数；’ 员

!猿原圆
越原（圆原

!猿）。因此最佳解题方案应是：

枣（ 员

!猿原圆
）垣源越枣［ 原（圆原!猿）］垣源

越原［枣（圆垣!猿）］垣源
越原源

亦摇枣（ 员

!猿原圆
）越愿

例 圆 摇 设 葬 跃 遭 跃 园， 对 任 意 "， # ) 砸， 证 明：

葬圆（糟燥泽"原糟燥泽#）圆垣遭圆（泽蚤灶"原泽蚤灶#）! 圆.圆葬摇摇（/）

分析摇观察（/）左、右两端，发现左边正好是椭圆
曾越葬糟燥泽$
赠越遭泽蚤灶{ $
上某两点（离心

角分别是 "、#）间的距离，而右端是该椭圆的长轴长，由此，最佳解题方案就明确
了。

（圆）观察题设、题断中的对称性
例猿摇若葬、遭、糟都是正数，求证
葬圆垣遭圆垣糟圆

摇0葬垣遭圆 !葬遭垣
遭垣糟
圆 !遭糟垣
糟垣葬
圆 !糟葬

分析摇对欲证的不等式两边进行观察，可以发现左右两边都 葬、遭、糟的轮换对

称式，且不难证明
葬圆垣遭圆

圆 0
葬垣遭
圆 !葬遭故本题的证明方案应是由

葬圆垣遭圆
圆 0
葬圆垣遭圆垣圆葬遭
源 0葬垣遭圆 !葬遭

遭圆垣糟圆
圆 0
遭垣糟
圆 !遭糟

糟圆垣葬圆

圆 0
糟垣葬
圆 !糟葬

园员
摇猿垣载·数学
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三式相加即得。

例源摇葬、遭、糟、凿是空间四条直线，如果葬%糟，遭%糟，葬%凿，遭%凿，那么
粤）葬1遭且糟1凿
月）葬1遭或糟1凿
悦）可能葬、遭、糟、凿中任两条都不平行；
阅）葬、遭、糟、凿中至多有一对直线互相平行。
分析摇观察这道立几选择题的条件，可以发现，已知条件中葬与糟、遭与凿处于

对称的位置上，因此讨论时可仅就糟、凿相交、平行、异面三种情况来推断 葬、遭的位
置关系：

糟、凿相交(葬1遭
糟1凿(葬、遭异面或平行或相交；
糟、凿异面(葬1遭
故选月。
（猿）察觉问题的直观性
例缘摇在锐角三角形粤月悦中，求证：
摇摇贼早粤·贼早月·贼早悦跃员
分析摇（如图员）观察已知条件可知&粤月悦的垂心 匀在形内，直观上有 月耘跃

月匀跃月阅；悦云跃悦匀跃悦耘；粤阅跃粤匀跃粤云，再注意到贼早粤·贼早月·贼早悦可以用线段的比来
表示：

贼早粤贼早月贼早悦越悦云粤云·
粤阅
月阅·
月耘
悦耘

越悦云悦耘·
粤阅
粤云·
月耘
月阅跃员

,
-
-
-
-
-
-
- *+++++++

图 员 图 圆

韵 曾

赠

匀

耘

粤

云

月 阅 悦

摇摇例远摇求证灶0猿（灶)晕），有

糟燥泽圆!灶垣糟燥泽
源!
灶垣⋯垣糟燥泽

圆（灶原员）!
灶 越原员

分析摇问题即欲证

员垣糟燥泽圆!灶垣糟燥泽
源!
灶垣⋯垣糟燥泽

圆（灶原员）!
灶 越园它可以直观地看成一个边长为员

员员
第一部分摇猿垣载·数学观察及其在解题中的运用方法
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的正灶边形，灶条边所对应的向量的水平分量之和，由图形的封闭性有

员垣糟燥泽圆!灶垣糟燥泽
源!
灶垣⋯垣糟燥泽

圆（灶原员）!
灶 越园

（源）窥透题设的隐蔽性
例苑摇已知函数枣（曾）对于一切实数曾都有 枣（圆垣曾）越枣（圆原曾），方程 枣（曾）越园

有四个互不相等的实数根，这四个根的和等于

粤）圆摇月）源摇悦）远摇阅）愿摇耘）员园
分析摇该题中函数枣（曾）没有具体的表达式，枣（曾）越园的根无法具体地知道，但

条件枣（圆垣曾）越枣（圆原曾）隐含了“函数枣（曾）的图象关于直线 曾越圆对称”这一性质，
窥见了这一点，就可推知：函数图象与曾轴的交点也关于直线曾越圆对称，因此四根
之和应为愿。

*+++++++++

,
-
-
-
-
-
-
-
-

*

*

*

图 猿

赠

曾曾员在

圆在

猿
原员

圆
员

韵

例愿摇求函数 枣（曾）越 （猿原曾）圆垣! 员垣 曾圆垣! 源的最
小值。

摇摇分析摇这里枣（曾）是由两个无理函数“迭加”而成的，
要去掉根号需两次平方，运算较繁，但观察 枣（曾）的表达
式，可以把枣（曾）看成是两个复数 扎员越（猿原曾）垣蚤和 扎圆越曾
垣圆蚤的模的和，因而有枣（曾）越渣扎员渣垣渣扎圆渣0渣扎员垣扎圆渣越渣猿

垣猿蚤渣越猿!圆，当且仅当曾越圆时，枣（曾）的最小值是猿!圆（见
图猿）
（缘）审视问题变更的规律性
例怨摇求员！垣圆！垣猿！垣⋯垣员怨怨圆！的个位数字。
分析摇观察灶！（灶越员，圆⋯）中个位数字的规律：

摇摇员！越员，摇摇摇个位数字为员；
圆！越圆， 个位数字为圆；
猿！越远， 个位数字为远；
源！越圆源， 个位数字为源；
缘！越员圆园， 个位数字为园；
远！越苑圆园， 个位数字为园；
⋯⋯⋯⋯

可见，当灶0缘时，灶！的个位数字都是园，因此，和数员！垣圆！垣猿！垣⋯ 垣员怨怨圆！
的个位数字应是猿。

例员园摇设枣（曾）越员原员曾，且枣员（曾）越枣（曾），枣灶垣员（曾）越枣（枣灶（曾）），灶越员，圆，猿，⋯，试

求枣员怨怨员（员怨怨员）
分析摇考察枣员（曾），枣圆（曾），枣猿（曾），⋯看看有什么规律：

圆员
摇猿垣载·数学
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枣员（曾）越员原
员
曾

枣圆（曾）越原
员
曾原员

枣猿（曾）越曾，

枣源（曾）越员原
员
曾

⋯⋯⋯⋯

得出枣猿噪垣员越员原
员
曾，枣猿噪垣圆越原

员
曾原员，枣猿噪越曾，有了这一规律，枣员怨怨员（员怨怨员）越枣猿伊远远猿垣圆

（员怨怨员）越枣圆（员怨怨员）越原
员
员怨怨员原员越原

员
员怨怨园

圆援实际解题阶段的数学观察
动手解题，即郧·波利亚所讲的“实行你的计划”，这一阶段的数

学观察往往容易被同学疏忽，要知道，数学观察本身是有方向性的，
“横看成岭侧成峰，远近高低各不同。”解题的新点子总是伴随着数学
观察的新路子冒出来的，解题者受观察角度、类比的方法、联想的内容
等的影响或局限，粗拟出来的解题方案有时是片面的，真正执行起来困
难很大，甚至根本行不通，这就需要变换方向重新观察；解题方案实施
过程中要进行思维监控，局部修改解题计划，使之更简洁，临时调整解
题步骤，使之更合理；解题中遇到岐路要选择合理的解题方向；订正解
题过程中变换、计算的错误，保证结果无误⋯⋯，这些都少不了数学观
察，现举例说明：
（员）返回型数学观察
例员员摇若葬垣遭垣糟，遭垣糟原葬，糟垣葬原遭，葬垣遭原糟组成等比数列，公比为择援证明：

择猿垣择圆垣择越员

分析摇欲证明择猿垣择圆垣择越员，需将择表示出来，从已知条件可得择越遭垣糟原葬葬垣遭垣糟越

糟垣葬原遭
遭垣糟原葬越

葬垣遭原糟
糟垣葬原遭，将此三种表示式之一代入择

猿垣择圆垣择中验证中验证，似乎是一

个方案。

实际上执行这一方案时发现计算量很大，并不有效。退回来重新观察：考虑

到既要充分利用题目条件中所提供的信息，又利用等比数列本身的性质，可得 择越
遭垣糟原葬
葬垣遭垣糟，择

圆越糟垣葬原遭葬垣遭垣糟，择
猿越葬垣遭原糟葬垣遭垣糟，这样再代入择

猿垣择圆垣择中验证就容易多了。

（圆）监控型数学观察

猿员
第一部分摇猿垣载·数学观察及其在解题中的运用方法
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例员圆摇复数扎越曾垣赠蚤，曾、赠)砸，集合粤越｛（曾，赠）员渣扎垣员圆渣越渣扎原
猿
圆蚤渣｝，集合月

越｛（曾，赠）渣员员渣扎渣原员渣越员原渣扎渣｝，粤与月的边是有两个交点酝员，酝圆，韵为坐标原点，
韵酝员，韵酝员的倾斜角分别为 $员，$圆，求糟燥泽（$员垣$圆）。
分析摇将题设条件化简，粤越｛（曾，赠）渣曾垣猿赠原圆越园｝月越｛（曾，赠）渣曾圆垣赠圆.员｝，

设粤与月的边是有两个交点酝员（曾员，赠圆），酝圆（曾圆，赠圆），则（曾员，赠员）、（曾圆，赠圆）由方程组
（曾员垣赠圆越员摇摇 $
（曾垣猿赠原圆越园摇{ "

确定，这里有两条解题思路可供选择：

,
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

*+++++++++++

图 源

圆
圆 员

员

赠

酝

曾

酝

%
%

摇摇葬）解出方程组的解来：
遭）设而不求，先找出 曾员，曾圆，赠员，赠圆满足的条件。

注意到&式是单位圆，又
糟燥泽（ $员垣$圆）越糟燥泽$员糟燥泽$圆原泽蚤灶$员泽蚤灶$圆越曾员曾圆原

赠员赠圆
从&、’式中消去赠得：

员园曾圆原源曾原缘越园(曾员曾圆越原
员
圆；

而从&、’式中消去曾得：

员园赠圆原员圆赠原猿越园(赠员赠圆越
猿
员园；

因而可得

糟燥泽（$员垣$圆）越曾员曾圆原赠员赠圆越原
员
圆原
猿
员园越原
源
缘。

故选择“设而不求”的方向是比较合理的。

（猿）复查型数学观察
例员猿摇已知曾垣赠越怎垣增，曾圆垣赠圆越怎圆垣增圆，求证：曾缘垣赠缘越怎缘增缘

分析摇已知条件表明 泽越员，泽越圆时结论成立，容易联想到用数学归纳法来证
此题。事实上，由曾垣赠越怎垣增，曾圆垣赠圆越怎圆垣增圆(曾赠越怎增，假设泽.噪时有曾噪垣赠噪越怎噪

垣增噪，则泽越噪垣员时曾噪垣员垣赠噪垣员越（曾垣赠）（曾噪垣赠噪）原曾赠（曾噪原员垣赠噪原员）
越（怎垣增）（怎噪垣增噪）原怎增（怎噪原员垣增噪原员）
越怎噪原员垣增噪垣员⋯⋯
这样一来，似乎用数学归纳法获得了证题的成功。

细心观察一下，可以发现这一解法并不正确。因为这道题中的 泽并没有指明
是自然数。

实际上，由曾垣赠越怎垣增，曾圆垣赠圆越怎圆垣增圆(曾赠越怎增可知曾，赠是二次方程 扎圆原（怎

垣增）扎垣怎增越园的根，而此方程的两根就是怎，增，所以必有：
曾越怎{赠越增或 曾越增{赠越怎

源员
摇猿垣载·数学
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