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!数学辅导与训练"一书依据上海市数学学科课程标准编写而

成 #全书分学习要求$解题指导$疑难分析$基本训练$自我评估$
本章测试等部分组成 #本书通过提示各个知识要点$指导各类题

的解法$让学生牢固掌握数学基础知识$提高学生分析和解决问题

的能力%
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’编写说明

本书以学科课程标准为依据$内容紧密配合课本$旨在帮助学生克服学习上的困
难$增长阅读能力和自学能力$提高学科素质$及时消化所学的知识内容(包括基本概
念)基本理论)基本要求$以及有关的重点)难点*$并为学有余力的学生提供一些深)宽
度略高于课程标准的学习资料%
由上海中小学课程教材改革委员会组织编写的)供国家发达地区使用的中)小学

数学教材$经过多年试用$越来越被广大教师)家长和社会认同与接受%由于这套教材
的成功$数学编写组曾于 +,,-年获得了.苏步青教育奖/$在社会上取得了良好的信
誉%为更好地体现这套教材的精神$本辅导与练习每章按节在结构上由学习要求)知识
要点)解题指导)疑难分析及基本训练等部分组成%

0学习要求1根据数学学科课程标准$简明扼要)恰如其分地分条列出教学要求%
0解题指导1精选例题$力求使每个例题都有其显明的目的性%每个例题视其难

易$设有分析)解(包括多种典型解法*)解后适当而恰如其分地提出.注意/).说明/)
.思考/).研究/等项目%这里.注意/是指解题的注意事项$指出其容易出错或疏忽的地
方2.说明/是指通过本例阐明解题的一般规律$告诉学生解题的基本方法2.思考/是指
当本例题的条件和结论作适当改变时$命题将起何变化$也在解题方法上提出思考性
问题2.研究/是更高层次上的.思考/$使学生对某些数学规律能自我发现%

0疑难分析1将解题中的疑难所在作简明扼要的概括分析%
0基本训练1通过解题指导和疑难分析之后$让学生进行必要的)基本的解题训

练$以使有关的数学知识和数学思想方法及时得到落实%
本书各章还进行简明扼要的小结$每章最后又有本章测试$可以进一步帮助学生

巩固所学知识$加深理解$熟练技能$全面掌握本章的数学基本概念)基础知识)数学思
想方法及其应用%
本书由上海中学)市西中学)控江中学等三所市重点中学的教师编写$作者们对书

稿的体例和选材反复斟酌$力求充分体现以培养创新能力为核心的素质教育精神%全
书渗透了三校丰富的数学教学经验$一定程度上揭示了市重点中学数学教学的真谛%
编写过程中始终得到三校领导的大力支持$在此我们表示深深的谢意%本书由黄汉禹)
杨安澜主编$邹一心)周玉刚主审%本书第八)第九章由杨安澜)金建军)翁正德编写$第
十章由陶敬东编写$第十一章由郁汝!编写$第十二章由郁汝!)卢起升编写$第十三
章由张颂方编写$参加本书编写的还有张志新$金辉$潘克飞等同志%此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



本丛书已在教学实践中使用了两至三轮3广大师生在教学过程中$一方面对本书
的内容)编制的体例和格局深深厚爱2另一方面又热情地给我们指出了其中的一些不
足之处3为使本书修改得更好$本版由市西中学杨安澜)张颂方)陶敬东进行了全面修
订$黄汉禹审阅了修订稿3限于我们的水平$书中难免仍有不足之处$恳请广大师生)家
长多提宝贵意见3

上海科学技术出版社

上 海 教 育 出 版 社

455+年 6月
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’第八章

空间直线)平面

一)平 面 的 性 质

C%? 平 面

0学习要求1

+%理解平面的概念%掌握用集合符号表示点与平面的位置关系及直线与平面的位置关系%

4%理解平面的基本性质$初步学会绘制简单的空间图形和进行简单的论证%

0知识要点1

+%平面

数学中所说的平面是一个只描述而不给定义的原始概念%它无所谓大小)厚薄和宽窄$
它在空间是无限伸展的%这些与直线的概念相类似%画平面时$通常画一个平行四边形来表

示平面的表示法D如平面 E$平面 F$平面 GH(图 8%+*%

图 C%?

4%空间点)直线)平面位置关系的表示

通常把空间的点看作元素$那么直线是点的集合2平面也是点的集合$故点与直线$点与

平面之间位置关系是元素与集合间的关系$而直线与平面之间是集合间的关系%这样$点 I
在平面 E内$表示为IJ平面E2直线GK在平面 F内$表示为GKLF%直线M与平面GH相

交于点 I$表示为 MN平面 GHOI(图 8%+*%

:%平面的基本性质

公理? 如果一条直线的两个点在一个平面内$那么这条直线上所有的点都在这个平

面内%
表示为D若 GJF$且 KJF$又 G)K不重合$则 GKLF%
其作用是$判断点在平面内2直线在平面内%
公理@ 如果两个平面有一个公共点$那么它们有且只有一条通过这个点的公共直线%

>?>



表示为$若 GJF$且 GJP$又 F$P不重合$则 MLF%且 MLP$GJM%
其作用是确定两个平面的交线2确定直线和平面的交点位置2证明点在一直线上或三点

共线%
公理B 经过不在同一直线上的三点$有且只有一个平面%
表示为D若 G$K$H为不同点$且 G)K)H不同JM$则 G)K)H确定一个平面%
以下推论 +$4$:的集合符合表示$由读者自己表述%
推论? 经过一条直线和这条直线外的一点$有且只有一个平面%
推论@ 过两条相交直线$有且只有一个平面%
推论B 过两条平行直线$有且只有一个平面%
这条公理及其推论的作用是$根据确定平面的条件作辅助平面$使空间的点)线转化到

同一平面内$从而进行几何计算或几何论证%
0解题指导1
例? 用集合的符号表示直线 M+和 M4相交于平面 F内一点 I$并画出图形%
解 M+NM4OI$且 IJF%
这样的位置关系可能有三种情况D两条直线同在一个平面内2有一条直线在一个平面

内$另一条不在此平面内2两条直线都不在此平面内$如图 8%4所示%

图 C%@

说明 直线与平面的位置关系$可分为直线在平面内或不在平面内两类%直线不在平面内$有两种可

能DMNFOI或 MNFOQ%

例@ 如图 8%:所示$正方体 GKHRSG+K+H+R+$T$U分别是 KK+$K+H+的中点%问D直
线 TU和 KH是否相交2如果相交$交点为 I$那么点 I在哪几个平面内%

图 C%B 图 C%V

解 W TU和 KH都在平面 KH+内$又 T$U分别是 K+H+$KK+的中点$故 TUXKH+$
Y TU与 KH相交$设 TUNKHOI(图 8%-*%

>@>



W IJKH$而 KHL平面 KH+$Y IJ平面 KH+2
又 W KHL平面 GH$Y IJ平面 GH%
说明 因为一条直线在一个平面内$所以这条直线上的所有的点在这个平面内$这是证明点在一个平

面的重要方法之一%

0疑难分析1
由于平面是可以无限伸展的$所以 KHL平面 GH$IJKH$则 IJ平面 GH$不要误认为

点 I不在平面 GH内(图 8%-*%
例B 如图 8%6$若平面 FN平面 POZ$平面 [N平面 FO\$平面 PN平面 [O]$又 ZN\

OI%
求证D直线 ]必过点 I%

图 C%̂ 图 C%_

证明 W FNPOZ$[NFO\$又 ZN\OI$
Y IJP又 IJ[%

而 PN[O]$Y IJ直线 ]$即直线 ]必过点 I%
说明 直线 ]必过点 I$也就是三直线 Z$\$]相交于一点%这是在空间证明三线共点的重要方法之一%

0疑难分析1
怎样画三个平面有且只有一个公共点的立体示意图呢‘
如图 8%;所示$可以先画 FNPOGK$在 GK上取一点 I$过点 I在平面 F内作交线

HR$在平面 P内作直线 Ia$然后由 HR和 Ia可画出平面 [%
0基础练习?1
?%探究
用铁丝按以下要求折出实际图形$并画出空间图形%
三条直线两两相交$最多能确定几个平面$最少又能确定几个平面‘如果四条直线两两相
交$最多)最少能确定几个平面‘如果 A条直线两两相交又有怎样的结论‘

@%用集合符号表示下列语句$并画出图形%
(+*直线 M经过平面 F外一点 E和平面 F内一点 b2
(4*平面 F和平面 P相交于点 I$直线 Z在平面 F内$但点 I不在直线 Z上%

B%选择题c

(+*命题D.直线 Z上的两点 G)K在平面 F内/不等价的命题是( *

>B>

c 本书中的选择题$每小题都给出了代号为 <)=)d)e的四个结论$其中只有一个结论是正确的$把你认为正确的结
论的代号写在题后的括号内$下同%

Absent Image
File: N



(<*直线 Z在平面 F内% (=*平面 F通过直线 Z%
(d*直线 Z上只有两个点在平面 F内% (e*直线 Z上的所有的点都在平面 F内%

(4*下列四个命题中$真命题为( *

(第 V题*

(<*两个平面 F$P有一个公共点$就说平面 F$P相交于
过点 I的任意一条直线%

(=*两个平面 F$P有且只有一条公共直线Z$就说平面 F$
P相交$记作 FNPOZ%

(d*两个平面 F$P有一个公共点I$就说平面 F$P相交于

I点$记作 FNPOI%
(e*平面 GKH与平面 RKH相交于线段 KH%

V%在正方体 GKHRSG+K+H+R中$T是 KK+的中点$试证明D
(+*直线 H+T和 KH的交点 I必在平面 GKHR内2
(4*若 U是 GK的中点$则三点 R)U)I在一直线上%
%̂(+*若 GKN平面 FOE$KHN平面 FOb$试画出直线 GH与平面 F的交点%

(+* (4*

(第 题̂*

(4*若平面 GHNFOEb%试画出 GH与平面 F的交点%

图 C%f

例 V 试证D如果两条平行线中的一条与一个平面相
交$那么另一条也必与这个平面相交%
已知DM+XM4$M+NFOG(图 8%9*%
求证DM4与平面 F相交%
证明 W M+XM4$Y 过 M+$M4可以确定一个平面$不

妨设为 P%
W GJM+$Y GJP%

又 W GJF$Y 平面 F$P必相交于过点 G的一直线 M:%
即 M+$M4$M:都在平面 P内%
W M+XM4$M+NM:OG$
Y M4与 M:必相交$交点为 K%

>V>此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



则 KJM:$KJF$Y M4NFOK%
说明 本题欲证 M4与平面 F相交$转化为在同一平面内直线与直线相交的问题$这种转化的思想是研

究空间图形位置关系的常用方法%

图 C%C

例^ 已知直线 M上有三点 G)K)H$过这三点分别作互
相平行的直线 Z$\$](图 8%8*%
求证 M$Z$\$]四条直线共面
证法? W MNZOG$Y 过直线 M和 Z可以确立一

个平面$设为 F%
W MN\OK$Y KJF%
在平面 F内过点 K作直线 \g$使 \gXZ%
根据过直线外一点有且只有一条直线与该直线平行的性质$则直线 \g和 \必是重合的$

即 \LF%
同理可证 ]LF%
Y M$Z$\$]四条直线共面%
证法 @ W ZX\$Y 过直线 Z$\可以确定一个平面 F$则 ZLF$\LF$而 GJZ$K

J\$Y GJF$KJF%Y MLF%
W ZX]$故由 Z$]可确定一个平面 P%且有 MLP%
Y 平面 F和 P都经过相交直线 M和 Z%
故平面 F和 P重合%即直线 M$Z$\$]共面%

0疑难分析1
怎样证明若干直线共面‘
证明若干直线共面的方法有两种D其一$先证两条直线可以确定一个平面$再证其他直

线均在这个平面内2其二$把若干直线$按两两分为几组$由各组确定一个平面$再证明这若
干个平面重合%

0基础练习@1

(第 ?题*

?%探究

在正方体 GKHRSG+K+H+R+中$试画出 GH+和平面

G+KHR+的交点 h%想一想D点 h是否是正方体的对角

线 GH+和 KR+的交点$为什么‘

@%空间有五个点$如果其中任意四点都不共面$那么经

过其中三个点的平面最多有 个%

B%一条直线和这条直线外的不在同一直线上的三点最多

可以确定 个平面%

V%五条两两相交的直线$如果其中任意三条直线都不共

点$那么经过其中两条直线的平面$至少有

个%

%̂选择题D
空间中有共面而不共线的四个点 G)K)H)R$那么( *

>^>



(<*四点中必有三点共线%

(=*四点中必有三点不共线%

(d*GK)KH)HR和 RG四条直线中有两条互相平行%

(e*GK)KH)HR和 RG四条直线中必有两条重合%

_%证明D空间不共点且两两相交的四条直线在同一平面内%

图 C%i

例_ 如图8%,所示$空间四边形GKHR各边上的点分别是E)

b)I)a%

(+*求证D当 E)b)I)a分别是各边的中点时$则 E)b)I)a
共面2

(4*求证D当 EbXjIa$且 Eb)Ia共面时$则直线 Eb$KR$

Ia共点%
证明 (+*W E)b分别是 GK)GR的中点$Y EbXKR%
同理 IaXKR Y EbXIa
Y 由 Eb)Ia可确定一个平面%
故点 E)b)I)a共面%

(4*W Eb)Ia共面且 EbXjIa$Y Eb和 Ia相交$设交点为 k%

Y kJ平面 GKR$又 kJ平面 KHR%
故 kJKRO平面 GKRN平面 KHR%即直线 Eb)KR)Ia三线共点%

0疑难分析1
怎样证明三线共点‘
证明三线共点的方法是$先证明两条直线相交$再证明第三条直线必经过这个交点%而

证明第三条直线必过这个交点$往往运用平面性质 4%

图 C%?l

例f 已知D正方体 GKHRSG+K+H+R+$T$U分别
为 GK$KH的中点(图 8%+5*$试论述过点 T$U$R+的
截面的形状$并把它画出来%
分析 W 平面 R+TUN平面 GHOTU%在平面 GKHR内

延长 TU$分别交 RG$RH直线于 mn$在平面 GR+内$连结

mR+$同样连结 R+n%

R+m交 GG+于 I$R+n交 HH+于 a%
分别连结 R+I$IT$Ua$aR+$则过点 T$U$R+的截面形状

是五边形 R+ITUa%
作法 略%

0疑难分析1
怎样画出这一类过三点的截面呢‘
解这一类问题的关键是逐一画出截面与被截面的交线$也就是说$本题关键是如何分别

求得截面与平面 GR+)与平面 RH+)平面 G+K)平面 KH+的交线%利用平面性质 4$把它又转
化为求两个平面的公共点%
注意 本题不要误认为所得的截面就是oTUR+%

>_>



基 本 训 练 C%?

一)选择题

?%已知点 I不在直线 M上$M在平面 F内$则 I)M)F之间的关系是( *
(<*IpM且 MJF% (=*IqM且 MLF%
(d*IpM且 MLF% (e*IpM且 MqF%

@%下面四个条件中$能确定一个平面的是( *
(<*空间任意三点% (=*空间两条直线%
(d*两条平行直线% (e*一条直线和一个点%

B%若三条直线两两相交$则最多可确定平面的个数是( *
(<*三个平面% (=*四个平面% (d*五个平面% (e*六个平面%

V%一条直线和一个平面最多的公共点数是( *

(第 ?题*

(<*一个% (=*两个% (d*三个% (e*无数个%
二)填空题

?%在空间四边形 GKHR中连结对角线 GH)KR$组成四面体

GKHR(如图*$已知 E)b)I分别在棱 GR)KR)HR上$r在平
面 GKH内$试分别画出D
(+*过点 E)b)I的平面截四面体 GKHR的截面2
(4*过点 R)G)r的平面截四面体 GKHR的截面2
(:*画出平面 EIb与平面 RGr的交线2
(-*画出直线 rR和平面 EIb的交点%

@%已知正方体 GKHRSG+K+H+R+$试过下列三点作出它的截面D

(+*过 G)H及 RR+延长线上一点 s$且 R+sO +4RR+2

(4*过点 G及 RR+延长线上一点 s$R+sO +:RR+$
且过 RH延长线上的一点 t$Ht

O +:RH%

(+* (4*

(第 @题*

>f>
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B%四条直线相交于一点$那么它最多可确定平面的个数是 %
V%两个平面重合的条件是它们有 个公共点%

%̂设 T)U是空间四边形 GKHR的边 GR)KH的中点$那么 TU +
4(GKuHR*%(

填

.v/).w/).O/*
_%若 G)K)H三点都是两个不重合的平面的公共点$则 G)K)H三点必定 $依据是

%
三)(+*有两边和它们的夹角对应相等的两个三角形全等2(4*两组对边分别相等的
四边形是平行四边形2(:*一组对边平行且相等的四边形是平行四边形2(-*四
边相等的四边形是菱形2

(第七题*

试问上述四个平面几何中的定理在立体几何中是否仍

成立‘对于不成立的请举出反例%
四)求证D与同一条直线都相交的三条平行直线可确定一
个平面%

五)两个平面把空间分成几个部分‘画图表示各种情况%
六)三个平面把空间分成几个部分‘画图表示各种情况%
七)三条不共面的直线 hG)hK)hH分别与两个平面 F和

P交于 G)K)H和 Gg)Kg)Hg$GK与 GgKg$KH与

KgHg$GH与 GgHg分别相交于 I)a)x%
求证DI)a)x三点共线%

二)空间的两条直线

C%@ 直线与直线的平行

0学习要求1
+%理解平行线的概念及公理 -%
4%掌握等角定理及其推论%
:%会过一点作一直线的平行线$并利用平行的传递性证明两直线平行%

0知识要点1
+%平行线的有关概念

(+*两条直线平行的定义D在同一平面内$两条不相交的直线叫平行线%
(4*平行线的基本性质D
y 过直线外一点$有且只有一条直线与其平行%
z 公理V 平行于同一条直线的两条直线互相平行%即若 M+XM4$又 M4XM:$则 M+XM:%
此公理既是论证等角定理的依据$又是判定两条直线平行的依据%
4%等角定理及其推论
等角定理 如果一个角的两边和另一个角的两边分别平行且方向相同或相反$那么这

两个角相等%
推论 如果两条相交直线和另两条相交直线分别平行$那么由这两组直线所成的锐角

>C>



(或直角*相等%
推论揭示了在空间两条相交直线所成的锐角(或直角*经平行变换后角的大小的不变

性%这是研究和计算空间两条直线所成角的一种重要方法>>平移法%这一推论是平移法的
理论依据%
0解题指导1

图 CS??

例? 如图 8S++所示$长方体 GKHRSG+K+H+R+中$I
是 GG+上的一点$a是 GK上一点%试分别过点 I)点 a画
侧面 KHH+K+的对角线 KH+的平行线$并说明理由%
解 (+*连结 GR+在平面 GR+内$作 IkXGR+$则

Ik就是平行于 KH+的直线%
理由DW 在长方体 GKHRSG+K+H+R+中$

GKXOR+H+$
Y 四边形 GKH+R+是平行四边形%
Y GR+XKH+%

根据作法$IkXGR+$Y IkXKH+%
(4*W a是 KH+外一点$Y 过 a)KH+可以确定一个平面$而这个平面就是由直线

GK和 R+H+所确定的平面 GKH+R+%
在平面 GKH+R+中$过点 a作 asXKH+$则 as就是所作的直线%

0疑难分析1

图 CS?@

在空间如何过直线外一点$作该直线的平行线‘
如图 8S+4所示$点 Gp直线 M$可先过点 G和直线 M

作平面 F$然后在平面 F内$过点 G作直线 ZXM%由此将
空间问题转化为平面问题来解决%
这个平面 F称为作图中的辅助平面$有时可以不直接画出来$但实际上必须先有辅助

面$再作平行线%

图 CS?B

例 @ 在正方体 GKHRSG+K+H+R+中(图 8S+:*$已知 T$
U分别是正方形 KK+H+H和正方形 RR+H+H的中心$s$t 分
别是 HK和 HR的三等分点$求证DstXTU%
证法? 分别连结 K+H$R+H和 RK%
W T$U分别是正方形 KK+H+H和正方形 RR+K+H的中

心$Y TUXR+K+%

又 W HtO +:HR$HsO
+
:HK$Y stXRK%

又 W 四边形 RR+K+K是平行四边形$Y RKXR+K+%
Y TUXst%
证法@ 分别取 KH$HR的中点 b)E(图 8S+-*%

连结 Tb)UE$则 bTXO
+
4KK+$EU

XO
+
4RR+$
而 KK+XORR+%

Y bTXOEU%Y 四边形 EUTb是平行四边形$Y EbXUT%
W tsXEb$Y tsXUT%

>i>



说明 证明空间两条直线平行的问题$可以用公理 -$用平移法$转化为在同一个平面内的两条直线平

行的问题%这是研究空间线线位置关系常用的思维方法%

图 CS?V 图 CS?̂

例B 如图 8S+6所示$在空间四边形 GKHR中$T$U$s$t 分别是 GK)KH)HR)RG的
中点$

(+*求证D四边形 TUst 是平行四边形%
(4*回答 当空间四边形 GKHR在上述条件下$又具有什么条件时$Ut{Ts%
(+*证明 W T$t 分别是 GK$GR的中点$

Y Tt XO
+
4KR%

同理$UsXO
+
4KR$Y Tt XOUs%

所以四边形 TUst 是平行四边形%

(4*解 欲使 Ut{Ts$四边形 TUst 应是菱形$也就是 TtOTU$而 TtO +4KR$

TUO +4GH$

故空间四边形 GKHR中$GHOKR%
说明 这是一个空间图形与平面图形位置关系的相互转化的问题$请读者再探求一下$当空间四边形

GKHR具有什么特性时$四边形 TUst是矩形2正方形%

0基础练习1
?%探究
在正方体 GKHRSG+K+H+R+中$若点 E在 KH+上$试过点 E作 KR+的平行线 M$并确定 M
与平面 G+H+的交点 b%若点 E在 KK+上同样作 KR+的平行线$怎样确定点 b的位置%
由此想一想$若 E点在平面 KH+上的任意一点$如何按上述要求画出平行线$并确定点

b%由此可否得出过直线外一点$画该直线的平行线的规律%
@%在空间四边形 GKHR中$T)U)s)t 是 GK)HK)HR)RG的中点$若 GHOKR$则四边形

TUst 是 %
B%如果 T)U)s)t 顺次是空间四边形 GKHR四条边的中点$且 TsO:$UtO-$那么

GH4uKR4O %
V%已知D平面 FN平面 POZ$平面 PN平面 [O\$平面 FN平面 [O]$且 \X]%
试证DZX\X]%
%̂在正方体 GKHRSG+K+H+R+中$T)U分别是 GK)KH的中点%

>l?>此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


