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前!!言

微积分至今已有*,,多年的历史!经过数学巨匠们的精雕细琢!千锤百炼!它已经成为一棵枝
繁叶茂的参天大树!随着时代的进步和科学技术的更新!现代数学的内容在不断发展!现代数学的
思想也在不断地渗透到经典微积分的研究中!数学分析作为数学学科各专业最重要的基础课!传统
的教学内容有些已经显得陈旧和繁杂!教材与教学内容的改革势在必行!
纵观+,多年来国内外已出版的各种数学分析教材!一方面!它们各具特色$有的教材强化了极

限的概念!在更一般的有向集合和有向函数的极限的基础上展开微积分学!并且加深了积分理论!
引入了约当测度!具有突出的现代化特色’有的教材着重于加强数学分析同现代应用数学的其他分
支学科的联系!从微积分中发掘一些分支学科的生长点!使经典的微积分理论生动活泼!具有时代
气息’有的教材随着微积分学的逐步展开!不失时机地介绍了数学史知识!提炼了数学思想方法!使
读者了解了微积分产生的时代背景与历史意义!另一方面!它们在内容的选取上又是大致相同的!
这既反映了作为基础课的数学分析的成熟性与稳定性!也表现出了"数学分析#改革的艰巨性!但
是!从改革的总趋势看!一是现代化思想与方法的渗透只会加强不会减弱!二是教学课时数只会减
少不会增加!所以内容的取舍与处理将是争论的焦点!也是教材形成特色的关键!
本书是根据东北师范大学数学与统计学院关于教学内容和课程体系改革的方案进行编写的!

并在我院原有教材%刘玉琏等编的(数学分析讲义)&的基础上!取众多优秀教材之长!对有关内容进
行了精简*更新与调整!
在一元微积分部分!将函数和极限合并为一章!在映射基础上淡化了函数内容!因为中学数学

对此已有详尽的讨论!介绍了集合的基数!为可积性理论的重新处理作准备!极限部分以确界原理
为公理!补充了数列与函数的上极限与下极限!因为它们在许多后继课中有广泛应用!
将不定积分与定积分合并为一章!对其内容进行了压缩与调整!先讲定积分!后讲为定积分计

算服务的不定积分!这也符合历史上微积分的发现过程!淡化了不定积分的计算!介绍了勒贝格零
测集的概念%不涉及测度论&!以及利用数学分析技巧给出了"有界函数可积的充要条件是其不连续
点集是零测集#的勒贝格定理!这样在整体上大大简化了可积性理论的讨论!删减了许多繁杂冗长
的证明!
关于多元微积分部分!在微分学中补充了多元向量值函数微分学!并在数学分析中逐步使用矩

阵和二次型等代数工具’在积分学中将二重积分与三重积分的概念*物理背景以及性质等方面合并
处理!避免相关内容的重复!在多元函数积分学基础上!在最后一章于%%*空间中引入了多元微分的

外积与外微分运算%不涉及微分流形&!用微分形式的积分统一描述了格林公式*奥高公式*斯托克
斯公式和牛顿"莱布尼茨公式!介绍了微积分学中这一最简洁和最深刻的结果!
级数和广义积分与含参变量这两章一起放到了后面!因为这两部分关系密切!其中许多结论都

是平行的!
本书具有以下几个特点$

!
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&’力求内容通俗易懂!易教易学
这是我院原教材深受读者喜爱!长久不衰的最大优点!本书努力发扬这一优点!
!’坚持简明的风格
本书在内容的选取和安排以及定理的证明等方面都时时注意这一点!在许多重要定理的证明

中尽可能选择简洁优美的证法!例如!利用均值不等式证明重要极限-./
##0

!1!! "#
#

2%!利用函数的

上*下极限证明洛必达法则!弱条件下的微积分基本公式的证明等!都比一般的证明简洁许多!这使
读者在获得微积分的基本观念的同时!能够欣赏数学的美学价值!
(’注重微积分的实际应用
本书在微分学和积分学等许多部分都选取了现代科技和社会经济领域的许多实例!强化了微

积分实际应用的内容’突出了微元法的数学思想!简要介绍了数学建模!希望读者在鉴赏微积分解
决问题的威力的同时!提高学习微积分的兴趣和利用微积分解决问题的能力!
#’注意学习者的心理特点和认知规律
微积分初学者开始接触极限的精确概念和严格的极限理论时!都颇感困惑并有畏难情绪!本书

在许多内容的处理上采取了由易到难!分散难点!难点后移的做法!在极限部分还是坚持先讲数列
极限!再讲函数极限!而不是一并处理!这样由形式单一的"!+$#语言过渡到形式多样的"!+"#和
"!+%#语言!使读者由简单到复杂!逐步树立起极限的观念3实数连续性部分历来是学习的难点!
本书在这部分以确界原理为公理!推导出单调有界定理与柯西收敛准则!将有限覆盖定理移到积分
学的勒贝格定理前讲授3至于系统的实数连续性理论以及几个定理等价性的讨论则放到上册最后
一章"实数理论#中去3这样处理!既保证了一元微积分学理论上的需要和完备!又降低了学习的
难度3
本书精选了例题和习题!在课后的习题中!$号后的习题较难些!读者可以在教师指导下选作

一部分3本书%上册和下册&全部内容大约需要讲授%包括习题课&#4,学时3
本书在编写过程中得到了东北师范大学数学与统计学院负责同志的热情鼓励和大力支持!王

克教授和张凯军教授提出了许多宝贵的意见!郭民同志为本书的编写做了许多工作!编者在此谨向
他们表示衷心的感谢, 编者还要感谢东北师范大学教务处领导与出版社领导对教材建设的关心和
支持!特别感谢高夯教授对本书编写工作给予的积极帮助3
本书努力进行有益的改革!并且%本书初稿&已在东北师范大学数学与统计学院本科生中试用

了四轮3编者听取了广大师生的意见!进行了多次修改!但限于编者的水平!谬误仍在所难免!敬请
广大读者和老师们不吝批评指正3

作!者

#,,+年5月
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数学分析的核心内容是微积分学!!"世纪!研究运动成为自然科学的中心问题!微积分的出现
最初是为了解决几何学和力学中的问题!!"世纪末!英国数学家牛顿和德国数学家莱布尼茨各自
独立地创立了微积分学!他们分别从力学和几何学的角度建立了微积分学的基本定理和运算法则!
使微积分普遍应用于自然科学的各个领域!成为一门独立的学科!成为数学中的"分析学#的源头!
以及高等数学乃至近代数学的基础!
在高等教育中!微积分学是理工科各专业的必修课程!数学分析是数学专业最重要的一门基础

课!它们不仅是本科阶段乃至研究生阶段后继课程的基础!而且对于提高学生数学修养!培养学生
理性思维习惯!都将起到很大的作用!
赵洁副教授长期从事数学分析课程的教学工作!积累了丰富的教学经验!根据东北师范大学数

学与统计学院课程体系与改革方案!他承担了数学分析课程的改革研究与实践的任务!编写了数学
分析教材!经过四个年级的试用!多次听取同行与学生的意见!反复修改后才正式出版!
本书具有以下特点$

!!关注并适应现代数学分析发展的潮流!与我院原来使用的教材相比较!适当地增加了一些新
的内容!如向量函数微分学与外微分形式等!
#!在保持数学分析基本内容和基本理论的完整性和系统性的同时!在结构和方法上进行了许
多新的处理!例如!应用分析技巧!给出了勒贝格%$%&%’()%&定理及其证明!讨论可积性理论时!大
大地简化了许多繁杂冗长的论证!
*!注重介绍微积分的实际应用!选取了现代科技和社会经济领域中的众多实例!努力体现微积
分与外部世界的联系!以此显示微积分的巨大生命力和应用价值!
+!教材编写力求符合认知规律!分散难点!难点后移’语言通俗易懂!易教易学!
相信本书对数学分析的教学乃至数学人才的培养都会起到积极的作用!值此(数学分析)出版

之际!特向该书作者表示祝贺!

高!夯

!""#年$月于长春

!
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预 备 知 识

为课程的学习作准备!这里先介绍一些在数学中广泛采用的术语和符号及其有关的法则!然后
介绍几个重要的不等式!

!!常 用 符 号

!!一#集合符号

&!集合及其表示
集合通常用大写的拉丁字母%$&$’等表示$集合的元素用小写的拉丁字母($)$*等表示!
符号%%&表示%属于&’符号%&&表示%不属于&’符号%+!,"&表示%元素,具有性质+&!
例如$设%是集合$,是元素$则
,%%(((元素,属于%’

,&%(((元素,不属于%’
),’,%%$+!,"*(((集合%中具有性质+的元素,的全体!
!!集合的关系与运算
符号%(&表示%包含&’符号%2&表示%相等&’符号%)&表示%空集&’符号%*&表示%并&’符号

%+&表示%交&’符号%6&表示%差&!
例如$设%与& 是两个集合$则
%(&(((%的任意元素,都是& 的元素$即%是& 的子集$或%被& 包含’

%2&(((%与& 相等$即%(&同时&(%’

%(&$且%,&(((%是& 的真子集’

%*&(((%与& 的并集$即%*&2),’,%%或,%&*’

%+&(((%与& 的交集$即%+&2),’,%%且,%&*’

%6&(((%与& 的差集$即%6&2),’,%%且,&&*!
设-是全集$%(-$%’(((%的补集$即%’2-6%!
设%!$%#$+$%#$+是一列集合$则

*
0

#.!
%# . ),/存在某个正整数0$有,%%0*

+
0

#.!
%# . ),/对任意正整数0$有,%%0*

!!二#数集符号

本书所说的数都是实数!全体实数$即实数集$表为%%$本书所说的数集都是实数集%%的子集$

!
""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""



实数集%%有些常用的子集,
正整数集表为))$整数集表为**$有理数集表为++$有

))(**(++(%%

!!&’区!间
设($)%%%$且(-)!
开区间 !($)"2),’(-,-)*$
闭区间 -($).2),’(.,.)*$
半开区间 !($).2),’(-,.)*$
半开区间 -($)"2),’(.,-)*$

以上四个区间都称为有限区间!
开区间 !($10"2),’,/(*$
闭区间 -($10"2),’,0(*$
开区间 !60$("2),’,-(*$
闭区间 !60$(.2),’,.(*$

以上四个区间都称为无限区间$其中10读作%正无穷大&$60读作%负无穷大&$它们仅仅是一种
记号$不是实数!
!’邻!域
设(%%%$任意"/,!
点(的"邻域1!($""2),’’,6(’-"*2!(6"$(1""!

点(的"去心邻域1
2!($""2),’,-’,6(’-"*2!(6"$(1""6)(*!

有时将1!($""和1
2!($""简记为1!("和1

2!("$并简称为%(的邻域&和%(的去心邻域&!

!!三#逻辑符号

为了使定义#定理的表述简明准确$本书将普遍使用下面的数理逻辑符号!
&’连词符号
符号%1&表示%蕴涵&或%若++$则++&!
%1&(((若命题%成立$则命题&成立$此时也称%是& 的充分条件$同时也称&是% 的必
要条件!
例如,,&%*&1,&%!
符号%2&表示%充分必要&或%当且仅当&!
%2&(((%1&并且&1%$即命题%与命题& 等价$此时也称%是& 的充分必要条件$或称

&是% 的必要充分条件!
例如,,&%*&2,&%且,&&!
!’量词符号
符号%3&表示%任意一个&或%所有的&$它是将英文单词%789&的第一个字母7倒过来!
符号%4&表示%存在一个&或%至少有一个&$它是将英文单词%:;.’<&的第一个字母:反过来!
例如,3,%%%$有,#0,’4,%%%$有,#1,6!2,!
下面用数理逻辑符号给出数集%有上界#有下界和有界的简明定义,
数集%有上界24)%%%$3,%%$有,.)!

# 数 学 分 析



数集%有下界24(%%%$3,%%$有,0(!
数集%有界243/,$3,%%$有’,’.3!
(’否定法则
设有命题4,%集合%中任意元素(都有性质5!("&$即3(%%$有5!("!而4的否命题非4

是,%集合%中存在某个元素(,$没有性质5!(,"&$即4(,%%$没有5!(,"!显然$这两个命题互为
否命题!由此可见$否定一个命题$要将原命题中的%3&改为%4&$将%4&改为%3&$并将性质5否
定$其依据就是可以用数理逻辑方法严格证明的否定法则!
否定法则!设命题4是包含量词3和4的陈述$则命题非4可以在不改变命题4 的语句的顺

序的情况下$只把量词3和4分别改成4和3$并将最后一个性质否定而得到!
例如$数集%有界与数集% 无界互为否命题$用否定法则可以表示为,
数集%有界243/,$3,%%$有’,’.3’
数集%无界233/,$4,,%%$有’,,’/3!

!!四#其他符号

符号%/=;&表示%最大&!它是/=;./)/的缩写"3
符号%/.8&表示%最小&!它是/.8./)/的缩写"3
例如,/=;)6!$#$>*2>$/.8)6!$#$>*26!!
符号%#/&表示%不超过#的所有正整数的连乘积&$读作%#的阶乘&$即

#/ .#0!#6!"0+0*0#0!
!!规定,,/ 2!!
符号%#//&表示%不超过#并与# 有相同奇偶性的所有正整数的连乘积&$读作%#的双阶

乘&$即
!#0"// . !#0"0!#06#"0+0?0+0#
!#06!"// . !#06!"0!#06*"0+0>0*0!

!! 符号%5&表示%连加&$符号%6&表示%连乘&$即

5
#

7.!
,7.,!8,#8+8,#

6
#

7.!
,7.,!0,#0+0,#

"!常 用 不 等 式

!!一#绝对值不等式

定理&!设($)%%%$有

/(/6/)/./(9)/./(/8/)/
!!证明!显然有

6/(/.(./(/$!6/)/.)./)/
两式相加$有
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6!/(/8/)/".(8)./(/8/)/
于是

/(8)/./(/8/)/
将上述)改为6)后$上式仍成立$故

/(6)/./(/8/)/
这就证明了右边不等式

/(9)/./(/8/)/
运用这个不等式$有

/(/./!(6)"8)/./(6)/8/)/
/(/6/)/./(6)/

将上述)改为6)后$上式仍成立$故

/(/6/)/./(8)/
于是证明了左边不等式

/(/6/)/./(9)/!!

!!二#伯努利!不等式

定理!!设,06!$#%))$则
!!1,"#0!1#,

证明!用数学归纳法!
当#2!时$上式以等式的形式成立!
假设#20时不等式成立$即

!!1,"00!10,
当#201!时$有
!!8,"08! . !!8,"0!!8,"0 !!80,"!!8,".!8!08!",80,# 0!8!08!",
由数学归纳法知不等式对一切正整数#都成立!!!

!!三#均值不等式

定理(!设,!$,#$+$,# 为#个正实数$则

#
,!,#+,槡 #.

,!1,#1+1,#
#

其中等号成立的充要条件是,!2,#2+2,#!
证明!用数学归纳法!
当#2!时$上式以等式的形式成立!
假设对任意#6!个正数不等式成立$下面考虑任意#个正数,!$,#$+$,# 的情况$不妨设

,#2/=;),!$,#$+$,#*$记%2
,!1,#1+1,#6!

#6!
$则

,#0%2
,!1,#1+1,#6!

#6! 0
#6!
,!,#+,#6槡 !

+ 数 学 分 析
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于是

,!8,#8+8,#! "#

#

.
!#6!"%8,#- .#

#

. %8,#6%! "#

#

.

!%#8#%#6! ,#6%! "# 8+8 ,#6%! "#

#

0

!%#8#%#6! ,#6%! "# .%#6!,# 0,!,#+,#6!,#

即

,!1,#1+1,#
# 0

#
,!,#+,槡 #

由证明过程容易看出$等号成立的充分必要条件是,!2,#2+2,#!!!

!!四#双阶乘不等式

定理#!设#%))$则

!
#槡#

.
!##6!"//
!##"// .

!
##1槡 !

证明!利用放缩法$设%2
!##6!"//
!##"// !

一方面

%.!#
0*
+
+##6!

## . #*
0+
>
+ ##
##8!.

! !
0*+!##6!"!##8!"

#0++#! "#
6!

. !
!##8!"0%

即

%. !
##1槡 !

另一方面

%2!#
0*
+
+##6!
## 0!#

0#
*
0+
>
+##6#
##6!

0##
##2

!
+#%

即

%0 !
#槡#

!!综合两方面$有

!
#槡#

.%2
!##6!"//
!##"// .

!
##1槡 !

!!

Ｏ

Ｂ

Ａ

Ｃ

１ ２ Ｘ

图!

!!五#三角不等式

定理,!设,% ,$#! "# $则有’.8,-,-<=8,!

证明!在单位圆中作圆心角,$,% ,$#! "# $角的始边为:;轴

上的:%$终边为:&!用线段连结%&$过%点作圆: 的切线与:&
的延长线交于点’!如图!"!显然
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7:%&的面积-扇形:%&的面积-7:%’的面积
即

!
#’.8,-

!
#,-

!
#<=8,

或

’.8,-,-<=8,$!3,% ,$#! "# !!

推论!设,%%%$则有’’.8,’.’,’!
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