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再版序言

我从事数学教学、科研工作６０余年，使我真正体验到“数学

思想是永恒的智慧，分析方法是多姿的技艺．”

幸好在年青时代，我就重视学习数学分析中的智慧和技艺，

才使我能在漫长的数学生涯里一直感觉到工作的轻松愉快和乐

趣．但我确实未能想到，我的一本老书———《数学分析的方法及例

题选讲》（１９５５年初版）经历半个世纪之后，大连理工大学出版社

还决定为它提供再版的机会！无疑，出版社的负责人是有远见卓

识的．

这里我乐意谈一段往年的小故事．１９５３～１９５４年我任教于东

北人民大学（现称吉林大学）时期，我的亲密同事王湘浩、江泽坚

两位先生（已故世）曾热诚地建议我为数学本科三、四年级学生合

班开设了一门叫作“分析方法”的课程．这是因为我们有着一个不

约而同的共识：“经典数学分析中的思想方法和技巧是丰富多彩

的，对每一位年青的数学工作者说来，及早掌握这些方法与技艺，

将在一生的工作实践中受益无穷．”

接着，１９５４～１９５５年我们相继指导两个毕业班学生写作毕业

论文时，发现有些学生竟能应用学到手的分析方法写出一些值得

发表的作品（这些作品曾陆续发表在《东北人民大学自然科学学

报》上）．这使我们深感欣慰．
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当年我的讲稿是参照Ｇ．Ｐｏｌｙａ与Ｇ．Ｓｚｅｇ合作名著《数学分

析中的问题和定理》的题材风格编写而成的．初稿曾带到北京请

我西南联大时代的老师许宝马录先生审阅了一遍．他很赞成书稿中

突出了“Ａｂｅｌ方法”的位置．他说这种方法扩展了人们判断一般级

数的敛散性的本事．在许先生的有益建议下，我修订了初稿并在

每一章之末补加了“注释”．后来闻知，读者们很欢迎这些“注释”．

书稿先由商务印书馆于１９５５年１２月出版，１９５８年又由高等

教育出版社重印过一次．但两次印数总额只有７０００余册．

２０世纪８０年代初，我国迎来了“科学的春天”．我曾多次收到

各地读者来信建议再版该书．很凑巧，当年杭州大学（后并入浙江

大学）有我的一位朋友王兴华教授，已采用我的书为数学系高年

级生讲授了两个学期，并有增订原书的建议．这样，我们便愉快地

通过了合作，作为高等学校教学参考书，于１９８３年由高等教育出

版社推出原书的修订版．到１９８４年出版印数即高达５万册，并于

１９８８年获得国家优秀教材一等奖．

修订版的特点是，对原书的第二、第三、第四各章都增添了一

些新题材，甚至加进了一些新的研究结果．但由于考虑到篇幅太

大，略去了讲述“各种类型极限问题”的第五章．我们的本意是希

望把原书第五章的题材内容扩展成为第二本书．可是由于种种原

因，当初的意愿始终未能实现．

多年来不少数学界的朋友与熟人，都认为原书第五章有不可

替代的重要性．我个人也觉得各种类型的极限问题蕴含有数学分

析中各种最美妙的智慧与技艺．因此，当大连理工大学出版社提

议再版我１９５５年问世的原著时，我立即表示欣然同意，并乐意合

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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作实现此事．我要感谢大连理工大学出版社的同志，正是他们的

卓越见识和精心合作，才使得我的一本老书能再次获得为读者们

服务的机会．

徐利治

２００７年９月于北京寓所
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１９５３年，笔者在东北人民大学，为数学系三、四年级合班开设

了一门学期课程，简称“分析方法”．这本书的题材，便是根据原来

的讲稿为基础，经过整理改写而成的．

正如书名所标志的那样，这本书主要是以介绍数学分析中的

一些典型方法为目的．因此它和一般分析学教本是有区别的．

全书分五章，共包容命题、例题和习题６００余例．其中绝大部

分都给出了证明、解法或提示，并且在每章之末还作了一些重点

注释．这些注释对于了解若干典型命题的意义与方法精神的要点

相信是有帮助的．

从这本书的内容性质来看，它的主要用处是这样：（一）可作

为一般进修高等数学分析者的补充读物和分析课程的教学参考

书．（二）可供大学数学专业的高年级生为训练分析技术及解题能

力之用．书中一部分的例题和习题，还可以作为数学分析课堂作

业的题材．

这本书有它的特点和用处，但是也还有一些缺点存在着：第

一，在各种题材的配置上，并没有做到与其重要程度成比例．第

二，在各个章节中，对于若干典型命题的意义和方法精神，还缺少

随时的说明和总结．好在由于各个章节，都带有一定程度的独立

性质，因此使用本书的读者们，只要善于识别轻重，并随时总结要

点，也就不会受这些缺点的影响．
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固然在这本书中，对于绝大部分的命题和例题，已经给出了

证明或提示．但对于使用本书的青年读者来说，笔者十分希望他

们能对其中的大部分题目独立地演习一遍；或者参考其解法要

点，然后把证明或解题的步骤详细写出．这就是说，使用本书时，

需要尽量加入自己的劳动．事实上，也只有这样，才能收到较好的

效果．

北京大学数学力学系的许宝马录教授，曾分出他一部分休养的

时间，为本书原稿校阅一遍，并提示若干改进意见．笔者在此向他

致以至诚的感谢．又东北人民大学的同事江泽坚副教授在我编写

本书的过程中，曾给以若干提议和鼓励，在此也向他表示谢意．

最后，我也对本书的审稿者和编辑者所付出的劳动及其宝贵

意见表示谢忱．

徐利治

１９５５年１月于长春东北人民大学
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数学家是怎样思考和解决问题的①

我想历史上有许多位杰出的数学家的思想方法和解决问题

的方法是特别值得介绍的．比如，１６～１７世纪的Ｄｅｓｃａｒｔｅｓ、１８世

纪的Ｅｕｌｅｒ、１８～１９世纪的Ｌａｇｒａｎｇｅ、Ｇａｕｓｓ、Ａｂｅｌ、Ｊａｃｏｂｉ、Ｇａｌｏｉｓ，

还有近代的Ｐｏｉｎｃａｒé、Ｓ．Ｒａｍａｎｕｊａｎ和现代的Ｐ．Ｅｒｄｓ等等，这

些数学家不仅是解题的能手，而且也是发明创造的大师．在这里

自然不可能全面地介绍他们研究问题的思想方法，而只能用举例

的方式，概略地谈谈他们分析解决数学难题的一般策略和手段

（当然也必然谈及他们的一般方法原则）．

首先介绍Ｄｅｓｃａｒｔｅｓ．他并不是一位纯粹的专业数学家，而是

一位哲学思想家．他致力于哲学的沉思可能比在数学思考上花费

的时间更多．哲学家往往具有纵观全局的气魄，喜欢从事物的联

系上思考最基本、最普遍的问题，因此他成为解析几何学的发明

者是不足为怪的！事实上，解析几何就是通过联想发明的．

据历史记载，Ｄｅｓｃａｒｔｅｓ在一次患病之后，一天早晨醒来，躺在

床上琢磨着几何学与代数学的关系问题．通过“联想”，忽然领悟

几何上最简单的对象“直线”能和代数上最简单的对象“一次方

程”联系起来，利用点的坐标概念能在两者之间建立对应关系．

① 本文是作者１９８２年９月２４日在长春给参加全国数学竞赛的选手们所作报告的一部

分．原载中国科学院心理研究所、长春教育学院、长春数学学会编的《数学学习心理》，１９８８，第２期，

收入本书时作了校订．

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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Ｅｕｃｌｉｄ时代人们就已经知道直线可以看成是由点运动而成的，从

而表示点位置的坐标（ｘ，ｙ）也就成为一对变量．这样，Ｄｅｓｃａｒｔｅｓ

不仅形成了解析几何的原始思想，而且还创立了变量概念．

Ｄｅｓｃａｒｔｅｓ又进一步揭示了圆锥曲线（圆、椭圆、抛物线、双曲

线）和二元二次方程的对应关系 ．他写了一本《几何学》的名著，从

而成为解析几何学的创始人．

“联想”能导致伟大的创造发明．上述Ｄｅｓｃａｒｔｅｓ发明解析几

何的故事，正好给我们提供了一个光辉的例子．

联想是一种思维活动，简单地说就是把不同事物联系起来的

一种思想方法．

在日常生活中人们也常常靠联想去解决问题．比如，天下雨，

家里既没有雨伞，又没有雨衣，出门怎么办？雨衣中有塑料雨衣，

忽然联想到家里有块塑料布，于是就用塑料布顶在头上作为雨衣

的代用品，这就是靠联想解决问题的．

还有一个很有趣的例子．有一个乒乓球掉进一根埋在地下垂

直的管道中无法取出来，桌子上放着一壶水，聪明的人联想到水

和球在一起能使球浮起来的现象，于是把水倒进管道中去，就把

乒乓球取出来了．

现在我们来讲讲Ｅｕｌｅｒ的故事．Ｅｕｌｅｒ一生中解决了许许多

多的数学问题，在数学上作出了许多重要贡献．从初等数学到高

等数学的各门数学中，到处都可以见到Ｅｕｌｅｒ的名字．正如１８世

纪法国数学家兼天文学家Ｌａｐｌａｃｅ说过的，“Ｅｕｌｅｒ是我们大家的

老师”．

Ｅｕｌｅｒ特别善于用联想和归纳法解决问题．例如，大家知道，

代数多项式可以分解因子．通过因子分解，令各一次因式为零便
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可求出该代数方程的各个根．反之，如果各根为已知，则多项式便

可用各根做成的一次式为因式连乘起来，从而多项式便可表示成

因子连乘积．那么，像ｓｉｎｘ这样的函数能否表示成因子连乘积

呢？这是Ｅｕｌｅｒ通过联想解决的大难题之一．已知

ｓｉｎｘ＝ｘ－ｘ
３

３！＋
ｘ５
５！－

ｘ７
７！＋

…，

于是，ｓｉｎｘ便可看成是一个无限次的代数多项式．Ｅｕｌｅｒ把它和代

数多项式因子分解定理作比较，便联想到ｓｉｎｘ也应该能表示成

因子连乘积．但因为ｓｉｎｘ＝０有无穷多个根：ｘ＝０，±π，±２π，

±３π，…，所以ｓｉｎｘ应表示成无穷多个因子乘积．于是，通过联想

和类比，Ｅｕｌｅｒ便发现ｓｉｎｘ可分解成下列因子连乘积：

ｓｉｎｘ＝ｘ １－ｘ
２

π（ ）２ １－ ｘ２
（２π）（ ）２ １－ ｘ２

（３π）（ ）２ …，
这便是著名的Ｅｕｌｅｒ公式．这个公式利用数学分析方法可以获得

严格的证明．特别有趣的是，如果把上式右端展开，可以看出－ｘ３

的系数是

１
π２
＋ １
（２π）２

＋ １
（３π）２

＋…＝１３！
，

从而得到自然数平方之倒数的级数和公式

１
１２＋

１
２２＋

１
３２＋

…＝π
２

６．

这又恰好解决了ＪａｃｑｕｅｓＢｅｒｎｏｕｌｌｉ在Ｅｕｌｅｒ生前若干年提出的一

个难题．Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ一生解决过许多数求和问题，但对平方数倒数

的级数求和问题却始终未能解决，因此曾公开提出过上述难题．

这一难题经过数十年之后才为Ｅｕｌｅｒ所解决，解答即如上述．

数学上的许多定理和公式是用联想法和类比法发现的．类比

法就是对两个或几个相似的东西进行联想，把它们中间某个较熟
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悉的性质转移到和它相似的对象上去，从而作出相应的判断或推

理．比如，有时人们考虑问题时常说“我想到办法了”，其实就是联

想到了．

联想也是一种能力．需要通过学习和工作实践去培养．大凡

一个人的知识越丰富，它的联想范围便越广阔，因而联想能力也

越强．所谓“联想翩翩，海阔天空”，这不仅对文学作家是必要的，

而且对数学家也是必要的．因而缺乏联想，就很难有所创新，有所

发现．历史上的杰出数学家不仅擅长于“联想”，而且还都是使用

“归纳法”的能手．归纳法就是从特殊到一般的思想方法，无数特

殊性的事物中往往蕴含着某种共同性的东西或普遍关系，把这种

共同性的东西或普遍关系找出来表述为一般性命题或普遍公式，

这就是归纳法．著名数学家Ｇａｕｓｓ就说过，他在数论上的许多定

理都是靠一般归纳法发现的，至于证明，则是后来补上的．大家学

过“数学归纳法”，这是一种适用于发现和论证自然数命题的归纳

法．它也是从特殊过渡到一般的思想方法．数学归纳法非常重要．

对搞数学的人来说，不说天天用到它，也是年年月月用到它．当人

们碰到一个与自然数ｎ有关的数学问题时，如果一时无法下手，

就应该首先观察简单的情形，即观察ｎ＝１，ｎ＝２或ｎ＝３时，问

题的解（或答案）应该怎样．如果连最简单的情形问题答案都无法

确定，那么对一般情形自然就更无从琢磨了．因此，要重视特例，

耐心地观察特例，善于分析特例，并从中猜想出普遍性的结论．这

就是使用归纳法的重要步骤．当然，还要学会从ｎ＝ｋ过渡到ｎ＝

ｋ＋１的演绎推理方法．

Ｇａｕｓｓ在十八九岁时，就研究了古代几何学流传下来的“圆等

分问题”，即用直尺和圆规如何等分圆周的问题，也就是如何作正
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ｎ边形的问题．历史上早就知道正三角形、正五边形的尺规作图

法．但正七边形、正１３边形、正１７边形等等如何用尺规作图呢？

这也是当年的著名难题．Ｇａｕｓｓ通过联想、类比和归纳法，在他１９

岁时（１７９６年），发现了正１７边形的尺规作图法．他非常兴奋，并

因此确立了献身数学事业的志愿．后来，他果然成为一位杰出的

大数学家．多年前我写过一本小册子 《浅谈数学方法论》．书中有

一个“附录”，就专门介绍了Ｇａｕｓｓ解决正１７边形之尺规作图问

题的方法过程，并谈到了他的一般分圆定理．这个定理就是用归

纳法导出的光辉成果，它彻底解答了哪些正多边形才是能够用尺

规作图的大难题．

我的那本小册子还谈到了“倒推分析法”和“抽象分析法”．这

些也都是解决数学问题的重点方法．书中特别以 Ｅｕｌｅｒ解决

“Ｋｏｅｎｉｇｓｂｅｒｇ七桥问题”为例，说明了抽象分析法的思想过程．

搞数学研究的人，一辈子都离不开“抽象分析法”．这种方法

包含如下的基本过程：

第一步，必须把应用问题（或实际问题）表现成数学问题．这

就需要使用数学语言、数学概念和数学符号去表述问题．例如，解

代数应用题时，用ｘ、ｙ等表示未知数，用ａ、ｂ等表示已知数，并按

照题设条件，用等式将这些字母联结起来变成方程式．这就把应

用题转化为数学问题．这一步用的是抽象分析法．因为用ｘ、ｙ等

代表应用问题中的未知量，就已经是一种抽象的表示法．至于把

应用问题中的某种具体条件或关系表述成抽象的数学等式或方

程式，就更是抽象分析后的结果．使用抽象分析法，必须看透问题

的本质，抓住主要环节，略去次要环节．

第二步，对已经表述成数学形式的数学问题再使用演绎推理

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



数学分析的方法及例题选讲

　　　　　　数学家是怎样思考和解决问题的

６　　　　

或逻辑分析法或计算方法等去求得答案．

当然，已经形成的数学问题有大有小，有难有易．下面我专门

谈论一下处理和解决数学问题的一般原则．

面对一个数学问题，为了便于下手解决，首要的一步，就是要

设法简化问题．简化的意思有两层，一层是转化问题形式，就是把

问题改换一个提法，即改述成另一个相当的形式，而使得改换后

的形式比较“熟悉”，能和自己已知的知识联系起来，从而可利用

已知的知识去求得解决．Ｐóｌｙａ所写的《归纳与类比》、《数学的发

现》和《怎样解题》这三部书中就有不少例子谈到了问题变形的技

巧．学习数学命题时，必须懂得什么叫必要条件，什么叫充分条

件，什么是既必要又充分的条件———简称“充要条件”．彻底理解

充要条件的概念并善于使用这种概念去分析、观察问题，那就会

转化问题的形式．使面貌生疏的问题转化为面貌熟悉的问题，这

样就便于用已知知识来解决问题．

“简化问题”的另一层意思，就是分解问题．即把问题分解成

若干组成部分，也就是把一个较大或复杂的问题分解成一些“子

问题”或“小问题”，然后把每个小问题各个击破，最后合拢起来也

就解决了整个问题．

综上所述，“简化”包括“转化”和“分解”．优秀的数学工作者

或解题能手，往往都能掌握转化问题和分解问题的技巧．这种技

巧是怎样获得的呢？当然要靠多解题、多思考、多总结经验．最好

是多看看历史上著名数学家是怎样做的，从中受些启发．

数学问题经过简化之后，不见得马上就能解决．这时还需作

进一步分析．对于较难的问题，数学家们有时往往凭直观和经验

去猜测问题的可能“答案”和可能的“解决途径”．
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７　　　　

怎样去猜测？这又往往要使用联想和类比方法．又怎样去探

求解决途径呢？一旦有了比较自信的认为合理的“猜测答案”之

后，数学家又往往采取倒推法去寻找解决问题的途径（包括利用

倒推法去探求答案成立的条件等）．有时还需要补充使用尝试成

功法或试探法．

国外有些科学方法学专家和心理学家已经在研究“联想的规

律”、“类比的方法”、“猜测的技巧”等．我想这方面的研究是很重

要的，因为它有助于培养人们的创造发明和解决问题的能力．



数学符号简单介绍

数学分析的方法及例题选讲　　　　　

９　　　　

数学符号简单介绍

［ｘ］系表示实数ｘ的最大整数部．亦即［ｘ］为一合乎如此条件

的整数：［ｘ］≤ｘ＜ ［ｘ］＋１．

｛ｘ｝系表示实数ｘ的最近整数．亦即｛ｘ｝为一合乎如此条件的

整数 │｛ｘ｝－ｘ│ ＜１２．

ｅｘｐ（ｘ）表示ｘ的指数函数．亦即ｅｘｐ（ｘ）＝ｅｘ．

ｓｇｎｘ表示一个Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ氏记号：

ｓｇｎｘ＝

＋１ （当ｘ＞０），

０ （当ｘ＝０），

－１ （当ｘ＜０）

烅

烄

烆 ．

ｍａｘ（ａ１，ａ２，…，ａｎ）表示ａ１，ａ２，…，ａｎ 中的最大值．

ｍｉｎ（ａ１，ａ２，…，ａｎ）表示ａ１，ａ２，…，ａｎ 中的最小值．

ａｉｋ ｎ
１ 或ｄｅｔ［ａｉｋ］表示以ａｉｋ 为元素的ｎ级行列式．

｛ａｎ｝或｛ａｎ｝∞１ 表示一个叙列：ａ１，ａ２，ａ３，…．

ａｎ →ａ表示当ｎ→ ∞ 时，ｌｉｍａｎ ＝ａ．

ｘ→ａ＋或ｘ→ａ＋０表示变量ｘ从右方向趋于ａ．有时亦记

作ｘ↓ａ．同理，ｘ→ａ－或ｘ→ａ－０表示ｘ从左方向趋于ａ．亦可

记作ｘ↑ａ．

ｌｉｍ
ｎ→ ∞
ａｎ与ｌｉｍ

ｎ→ ∞
ａｎ系分别表示于ｎ→ ∞ 时之ａｎ的上极限与下极
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限．同理，ｌｉｍ
ｘ → ａ
ｆ（ｘ）与ｌｉｍ

ｘ → ａ
ｆ（ｘ）即表示ｆ（ｘ）于ｘ→ａ时的上极限与

下极限．

ｓｕｐｆ（ｘ）与ｉｎｆｆ（ｘ）（ａ≤ｘ≤ｂ）系分别表示ｆ（ｘ）在间隔

ａ≤ｘ≤ｂ上的最小上界（上确界）与最大下界（下确界）．有时亦

分别记作ｂｏｕｎｄ
ａ≤ｘ≤ｂ

ｆ（ｘ）与ｂｏｕｎｄ
ａ≤ｘ≤ｂ

ｆ（ｘ）．

ｆｎ（ｘ）→
１

ｆ（ｘ）（ｎ→∞；ａ≤ｘ≤ｂ）系表示函数序列ｆｎ（ｘ）在

ａ≤ｘ≤ｂ的间隔上一致地趋于ｆ（ｘ）．亦可记作ｌｉｍｆｎ（ｘ）＝
１

ｆ（ｘ）（ａ≤ｘ≤ｂ）．

ａｎ ～ｂｎ 表示当ｎ→ ∞ 时ａｎ／ｂｎ →１（ｂｎ ≠０）．

ａｎ ｂｎ 或ｂｎ ａｎ 系表示ａｎ／ｂｎ →０（ｂｎ ≠０）．

ｏ（ａｎ）系表示这样一个变量，它与ａｎ 之比以零为极限．亦即于

ｎ→ ∞ 时，ｏ（ａｎ） ａｎ．

Ｏ（ａｎ）系表示这样一个变量，它与ａｎ 之比的绝对值有一个有

限的上界（ａｎ ＞０）．

Ｏ（ａｎ）系表示这样一个变量，它与ａｎ 之比的极限值为一异于

零的常数（ａｎ ＞０）．

ａ∈Ａ表示元素ａ属于集合Ａ．

∑
Ｃ

表示在条件Ｃ之下求和．例如∑
ａ∈Ａ
ｆ（ａ）即表示对Ａ中之一

切元素ａ而求和．

→Ｐ Ｑ表示命题（或定理）Ｐ隐含命题（或定理）Ｑ．

Ｐ Ｑ表示命题Ｐ及Ｑ可以相互推导．
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１１　　　

γ＝ｌｉｍ
ｎ→ ∞ ∑

ｎ

ｋ ＝１

１
ｋ－ｌｏｇ（ ）ｎ ＝０．５７７２１５６６４９…表示奥衣勒常数．

Ｖｂ
ａ［ｆ（ｘ）］表示有界函数（囿变函数）ｆ（ｘ）在间隔ａ≤ｘ≤ｂ

上的总变差．当ａ＝０时亦可记作Ｖｆ（ｂ）．

Δ表示具有单位差的“差分算子”，其定义为Δｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ＋１）

－ｆ（ｘ）．

Ｅ表示一个“移位算子”，其定义为Ｅｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ＋１）．
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