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莎士比亚新诗真伪之鉴定

黄文璋①

１９８５年 １１月 １４ 日，英国及美国的报纸及杂志争相报导研究莎士比亚
（Ｓｈａｋｅｓｐｅａｒｅ，１５６４—１６１６，英国剧作家及诗人）的美国学者 Ｇａｒｙ Ｔａｙｌｏｒ，在英国牛
津大学（Ｏｘｆｏｒｄ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ）的 Ｂｏｄｌｅｉａｎ图书馆（是英国历史最悠久、最重要，且藏
书只供参考概不外借的图书馆之一，现有馆藏 ４２０余万册印刷本及 ５万余册手
稿本）的一本自 １７５５ 年起收藏的书中，找到一首很可能是莎士比亚的抒情诗
（见 Ｌｅｌｙｖｅｌｄ（１９８５）及 Ｔａｙｌｏｒ（１９８５））．该诗的第二抄本稍后在美国耶鲁大学（Ｙａｌｅ
Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ）的图书馆出现 ．我们姑且先称这首诗为泰勒诗（Ｔａｙｌｏｒ ｐｏｅｍ）．如果能
证实泰勒诗确为莎士比亚所作，则这将是 １７世纪以来，莎士比亚作品最重要的
一次发现 ．英美学者为了这首诗之真伪争论不休，大打笔战 ．只是不少专家认为
这首泰勒诗不论在用字遣词与韵味风格上，都迥异于莎士比亚其他的作品 ．有
趣的是，统计学者也介入这场纷争 ． １９８６年 １月 ２４日出版的 Ｓｃｉｅｎｃｅ杂志，刊登
了一篇“莎士比亚的新诗———向统计学礼赞”（Ｓｈａｋｅｓｐｅａｒｅ’ｓ ｎｅｗ ｐｏｅｍ：ａｎ ｏｄｅ ｔｏ
ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ），介绍著名的统计学者，美国斯坦福大学（Ｓｔａｎｆｏｒｄ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ）的 Ｅｆｏｒｎ教
授及芝加哥大学（Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｃｈｉｃａｇｏ）的 Ｔｈｉｓｔｅｄ教授，如何以统计的方法鉴定
这首新出土的泰勒诗，是否为莎士比亚所作 ．

早在 １９７６年，Ｅｆｏｒｎ和 Ｔｈｉｓｔｅｄ便把莎士比亚作品中所用的字作了一番统计
分析 ．他们想回答若发现了一新的作品，如何经由统计分析（ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ）
其中所用的字，以判断此作品是否为莎士比亚所作这一问题 ．他们当初作此分
析只是为了好玩，没想到 １０年后真派上了用场 ．

这并非统计学家第一次协助解决文学上的问题 ．而由于统计分析是如此的
具说服力，因此往往能使一些文学上长期的争论迅速地平息 ．例如，哈佛大学
（Ｈａｒｖａｒｄ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ）的 Ｍｏｓｔｅｌｌｅｒ及 Ｗａｌｌａｃｅ利用统计方法，判定 Ｔｈｅ Ｆｅｄｅｒａｌｉｓｔ Ｐａ

① 中国台湾高雄大学，应用数学教授兼副校长，美国普渡大学统计博士 ．

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｏｌｙｍｐｉａｄｓ ａｎｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｃｕｌｔｕｒｅ

?



ｐｅｒｓ的作者为 Ｊａｍｅｓ Ｍａｄｉｓｏｎ，而非 Ａｌｅｘａｎｄｅｒ Ｈａｍｉｌｉｔｏｎ ．在 １９世纪 ５０年代，著名
的英国统计学者 Ｄａｖｉｄ Ｃｏｘ及文学家 Ｌ． Ｂｒａｎｄｗｏｏｄ也曾利用统计方法，以解决争
论长达 １ ０００年的关于柏拉图（Ｐｌａｔｏ，约公元前 ４２８—３４７年）众多作品的先后顺
序问题 ．柏拉图为古希腊三大哲学家之一，和苏格拉底（Ｓｏｃｒａｔｅｓ，约公元前
４７０—３９９年）及亚里士多德（Ａｒｉｓｔｏｔｌｅ，公元前 ３８４—３２２年），共同奠定西方文化
的哲学基础 ．柏拉图本来对民主抱着希望，但在苏格拉底被判死刑后，他终于认
清一个有良知的人，在活跃的政治中是无容身之处的（Ｔｈｅｒｅ ｉｓ ｎｏ ｐｌａｃｅ ｆｏｒ ａ ｍａｎ
ｏｆ ｃｏｎｓｃｉｅｎｃｅ ｉｎ ａｃｔｉｖｅ ｐｏｌｉｔｉｃｓ），颇令人深省 ．

虽然利用统计方法来解答文学上的问题之想法并非创新，Ｅｆｏｒｎ与 Ｔｈｉｓｔｅｄ
所采用的特别方法却不曾在这方面用过 ．此方法可追溯至 １９世纪 ４０年代，那
时生物学家 Ｗｉｌｌｉａｍｓ向英国统计学家费雪（Ｒ． Ａ． Ｆｉｓｈｅｒ，１８９０—１９６２，现代统计
学的奠基者，其生平事迹可参考 Ｇｏｗｅｒ（１９９０ ／ ９１）），提出一个似乎不可能回答的
问题 ．Ｗｉｌｌｉａｍｓ曾前往马来西亚采集蝴蝶，他把自己共见过几种（ｓｐｅｃｉｅｓ）蝴蝶，
以及每种各见过的次数（有些见过几十次，有些见过几次，有些只见过一次），都
告诉费雪 ．Ｗｉｌｌｉａｍｓ想知道在马来西亚的蝴蝶中，他没见过的究竟有多少？

一般人会觉得此问题毫无头绪，不可能解答 ．但统计学家却有办法估计尚
有几种蝴蝶还未被捕捉到 ．只要假设蝴蝶是依照每一种之只数的比例，随机地
（ｒａｎｄｏｍｌｙ）被捕捉 ．而这只要假设每一件事（包括蝴蝶的分布，捕捉的技术等）随
时都很均匀，不会先是把某一种蝴蝶捕捉殆尽，之后再大量捕捉另一种 ．若有某
一种蝴蝶尚未被捕捉到，那纯粹只是运气的关系，而非该种蝴蝶特别会躲藏 ．费
雪所用方法之细节，由于蛮技术性的，此处无法细说，可参考 Ｆｉｓｈｅｒ ｅｔ ａｌ ．
（１９４３）．

Ｅｆｒｏｎ与 Ｔｈｉｓｔｅｄ介入文学是很偶然的 ．有一次他们聆听加州大学 Ｓａｎｔａ Ｂａｒ
ｂａｒａ分校（Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｃａｌｉｆｏｒｎｉａ ａｔ Ｓａｎｔａ Ｂａｒｂａｒａ）的 Ｇａｎｉ（１９２４—，著名的应用机
率①学者，Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ，Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ等重要期
刊均为他所创 ．他曾到过台湾）的演讲 ． Ｇａｎｉ的目的是要分析莎士比亚作品的结
构 ．在演讲中他提到德国 Ｍüｎｓｔｅｒ 的 Ｗｅｓｔｆｌｉｓｃｈｅ Ｗｉｌｈｅｌｍｓ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｔ 的 Ｍａｒｖｉｎ
Ｓｐｅｖａｃｋ，已将莎士比亚的所有作品输入计算机中，并已计算出莎士比亚所用过
的全部字数，及每一个字使用过的次数，见 Ｓｐｅｖａｃｋ（１９６８）．听完演讲后，Ｅｆｏｒｎ与
Ｔｈｉｓｔｅｄ（那时为 Ｅｆｒｏｎ的学生）决定把费雪所用的方法拿来分析莎士比亚的作
品 ． Ｅｆｒｏｎ ａｎｄ Ｔｈｉｓｔｅｄ（１９７６）一文就是他们的研究报告，发表在统计学中极权威
的学术期刊 Ｂｉｏｍｅｔｒｉｋａ ．

这一篇文章的题目为：Ｅｓｔｉｍａｔｉｎｇ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｕｎｓｅｅｎ ｓｐｅｃｉｅｓ：Ｈｏｗ ｍａｎｙ

① 机率即概率（编者注）．
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ｗｏｒｄｓ ｄｉｄ Ｓｈａｋｅｓｐｅａｒｅ ｋｎｏｗ？如前所述，在生态学中往往会估计某生物尚未见到
的种数 ．而在该文中，尚未见到的“种”，却是莎士比亚知道但不曾用过的字 ．

莎士比亚全部作品（以下简称总作品）之总字数为 ８８４ ６４７，其中有 １４ ３７６
个相异字只出现一次，４ ３４３ 个相异字只出现两次 ．表 １（见 Ｅｆｒｏｎ ａｎｄ Ｔｈｉｓｔｅｄ
（１９７６））列出只出现 １００次的字数 ．令 ｎｘ 表示出现 ｘ 次的字数 ．当 ｘ ＝ ４３，即列
４０ ＋，行 ３，其对应的 ｎｘ ＝ ３０，表出现 ４３次的字共有 ３０个，余类推 ．

在总作品中，莎士比亚共用了 ３１ ５３４个不同的字，即

∑
∞

ｘ ＝ １
ｎｘ ＝ ３１ ５３４

必须注意的是像“ｇｉｒｌ”与“ｇｉｒｌｓ”乃视为不同的字 ．由表 １，出现次数不超过 １００的
有 ３０ ６８８个字，因此有 ８４６个字出现的次数超过 １００ ．

Ｅｆｒｏｎ与 Ｔｈｉｓｔｅｄ 分别依据 Ｆｉｓｈｅｒ ｅｔ ａｌ ．（１９４３）所用的参数模式（ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ
ｍｏｄｅｌ）及 Ｇｏｏｄ ａｎｄ Ｔｏｕｌｍｉｎ（１９５６）所用的非参数模式（ｎｏｎｐａｒａｍｅｔｒｉｃ ｍｏｄｅｌ），来估
计莎士比亚尚认识多少字，所得到的估计值（ｅｓｔｉｍａｔｅ）都差不多是 １１ ４６０，且标
准差（ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ）小于 １５０ ．

表 １ 莎士比亚总作品中字出现之频率

ｘ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ 小计

０ ＋ １４ ３７６ ４ ３４３ ２ ２９２ １ ４６３ １ ０４３ ８３７ ６３８ ５１９ ４３０ ３６４ ２６ ３０５

１０ ＋ ３０５ ２５９ ２４２ ２２３ １８７ １８１ １７９ １３０ １２７ １２８ １ ９６１

２０ ＋ １０４ １０５ ９９ １１２ ９３ ７４ ８３ ７６ ７２ ６３ ８８１

３０ ＋ ７３ ４７ ５６ ５９ ５３ ４５ ３４ ４９ ４５ ５２ ５１３

４０ ＋ ４９ ４１ ３０ ３５ ３７ ２１ ４１ ３０ ２８ １９ ３３１

５０ ＋ ２５ １９ ２８ ２７ ３１ １９ １９ ２２ ２３ １４ ２２７

６０ ＋ ３０ １９ ２１ １８ １５ １０ １５ １４ １１ １６ １６９

７０ ＋ １３ １２ １０ １６ １８ １１ ８ １５ １２ ７ １２２

８０ ＋ １３ １２ １１ ８ １０ １１ ７ １２ ９ ８ １０１

９０ ＋ ４ ７ ６ ７ １０ １０ １５ ７ ７ ５ ７８

事实上在 Ｅｆｒｏｎ ａｎｄ Ｔｈｉｓｔｅｄ（１９７６）一文中，他们想回答更一般的问题 ．他们
写着“假设有另一很大量的莎士比亚的作品被发现，譬如说共有 ８８４ ６４７ ｔ 个
字，则除了那 ３１ ５３４个不同的字外，预期可找到几个新字？”莎士比亚共认识几
个字就对应 ｔ ＝ ∞的情况 ．由于自 １７ 世纪之后，便没有莎士比亚的新作品出
现，所以 Ｅｆｒｏｎ与 Ｔｈｉｓｔｅｄ从未想过会有机会真正地以莎士比亚的作品来检验他
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们的理论 ．他们做此研究的动机纯粹是觉得有趣 ．据 Ｅｆｒｏｎ 说“Ｉｔ ｎｅｖｅｒ ｐｏｓｓｉｂｌｙ
ｏｃｃｕｒｒｅｄ ｔｏ ｍｅ ｔｈａｔ ｗｅ’ｄ ｈａｖｅ ａ ｃｈａｎｃｅ ｔｏ ｕｓｅ ｉｔ ．”甚至当他从新闻上获知这首泰勒
诗出现，且有可能是莎士比亚所作，他一时并没想到他其实曾与 Ｔｈｉｓｔｅｄ做过这
方面的研究 ．直到 Ｔｈｉｓｔｅｄ提醒他，他才想到 １０年前所做的工作 ．尘封已久的莎
士比亚又浮现在眼前 ．

这首泰勒诗与总作品相比，相当短，共只有 ４２９个字 ． Ｅｆｒｏｎ与 Ｔｈｉｓｔｅｄ基于
罕用字（ｕｎｕｓｕａｌ ｗｏｒｄｓ）出现的频率（ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｏｃｃｕｒｒｅｎｃｅ），发展出一在统计上
算是简单的检定法 ．有一些字是大家常用的，如“ａ，ｉｓ，ｔｈｅ”，在每一篇文章中可
能都出现不少次 ．但对罕用字，每个作者使用的习惯可能便不同了 ． Ｅｆｒｏｎ 与
Ｔｈｉｓｔｅｄ指出，在总作品中，罕用字的使用非常普遍，在全部使用的 ３１ ５３４ 个相
异字中，有接近 ２ ／ ３的比例（共 ２１ ０１１个），只用了不超过 ３次（表 １）．

这首泰勒诗虽只有 ４２９个字，但其中包含 ２５８个相异字 ．令 ｍｘ 表示在泰勒
诗中所使用的字，在总作品中出现 ｘ 次的相异字数 ．表 ２列出 ｘ ＝ ０ ～ ９９的统
计 ．例如，泰勒诗中有 ７个相异字在总作品中只出现过 １次，即 ｍ１ ＝ ７，有 ５个
相异字在总作品中出现过 ２３次，即 ｍ２３ ＝ ５，余类推 ．表 ２中包含 １１８个相异字，
泰勒诗中另有 １４０个相异字在总作品中出现 １００次以上 ．其中特别值得注意的
是 ｍ０ ＝ ９，此为泰勒诗中不曾在总作品中出现的相异字数 ．这就是 Ｅｆｒｏｎ ａｎｄ
Ｔｈｉｓｔｅｄ（１９７６）一文中所要估计的量，在该文中采用的符号为Δ（ｔ）．

Ｅｆｒｏｎ与 Ｔｈｉｓｔｅｄ将他们的结果整理为 Ｔｈｉｓｔｅｄ ａｎｄ Ｅｆｒｏｎ（１９８７）一文，题目就
叫“Ｄｉｄ Ｓｈａｋｅｓｐｅａｒｅ ｗｒｉｔｅ ａ ｎｅｗｌｙ—ｄｉｓｃｏｖｅｒｅｄ ｐｏｅｍ？”表 ３即为他们求出的若泰勒
诗真为莎士比亚所作，表 ２中 ｍｘ 之期望值（ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ）之估计值 ．

表 ２ 泰勒诗在总作品中出现 ｘ 次的相异字ｍｘ

ｘ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ 小计

０ ＋ ９ ７ ５ ４ ４ ２ ４ ０ ２ ３ ４０

１０ ＋ １ ０ ３ ０ １ １ １ ２ １ ０ １０

２０ ＋ ２ ２ １ ５ ３ １ ０ ２ ２ ３ ２１

３０ ＋ ４ １ １ １ ２ １ ０ ０ ３ ３ １６

４０ ＋ １ ２ ０ ０ ２ １ １ ２ １ １ １１

５０ ＋ ０ １ １ １ １ ０ ０ １ ０ ２ ７

６０ ＋ ０ １ ０ ０ １ １ ０ ０ １ ０ ４

７０ ＋ ０ ０ １ ０ ０ １ ０ ０ １ １ ４

８０ ＋ ０ ０ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ２

９０ ＋ ０ ０ ０ １ ０ １ １ ０ ０ ０ ３
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表 ３ 表 ２中 ｍｘ 之期望值之估计值 ｖ^ｘ

ｘ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

０ ＋ ６．９７ ４．２１ ３．３３ ２．８４ ２．５３ ２．４３ ２．１６ ２．０１ １．８７ １．７６

１０ ＋ １．６２ １．５０ １．５２ １．５１ １．３６ １．３８ １．３３ １．２８ １．２５ １．２２

２０ ＋ １．１８ １．１６ １．１３ １．１１ １．０９ １．０６ １．０４ １．０２ １．００ ０．９８

３０ ＋ ０．９６ ０．９４ ０．９３ ０．９１ ０．９０ ０．８８ ０．８６ ０．８５ ０．８３ ０．８２

４０ ＋ ０．８０ ０．７９ ０．７７ ０．７６ ０．７５ ０．７４ ０．７３ ０．７２ ０．７０ ０．６９

５０ ＋ ０．６８ ０．６７ ０．６６ ０．６５ ０．６４ ０．６３ ０．６２ ０．６１ ０．６０ ０．５９

６０ ＋ ０．５８ ０．５７ ０．５６ ０．５５ ０．５４ ０．５３ ０．５２ ０．５１ ０．５０ ０．５０

７０ ＋ ０．４９ ０．４８ ０．４８ ０．４７ ０．４７ ０．４６ ０．４５ ０．４５ ０．４４ ０．４４

８０ ＋ ０．４３ ０．４２ ０．４２ ０．４１ ０．４１ ０．４０ ０．３９ ０．３９ ０．３８ ０．３８

９０ ＋ ０．３７ ０．３６ ０．３６ ０．３５ ０．３５ ０．３４ ０．３４ ０．３３ ０．３２ ０．３２

由表 ３，若此泰勒诗确为莎士比亚所作，则 Ｅｆｒｏｎ 与 Ｔｈｉｓｔｅｄ 估计其中含有

Δ（ｔ）＝ ６．９７个在总作品中未曾出现的相异字 ．若再考量标准差，则此首新诗约
包含 ６ ．９７ ± ２ ．６４个新字，即新字的数目约介于 ４ ． ３３ ～ ９ ． ６１间 ．实际的新字有 ９
个（即表 １中的 ｍ０），的确在 ４ ． ３３ 与 ９ ． ６１ 间 ．估计曾出现一次的字的４ ．２１ ±
２ ．０５个，实际则为 ７，估计曾出现两次的字有 ３ ． ３３ ± １ ． ８３个，实际则为 ５ ． Ｅｆｒｏｎ
与 Ｔｈｉｓｔｅｄ一直分析到曾出现 １００次的字，其吻合程度皆相当惊人，可以说通过
严格的统计检定（ｑｕｉｔｅ ｄｅｌｉｃａｔｅ ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｔｅｓｔｓ）．看起来这首诗确是莎士比亚所
写，或者用比较保守的统计术语来说：没有足够的证据可推翻此诗为莎士比亚
所做之假设 ．

传奇统计学者 Ｐｅｒｓｉ Ｄｉａｃｏｎｉｓ（当时在斯坦福大学任教，现已转至哈佛大学
统计系 ． １９４５年出生于纽约，１４岁时离开学校在街头变魔术为生，２４岁时到纽
约市立学院（Ｃｉｔｙ Ｃｏｌｌｅｇｅ）的夜间部就读，１９７１ 年毕业随即进入哈佛大学统计
系，而于 １９７４ 年完成博士学位 ． ＤｅＧｒｏｏｔ（１９８６）为一篇对他的访问稿，戴贞德
（１９８７）为节译稿），他熟悉 Ｅｆｒｏｎ及 Ｔｈｉｓｔｅｄ的分析 ．据他讲，他第一次读这首泰勒
诗时，觉得这一点也不像莎士比亚的作品，他认为只要做一些数值分析，就可以
证明诗中字所摆的位置完全是错的 ．但读了 Ｅｆｒｏｎ及 Ｔｈｉｓｔｅｄ的分析后，他相信
这首诗很可能是莎士比亚所作 ．

Ｅｆｒｏｎ强调他们的分析并无法证明这首泰勒诗真是莎士比亚写的 ．但他说
这首泰勒诗在罕用字的使用情况，如此吻合莎士比亚的总作品，确实令人惊讶 ．

Ｅｆｒｏｎ及 Ｔｈｉｓｔｅｄ 也对 Ｊｏｈｎ Ｄｏｎｎｅ（１５７２—１６３１），Ｃｈｒｉｓｔｏｐｈｏｒ Ｍａｒｌｏｗｅ（１５６４—
１５９３）及 Ｂｅｎ Ｊｏｎｓｏｎ（１５７３—１６３７）等三位约略与莎士比亚同时代的诗人，各取一
首诗，另取四首莎士比亚的诗，与这首泰勒诗作比较 ．此 ８ 首诗之资料列在表
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４ ．表 ５是列出 ８首诗之用字在总作品中之出现频率 ．只是此处计算是分成 １１
类 ．例如，在 Ｊｏｎｓｏｎ 的诗中，有 １０ 个相异字在总作品中出现 ６０ ～ ７９ 次 ．至于
Ｅｆｒｏｎ及 Ｔｈｉｓｔｅｄ所作之估计值则列在表 ６ ．

表 ４ ８首待分析的诗

编 写 说 明 总字数 相异字数

１． ＪＯＮ Ｂｅｎ Ｊｏｎｓｏｎ；“Ａｎ Ｅｌｅｇｙ” ４１１ ２４３

２．ＭＡＲ Ｃ．Ｍａｒｌｏｗｅ；ｆｏｕｒ ｐｏｅｍｓ ４９５ ２７２

３．ＤＯＮ Ｊ．Ｄｏｎｎｅ；“Ｔｈｅ Ｅｃｓｔａｃｙ” ４８７ ２５２

４． ＣＹＭ Ｓｈａｋｅｓｐｅａｒｅ：ｆｒｏｍ“Ｃｙｍｂｅｌｉｎｅ” ３２３ ２１５

５． ＰＵＣ ｆｒｏｍ“Ａ Ｍｉｄｓｕｍｍｅｒ Ｎｉｇｈｔ’ｓ Ｄｒｅａｍ” ２３４ １５６

６． ＰＨＯ “Ｔｈｅ Ｐｈｏｅｎｉｘ ａｎｄ Ｔｕｒｔｌｅ” ３５２ ２１６

７． ＳＯＮ “Ｓｏｎｎｅｔｓ，Ｎｏｓ．１２ ～ １５” ４４８ ２６４

８． ＴＡＹ Ｔａｙｌｏｒ ｐｏｅｍ ４２９ ２５８

表 ５ ８首诗之用字依在总作品中出现的频率而分类（如表 ２）
在总作品之出现次数

诗名 ０ １ ２ ３ ～ ４ ５ ～ ９ １０ ～ １９ ２０ ～ ２９ ３０ ～ ３９ ４０ ～ ５９ ６０ ～ ７９ ８０ ～ ９９

１． ＪＯＮ ８ ２ １ ６ ９ ９ １２ １２ １３ １０ １３

２．ＭＡＲ １０ ８ ８ １６ ２２ ２０ １３ ９ １４ ９ ５

３．ＤＯＮ １７ ５ ６ ５ １２ １７ １４ ６ １２ ３ １０

４． ＣＹＭ ７ ４ ３ ５ １３ １７ ９ １２ １７ ４ ４

５． ＰＵＣ １ ４ ０ ３ ９ ６ ９ ４ ５ ９ ３

６． ＰＨＯ １４ ５ ５ ９ ８ １８ １３ ７ １３ ８ ５

７． ＳＯＮ ７ ８ １ ５ １６ １４ １２ １３ １２ １３ ８

８． ＴＡＹ ９ ７ ５ ８ １１ １０ ２１ １６ １８ ８ ５

经过 ３种严密的统计检定（其过程我们自然无法在此介绍性的短文中讲
述），发现对前三首（非莎士比亚之作品），罕用字出现次数之实际值与预测值
（假设其为莎士比亚所作）皆不吻合 ．而虽然挑选的 ４首莎士比亚的诗偶尔有不
吻合处，总地来说是可接受的 ．本来仅是一师生的游戏之作，说不定当初还被
“有识之士”视为纸上谈兵，１０年后竟令那些向来可能不常接触统计的文学学
者折服 ．不过与其将此视为无心插柳，不如相信统计的用途是无所不在的 ．
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表 ６ 表 ５中之相异字之期望值的估计值在总作品之出现次数

诗名 ０ １ ２ ３ ～ ４ ５ ～ ９ １０ ～ １９ ２０ ～ ２９ ３０ ～ ３９ ４０ ～ ５９ ６０ ～ ７９ ８０ ～ ９９

１． ＪＯＮ ６．６８ ４．０３ ３．１９ ５．１４ ９．８１ １３．６１ ９．６４ ８．１８ １２．６８ ９．１７ ６．８３

２．ＭＡＲ ８．０４ ４．８６ ３．８５ ６．１９ １１．８１ １５．９１ １２．０３ ９．９２ １４．９２ １０．７２ ８．２６

３．ＤＯＮ ７．９１ ４．７８ ３．７８ ６．０９ １１．６２ １５．５９ １１．７７ ９．６８ １４．９９ １０．８３ ８．０６

４． ＣＹＭ ５．２５ ３．１７ ２．５１ ４．０４ ７．７１ １０．３５ ７．８２ ６．４４ ９．９９ ７．２３ ５．３９

５． ＰＵＣ ３．７９ ２．２９ １．８１ ２．９１ ５．５７ ７．４７ ５．６５ ４．６６ ７．２２ ５．２３ ３．９１

６． ＰＨＯ ５．７２ ３．４６ ２．７３ ４．４０ ８．４０ １１．２８ ８．５２ ７．０２ １０．８７ ７．８７ ５．８７

７． ＳＯＮ ７．２８ ４．４０ ３．４８ ５．６０ １０．６９ １４．５２ １１．１０ ９．０６ １３．７１ １０．０２ ７．９６

８． ＴＡＹ ６．９７ ４．２１ ３．３３ ５．３６ １０．２４ １３．９６ １０．７７ ８．８７ １３．７７ ９．９９ ７．４８

关于估计种类的方法尚有不少，可参考赵莲菊一文［２］．
最后我们以 Ｅｆｒｏｎ及 Ｔｈｉｓｔｅｄ特地挑出来咏怀他们心情的一首莎士比亚的

诗作为本文之结束 ．
Ｗｈｙ ｉｓ ｍｙ ｖｅｒｓｅ ｓｏ ｂａｒｒｅｎ ｏｆ ｎｅｗ ｐｒｉｄｅ，
Ｓｏ ｆａｒ ｆｒｏｍ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｒ ｑｕｉｃｋ ｃｈａｎｇｅ？
Ｗｈｙ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｄｏ Ｉ ｎｏｔ ｇｌａｎｃｅ ａｓｉｄｅ
Ｔｏ ｎｅｗ － ｆｏｕｎｄ ｍｅｔｈｏｄｓ ａｎｄ ｔｏ ｃｏｍｐｏｕｎｄｓ ｓｔｒａｎｇｅ？
Ｗｈｙ ｗｒｉｔｅ Ｉ ｓｔｉｌｌ ａｌｌ ｏｎｅ，ｅｖｅｒ ｔｈｅ ｓａｍｅ，
Ａｎｄ ｋｅｅｐ ｉｎｖｅｎｔｉｏｎ ｉｎ ａ ｎｏｔｅｄ ｗｅｅｄ，
Ｔｈａｔ ｅｖｅｒｙ ｗｏｒｄ ｄｏｔｈ ａｌｍｏｓｔ ｔｅｌｌ ｍｙ ｎａｍｅ，
Ｓｈｏｗｉｎｇ ｔｈｅｉｒ ｂｉｒｔｈ ａｎｄ ｗｈｅｒｅ ｔｈｅｙ ｄｉｄ ｐｒｏｃｅｅｄ？
Ｏ，ｋｎｏｗ，ｓｗｅｅｔ ｌｏｖｅ，Ｉ ａｌｗａｙｓ ｗｒｉｔｅ ｏｆ ｙｏｕ，
Ａｎｄ ｙｏｕ ａｎｄ ｌｏｖｅ ａｒｅ ｓｔｉｌｌ ｍｙ ａｒｇｕｍｅｎｔ；
Ｓｏ ａｌｌ ｍｙ ｂｅｓｔ ｉｓ ｄｒｅｓｓｉｎｇ ｏｌｄ ｗｏｒｄｓ ｎｅｗ，
Ｓｐｅｎｄｉｎｇ ａｇａｉｎ ｗｈａｔ ｉｓ ａｌｒｅａｄｙ ｓｐｅｎｔ；
Ｆｏｒ ａｓ ｔｈｅ ｓｕｎ ｉｓ ｄａｉｌｙ ｎｅｗ ａｎｄ ｏｌｄ，
Ｓｏ ｉｓ ｍｙ ｌｏｖｅ ｓｔｉｌｌ ｔｅｌｌｉｎｇ ｗｈａｔ ｉｓ ｔｏｌｄ ．

Ｗｉｌｌｉａｍ Ｓｈａｋｅｓｐｅａｒｅ
Ｓｏｎｎｅｔ ＬＸＸＶＩ
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１９８７（７４）：４４５４５５．

（原文载于《数学欣赏》，中国统计出版社，经作者黄文璋同意转载）

编后语 伴随着人们对理性的渴望，数学攀升到了科学宝塔的顶点，于是开始了对社
会科学的大举“入侵”，先是经济学全面沦陷（数学家康托洛维奇和纳什成为诺贝尔经济学
奖得主即为证明）．随后社会学与心理学也是半壁江山不保（出现了拓扑心理学等交叉学
科）．接着开始染指文学艺术这块纯而又纯的社会科学“净土”．从用微分方程鉴别名画真伪
到判断《红楼梦》后四十回的真正作者，从《静静的顿河》的文风到莎士比亚新诗真伪的鉴
定，黄文璋教授既沐欧风美雨，又有深厚国学功底，文章独到，读之爱不释手，并承蒙 ２００５年
１１月 ２７日亲笔回函，慨然允准重登，为本文集增辉不少 ．

不知从何时开始，中国大陆的知名数学家已从数学科普领域悄然而退，可能一是专业
数学家竞争加剧使他们力争上游，无法分身；二是功利心日重而将精力投向了更有收益的
领域；三是志存高远为夺菲尔兹奖而不屑于从事数学科普 ．但更重要的原因恐怕一是缺乏
大师那样通透的理解，“博大精深”之后无法浅出；二是由于历史的原因，新一代的数学家其
人文素质及文章技巧远不及华罗庚先生那一辈，便知难而退，于是二、三流科普作品充斥于
市，不仅如此，“伪数学家”及“民间数学爱好者”开始占领这一市场，着实可怕 ．黄文璋先生身
兼台湾高雄大学应用数学系教授兼主任、中华概率统计学会理事长（台湾），亲力亲为为统
计数学鼓与呼，以引人入胜之题材诱人于统计数学之腹地，令人向往，催人奋进 ．

数学奥林匹克与数学文化

?
特
稿



几个多项式问题

林常①

§ １ 全 ｋ 次方值蕴涵 ｋ 次方式

给定正整数 ｋ ≥ ２和实系数多项式 ｆ（ｘ），如果对每个充分大的正整数 ｎ，
ｆ（ｎ）都是整数的 ｋ 次方，则必有整值多项式 ｇ（ｘ），使得 ｆ（ｘ）＝ ｇ（ｘ）ｋ ．

证明 不妨设 ｄｅｇ ｆ ＝ ｍ ≥ １，ｆ（ｘ）＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ ０
ａｉｘｍ－ ｉ，记 ｒ ＝ ｍ[ ]ｋ ．

ｕ（ｘ）＝ ｋ ｆ（ｘ槡 ）＝
ｋ
ａ０ ｘ槡 ｍ

ｋ

１ ＋
ａ１
ａ０ ｘ

＋槡 … （当 ｋ 为偶数时取算术根）．

利用函数（１ ＋ ｃ１ ｔ ＋ …）１ ／ ｋ 在 ｔ ＝ ０处的马克劳林（Ｍａｃｌａｕｒｉｎ）展开，我们有

ｕ（ｘ）＝ ∑
ｒ

ｉ ＝ ０
ａ（０）ｉ ｘ（ｍ ／ ｋ）－ ｉ ＋ε

其中ε表示 ｘ → ∞ 时的无穷小量 ．
注意到对 ｔ ＞ ０，差分函数

Δｘｔ ＝（ｘ ＋ １）ｔ － ｘｔ ＝ ｘｔ（（１ ＋ １
ｘ）

ｔ － １）＝ ∑
[ ]ｔ

ｉ ＝ １
ｃｉｘｔ － ｉ ＋ε

故 Δｕ（ｘ）＝ ∑
ｒ

ｉ ＝ １
ａ（１）ｉ ｘ（ｍ ／ ｋ）－ ｉ ＋ε

归纳可证 Δｊｕ（ｘ）＝ ∑
ｒ

ｉ ＝ ｊ
ａ（ｊ）
ｉ ｘ（ｍ ／ ｋ）－ ｉ ＋ε （ｊ ≥ １）

最后有 Δｒ ＋１ｕ（ｘ）＝ε
也就是 ｌｉｍ

ｘ→＋∞
Δｒ ＋１ｕ（ｘ）＝ ０

现在根据已知条件，对充分大的正整数 ｎ，ｕ（ｎ）都是整数，由差分的定义

① 林常，福建省教育学院 ．

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｏｌｙｍｐｉａｄｓ ａｎｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｃｕｌｔｕｒｅ

?



Δｆ（ｎ）＝ ｆ（ｎ ＋ １）－ ｆ（ｎ）可知，Δｊｕ（ｎ）都是整数，特别，Δｒ ＋１ｕ（ｎ）都是整数 ．再
由上面的极限式得到：存在 ｎ０，使得 ｎ ≥ ｎ０时Δｒ ＋１ｕ（ｎ）＝ ０ ．

于是存在（至多）ｒ 次的整值多项式 ｇ（ｘ），使得 ｎ≥ ｎ０时 ｕ（ｎ）＝ ｇ（ｎ），从而

ｆ（ｎ）＝ ｕ（ｎ）ｋ ＝ ｇ（ｎ）ｋ

最后，由于 ｆ 与 ｇｋ 都是多项式，根据多项式恒等定理得到 ｆ（ｘ）＝ ｇ（ｘ）ｋ ．
单老师在《解题研究》（南京师范大学出版社，２００２ ．６）第五章第 ８节（平

方数与平方式）一书中用初等方法证明了 ｋ ＝ ｍ ＝ ２的情形 ．对一般的 ｋ，ｍ恐
怕很难用初等方法证明 ．

§ ２ Чебышев多项式引申出的几个问题

ｎ 次Чебышев多项式 Ｔｎ（ｘ）归纳定义为：Ｔ０（ｘ）＝ １，Ｔ１（ｘ）＝ ｘ，而对于
ｎ ≥ ２，有

Ｔｎ（ｘ）＝ ２ｘＴｎ－１（ｘ）－ Ｔｎ－２（ｘ）

容易归纳证明，ｎ ≥ １时 Ｔｎ（ｘ）是首项系数为 ２ｎ－１的 ｎ 次整系数多项式 ．
归纳可证 Ｔｎ（ｃｏｓθ）＝ ｃｏｓ（ｎθ）．由此可知，｜ ｘ ｜≤ １时 ｜ Ｔｎ（ｘ）｜≤ １ ． Ｔｎ（ｘ）

有 ｎ 个不同实根 ｕｋ ＝ ｃｏｓ（２ｋ ＋ １）π
２ｎ （０≤ ｋ ≤ ｎ － １）和 ｎ － １个极值点 ｖｋ ＝

ｃｏｓ ｋπ
ｎ（１≤ ｋ ≤ ｎ － １），Ｔｎ（ｖｋ）＝（－ １）ｋ，它们在［－ １，１］中交错分布：ｖ０ ＞

ｕ０ ＞ ｖ１ ＞ ｕ１ ＞ … ．

同样归纳可证 Ｔｎ（
ｕ ＋ ｕ－１

２ ） ＝ １
２（ｕｎ ＋ ｕ－ ｎ），由此有 ｜ ｘ ｜ ＞ １ 时

｜ Ｔｎ（ｘ）｜ ＞ １ ．
利用特征方程可求出显式

Ｔｎ（ｘ）＝ １
２（（ｘ ＋ ｘ２ －槡 １）ｎ ＋（ｘ － ｘ２ －槡 １）ｎ）＝ ∑

ｎ[ ]２

ｋ ＝ ０
Ｃ２ｋ
ｎ（ｘ２ － １）ｋｘｎ－２ｋ

Чебышев定理 给定正整数 ｎ，区间［α，β］和非零实数 ａ，首项系数为 ａ
的 ｎ 次实系数多项式 ｆ（ｘ）在区间［α，β］上的振幅

Ｍ（ｆ，［α，β］）＝ ｍａｘ
ｘ∈［α，β］

｜ ｆ（ｘ）｜≥
｜ ａ ｜（β －α）ｎ

２２ｎ－１

达到最小值的多项式只有一个

ｆ（ｘ）＝ ａ（β －α）ｎ

２２ｎ－１
Ｔｎ（

２ｘ －α －β
β －α

）＝
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ａ
２ｎ－１∑

ｎ[ ]２

ｋ ＝ ０
Ｃ２ｋ
ｎ（ｘ －α）ｋ（ｘ －β）

ｋ（ｘ －α ＋β
２ ）ｎ－２ｋ

令 Ａ 为实系数多项式的一个集合，ｆ 取遍 Ａ 时Ｍ（ｆ，［α，β］）的最小值记做
Ａ（［α，β］）．达到这个最小值的 ｆ 称为极值函数 ．
Чебышев定理的结论及证明方法对于研究多项式族在区间上振幅的极值

问题有重要的启发 ．它的基本证法是先猜测构造极值函数，然后用同一法给予
证明 ．证明中用到多项式的惟一性定理（又称恒等定理）：如两个至多 ｎ 次的多
项式在 ｎ ＋ １个不同点处的值分别相等，则它们必恒等 ．循着这一思路，改变问
题的条件和提法，可以引申出一些有趣的极值问题 ．

引申问题 １ 给定正整数 ｎ，区间［α，β］，以及不属于［α，β］的实数 ｕ，令
Ａ ＝｛ｆ（ｘ）｜ ｄｅｇ ｆ ≤ ｎ，Ｍ（ｆ，［α，β］）≤ １ ｜｝． ｆ取遍Ａ时求 ｜ ｆ（ｕ）｜ 的最大值 ．
解 记

ｖｋ ＝α ＋β
２ ＋β －α

２ ｃｏｓ ｋπ
ｎ ０≤ ｋ ≤ ｎ

由 Ｌａｇｒａｎｇｅ插值公式

ｆ（ｕ）＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ ０
ｆ（ｖｋ）∏

ｉ≠ ｋ

ｕ － ｖｉ
ｖｋ － ｖｉ

注意到所有的 ｕ － ｖｉ 彼此同号（因为 ｖｉ 都在区间［α，β］中，而 ｕ 在区间外），ｖｋ
关于 ｋ 递减，且 ｜ ｆ（ｖｋ）｜≤ １，故

｜ ｆ（ｕ）｜≤∑
ｎ

ｋ ＝ ０
｜ ｆ（ｖｋ）｜∏

ｉ≠ ｋ

ｕ － ｖｉ
ｖｋ － ｖｉ ≤ ∑

ｎ

ｋ ＝ ０
（－ １）ｋ∏

ｉ≠ ｋ

ｕ － ｖｉ
ｖｋ － ｖｉ

＝

∑
ｎ

ｋ ＝ ０
Ｔｎ（ｃｏｓ

ｋπ
ｎ）∏ｉ≠ ｋ

２ｕ －α －β
β －α － ｃｏｓ ｉπ

ｎ

ｃｏｓ ｋπ
ｎ － ｃｏｓ ｉπ

ｎ
＝ Ｔｎ（

２ｕ －α －β
β －α

）

（最后一步是对 Ｔｎ（ｘ）用 Ｌａｇｒａｎｇｅ插值公式）这个上界又可写成

２ｎ

（β －α）ｎ∑
ｎ

ｋ ＝ ０
Ｃ２ｋ
ｎ（ｕ －α）ｋ（ｕ －β）

ｋ ｕ －α ＋β
２

ｎ－２ｋ

ｆ（ｘ）为极值函数，当且仅当 ｆ（ｖｋ）＝（－ １）ｋ（０≤ ｋ ≤ ｎ）或 ｆ（ｖｋ）＝（－ １）ｋ＋１

（０≤ ｋ ≤ ｎ）．由于 ｎ ＋ １个不同点处的值惟一确定 ｎ次多项式，故极值函数只
有两个，即

ｇ（ｘ）＝ ± Ｔｎ（
２ｘ －α －β
β －α

）

本题也可用同一法讨论 ．设 ｆ∈ Ａ使 ｜ ｆ（ｕ）｜ 不小于上面给出的值，选取 ｇ
的符号使 ｇ（ｕ）与 ｆ（ｕ）同号 ．不妨设 ｕ ＞β且 ｆ（ｕ）＞ １ ．作φ（ｘ）＝ ｇ（ｘ）－
ｆ（ｘ）．注意到

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｏｌｙｍｐｉａｄｓ ａｎｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｃｕｌｔｕｒｅ
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ｇ（ｕ）≤ ｆ（ｕ） ｇ（ｖｋ）＝（－ １）ｋ ｜ ｆ（ｖｋ）｜≤ １
就得到：φ（ｘ）在 ｖｎ，ｖｎ－１，…，ｖ０，ｕ处交替变号，而且极值点 ｖｋ（１≤ ｋ≤ ｎ － １）
若是φ（ｘ）的根就是二重根，又如果φ（ｘ）在（ｖ１，ｕ）中只有一个根 ｖ０，它也是二
重 ．因此φ（ｘ）至少有 ｎ ＋ １个实根（计算重数），故φ（ｘ）＝ ０，即 ｆ ＝ ｇ ．

引申问题 ２ 给定正整数 ｎ，区间［α，β］和非零实数 ｃ，Ａ ＝｛ａｎｘｎ ＋ … ＋
ａ１ ｘ ＋ ｃ ｜ ａｎ，…，ａ１∈ Ｒ｝，求 Ａ（［α，β］）．
解 （１）如 ０∈［α，β］，则 Ｍ（ｆ，［α，β］）≥ ｜ ｆ（０）｜ ＝ ｜ ｃ ｜，ｆ（ｘ）＝ ｃ达到，

故 Ａ（［α，β］）＝ ｜ ｃ ｜ ．

（２）设 ０不属于［α，β］，即αβ ＞ ０，此时 α ＋β
β －α ＞ １，可令

α ＋β
β －α ＝（ｕ ＋ ｕ－１）／ ２ ｕ ＝α ＋β ＋ ２ α槡β

β －α

猜测极值函数为 ｇ（ｘ）＝ ｍＴｎ（α
＋β － ２ｘ
β －α

）．代入 ｘ ＝ ０，求 ｍ ．

ｇ（０）＝ ｃ ＝ ｍＴｎ（（ｕ ＋ ｕ－１）／ ２）＝ ｍ（ｕｎ ＋ ｕ－ ｎ）／ ２

故 ｍ ＝ ２ｃ
ｕｎ ＋ ｕ－ ｎ ＝ ２ｃ（β －α）ｎ

（α ＋β ＋ ２ α槡β）
ｎ ＋（α ＋β － ２ α槡β）

ｎ ＝

ｃ（β －α）ｎ

∑
ｎ[ ]２

ｉ ＝ ０
Ｃ２ ｉ
ｎ（４αβ）

ｉ（α ＋β）
ｎ－２ ｉ

而 ｇ（ｘ）＝ ｍＴｎ（α
＋β － ２ｘ
β －α

）＝ ｃ（－ ２）ｎ

∑
ｎ[ ]２

ｉ ＝ ０
Ｃ２ ｉ
ｎ（４αβ）

ｉ（α ＋β）
ｎ－２ ｉ

∑
ｎ[ ]２

ｋ ＝ ０
Ｃ２ｋ
ｎ（ｘ －α）ｋ（ｘ －β）

ｋ（ｘ －α ＋β
２ ）ｎ－２ｋ

由以上构造自然有

ｇ ∈ Ａ，Ｍ（ｇ，［α，β］）＝ ｜ ｍ ｜ ＝ ｜ ｃ ｜（β －α）ｎ

∑
ｎ[ ]２

ｉ ＝ ０
Ｃ２ ｉ
ｎ（４αβ）

ｉ ｜α ＋β ｜ ｎ－２ ｉ

设有 ｆ ∈ Ａ 使得Ｍ（ｆ，［α，β］）≤ ｜ ｍ ｜，作φ（ｘ）＝ ｇ（ｘ）－ ｆ（ｘ），则

φ（０）＝ ０ ｇ（ｖｋ）＝（－ １）ｋｍ ｜ ｆ（ｖｋ）｜≤ ｜ ｍ ｜
故对 ０≤ ｋ≤ ｎ，φ（ｖｋ）的值交替地≥ ０和≤ ０，而且在极值点（１≤ ｋ≤ ｎ － １）
处若有φ（ｖｋ）＝ ０，ｖｋ必是重根 ．因此φ（ｘ）至少有 ｎ ＋ １个实根（计算重数），但
ｄｅｇφ（ｘ）≤ ｎ，故φ（ｘ）＝ ０，即 ｆ ＝ ｇ ．

这样就用同一法证明了 Ａ（［α，β］）＝ ｜ ｍ ｜，而且极值函数只有一个，即
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