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内 容 简 介

    本书第三版保持了内容精选、适用性较广并便于教学的特色，吸收很多

高校教师使用本书中提的宝贵意见，参考现行教学大纲并考虑到当前教学发

展的需要。修订时注意将一些论证写得详细些，并简化部分证明;全书各章

均配上小结;对数学术语依现行标准统一订正;增加例题，调整习题，特别收

取了近年来招考研究生的部分试题。此外，订正了书中的各种错误。篇幅略

有增加。

    全书共十章:第一篇包含集与点集、勒贝格测度、可测函数、勒贝格积分

与函数空间L0五章，第二篇包含距离空间、赋范线性空间与内积空间、赋范

空间上的有界线性算子、内积空间上的有界线性算子与广义函数大意五章。

每章后附有习题。

    本书可作为综合大学、理工大学、师范院校的数学与应用数学、计算数

学、统计数学等专业的教材，也可作为部分研究生、自学者的参考用书。所需

预备知识为数学分析、线性代数(第一、二册)、常微分方程与复变函数(第二

册)的基本内容。
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    本教材是我们在南京大学数学系多年教学的基础上产生的，

这次编写时又增加了若干新内容。全书共分两篇。第一篇介绍实

变函数论，内容包括点集、测度与可测函数，L积分以及积分序列

的极限的三大定理与傅比尼定理等。以勒贝格积分为重点，采用

内、外测度的方法构造点集的测度，用简单函数的积分引进L积

分，以期符合由浅入深、由特殊到一般的认识规律。L0空间专列

一章，其中还包括在应用上极为重要的傅里叶变换，为过渡到第二

篇提供典型的例子。第二篇讲述泛函分析的一些基本内容。如距

离空间、赋范线性空间、希尔伯特空间等概念，线性分析的几条基

本定理，全连续算子的黎斯一邵德尔理论，完备内积空间中有界自

伴算子的谱论初步。书中给出不少例子以说明基本概念，为了使

学生了解本学科中抽象的必要性与应用的广泛性，我们曾作了一

定的努力。鉴于本课程是一门重要基础课，在数学教学中具有承

上启下的作用，所以我们安排了某些内容，如微分与积分、L积分

与R积分的比较、压缩映象原理等，以便与数学分析、代数、方程

等相联系;同时，还适当介绍了有关序集、抽象测度、LS积分概

念、拓扑空间大意等内容，为感兴趣的读者进一步学习近代数学与

近代物理打下墓础。各章末均附有习题，以供教学时选用。

    本教材是为综合大学数学系同名课程而试编的，估计一学年

126学时左右可以讲完(主要内容)。如果只安排一学期72学时

的，则可选用第一章到第六章的基本内容。进修班、高等师范学校

也可参考使用。

    教材初稿曾得到程其襄、严绍宗、王斯雷、张奠宙，徐荣权、俞

致寿教授等的细心审查与认真讨论，曾远荣、江泽坚、夏道行教授
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专门阅览了手稿，他们都提出了许多宝贵意见，编者基本上都采纳

了;函数论教研室的马吉溥、苏维宜、任福贤、何泽霖、宋国柱、王巧

玲、王崇枯、华茂芬等同志协助阅读手稿，并参加了部分修改工作。

编者在此谨对他们致以衷心的感谢。由于我们水平所限，加之时

间仓促，书中错误在所难免，希望专家与同志们多多给予指正。

      编 者

1978年 10月于南京
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    我们十分感谢很多高校教师使用本书并提出宝贵意见。感谢

高等教育出版社王瑜、李蕊同志建议再一次修订本书，以适应当前

教学发展需要，还要感谢尹会成、秦厚荣、丁南庆教授的很有价值

的建议与支持。本次修订中我们在保留原书内容精选、适用性较

广的前提下，增加了一些例题和研究生试题，补充介绍若干常用概

念如勒贝格点、全密点及反演公式等，每章后附上小结并订正一些

错误。不知修改是否得当，还望广大读者赐教。我们经常获悉海

内外学子说:读了实变函数与泛函分析后始感分析学的一些奥妙，

对学习现代数学的兴趣增强了。如本书果真对他们有所帮助，则

编者的修订当不算徒劳了。最后，我们谨对高等教育出版社文小

西先生的细心审校与宝贵建议表示衷心感谢，还要对ATA编辑

部的朱燕同志不辞辛劳为本书作出全部打印稿表示深深谢意。

    编 者

2004年2月于南京
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    在修订第二版中，我们做了若干少量的补充并修正了某些错

误。习题也做了增加。这样，在使用本书时选择的自由度就加大

了。

    程其襄教授再一次通阅全稿并提出许多宝贵意见，编者不胜

感谢。

    广大教师与读者热情来信指出本书中的一些缺点与疏漏之

处，编者谨对他们表示谢意。

    编 者

1986年 1月于南京
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第一章 集 与点 集

数学分析中最重要的概念之一是黎曼(B. Riemann )积分，从

黎曼积分的记号ff(二)d二可以看出，它含有两个要素“一个运
算，即被积函数f(x)、积分区间〔a,司与积分运算.本篇的中心内

容是勒贝格(H. Lebesgue，积分，它的‘己号是丁:f(x)dmE ，这里
f(x)是可测函数，E是欧几里得(Euclid)空间中可测集，不必是区
间，而积分运算依赖于所考虑的测度 ，n这是近代积分论中最重

要的一种积分，讨论这种积分不仅是为了推广黎曼积分，而且是由

于它本身在运算上的灵活性，这对进一步学习近代数学是十分必

要的.同时，我们可以看到，数学分析中的一些重要结果也由此得

到较为精确的说明.勒贝格积分理论的产生自有它的实际背景.我

们将按照集、可测集与可测函数、积分的顺序来讨论，把有关积分

的各个环节逐一弄清，进而掌握积分的完整概念，积分的性质及应

用.本章先由基本概念— 集与点集讲起.

'1 集及其运算

    集或集合是数学中的一个基本概念.本书所研究的集合，均指

具有确定内容或适合一定条件的事物的全体.对集合的这样的粗

略理解不影响我们对本书主题的讨论，因而我们将不去谈集的严

格定义.构成一个集的那些事物称为集的元或元素.元与集的关系

是个别与整体的关系，例如，一个圆周上的点的全体成一集，它的

元是点.以实数为系数的多项式全体成一集，它的元是实系数多项
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式.书中恒约定，对给定的集，任一元要么属于它，要么不属于它，

二者必居其一

    又如，直线上的一切开区间(a,b)成一集(或称类)，这集的元

是开区间.[0,1」上一切连续实函数构成一集.实轴上满足I cos x I

>,1/2的点构成一集且具体可写为

            {xER:k二一二/3<-x<k二+耐3,kEZI，

这里R表示实数集，Z表示整数集.

    本书常用拉丁文大写字母A,B等表示集，用小写字母a,b

等表示集的元.

    现在我们引进有关集的一些简单概念或术语.设A是一个

集，a是它的元，就写为aEA，读作a属于A，它的意义与A含有

a相同.若元b不属于A，写为b百A或b在A.对于任何集A，我

们恒约定A百A，即集A自身不能看成A的元.

    若集A的元只有有限个，称A为有限集 不含任何元的集称为

空集，用记号0表示一个非空集，如果不是有限集，就称为无限集

    某些集之间可以有种种关系或性质.最基本的关系要算“包

含”与“相等”.设A,B是两个集，若A的每个元都属于B，称A

是B的子集，记成ACB或BDA，分别读作 A含于B或B包含

A.若ACB且存在一个元x任B而x百A，则称A是B的真子

集.为了方便，规定空集0是任何集的子集.设A,B是两个集，若

ACB与BCA同时成立，则称集合A与B相等，记成A=B.

    设给定一集A与一性质二.用记号

                      {a:a〔A，二(a)}

表示A中具有性质二的元a所成的集，有时简记成A37r(a)}.

例如，上面的一个例子可以写成{x:xER且}Cos x I >,合}或

R3 x:}二x I >合卜关系式{a: aEA,ir1(a)I〔Ia:aEA,X2(·，‘
的意义是:由性质二，(a)可以推出性质二2(a)(a任A).

    4
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    下面引进集的运算.

    定义1.1 设A,B是两个集.由A中的元以及B中的元全

体所成的集称为A,B的并，记成AUB(图1);就是说

                AUB=lx:xEA或二EB}.

由同时属于A与B两者的那些元所成的集称为A与B的交，记

成A门B(图2)，有时简写成AB.即

                A门B二!x:xEA且xEB}，

由属于A而不属于B的那些元所成的集称为A与B的差，记成

A一B(图3).当BCA时，差集又称为B关于A的补集，记成呱B

并集与交集概念可以推广到任意个集的情形.设}A. '.E:是一集

族，这里I是指标集，a在I中取值，那么它们的并与交分别定义

为

UA。二
oe I

a:有某个。EI使aEA,}

a:对一切aEI有a E A,}

    图 I

例 1

AUB 图 2 AnB 图 3 A-B

设A= 12n一1:nEZ1,B=1nEZ:InI镇31.那么可

求出

      AUB=卜2,0,2,2n一1:nEZ1，

      A门B二}一3，一1,1,31，

      A一B二{2二一1:n>2或 n毛一2,nEZI，

      B一A=}一2,0,21.

我们建立下列定理.

定理1.1 对于集 E与任意一集族}A,1, r，恒有分配律



成立 :

          En(。曾1 Ao)一。瞥，(EnA,)·
    证 xEEn(U Aa)当且仅当xEE且xE UA。或xEE

                                  .El 。〔I

且存在。0E1使xEAQ0·上述论断等价于xEEnA,(对某个
ao).从而等价于xE U (EnA,).这证明了所欲证的等式成立.

                                              口〔 I

    当我们在研究一个问题时，如果所考虑的一切集都是X的子

集，这时便称X为基本集.例如限制在数直线上研究各种不同的

点集，那么数直线是基本集.对于任一基本集X，差集X一A称为

A关于X的补集或简称为A的补集，记成呱A或WA.

    容易看出，X关于自身的补集为空集，而空集关于X的补集

为X，即leX =必,c,必二X.此外，任一集A取二次补集运算又回

到自己.WA =A，且

                          X二A U 'CA，

右边两集互不相交，即它们没有公共元.基本集这种简单分解称为

X的互斥分解.例如，设R中的一切有理数集为Q，无理数集为I,
那么R便有下述互斥分解:

                        R=QUI.

    定理1.2 对于基本集X中的并集、交集的补集运算，有

i)ce(UAa)=n (TA,);

ii),w(n Ae)=U(t'A,)

证 设xÈC(UA,)，则x不属于任何A。故x属于每个AQ

的补集IeAo，因此x任门(c'AQ).由此可见

                C̀(UA,)c n (̀8'A.)

同理可证T(UA,)D n (̀eA,).这样((i)得证

由于(i)对任意集族I Aa}为真，应用到集族肠鸽。}上得

          '(U WA,)=门(̀0eA.)).



两边取补集，注意},'(TAo)=A�，即得

U (̀FAQ)=,e(n Aa

即(ii)成立(左右调了位).

    所证定理称为德康根(De Morgan)法则.它提供一种对偶方

法，能将已证明的关于集的某种性质转移到它们的补集上去(参看

后面的定理3.3与3.5).

    例2 读者应注意，集的运算u,n，一等看来好像与数的十，

x，一类似，但其实不然.例如，考察下列二式是否正确:

    (i) A(B一C)=AB一AC,

    (ii) A一(B一C)=(A一B)UC

    (i)是正确的，证明如下:

    取X为基本集，X二AUBUC.那么

        左边=A(BcC)=(A刀) 16C

            =ABTA U ABWC (AB WA=0 )

            =AB(leAUWC) (利用定理1.1)

            = ABA (AC) (利用定理1.2(ii))

            二AB一AC=右边.

    (ii)是不正确的，例如，若C中有不含于A的元。，那么右边含

有。，而左边恒是A的子集，不可能含有元:.

    类似地，式子AU(B一C)=AUB一C也不正确，读者可自

行考虑.

    因此，在处理集的运算时要细心些，概念要理解准确，推导要

有依据，切不可一味依照数的运算法则进行.

'2 映射·集的对等·可列集

    我们知道，数学分析中所讲的函数可以看成是数集与数集之

间的一种对应关系，或数集到数集的映射.把函数概念一般化，得
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到下面的定义.

    定义2.1 设A,B是两个非空集.若依一定的法则f，对每

个xEA，在B中有一个确定的元y与之对应，则称f是定义在A
上而取值于B的映射，记成f : A-B，并将x与y的关系写成y二

f(x).这时称A为f的定义域，而称

                  f(A)二{f(x):xEA}

为f的值域，或A在映射了下的像.
    注意，两个法则f与9的给出方式可能不同，如果它们有同一

效果，即对一切xEA有了(x)二g(x)，则认为它们表示同一映
射.

    设给定映射f:A-B，如果有B = f(A)，就是说，f的像充满
整个B，则说f是满射或映上的;如果对每个yEB，仅有唯一的x

EA使f(x)=y，则说f有逆映射f i，它是定义在f(A)上而取
值于A上的满射.im映射f:A-f(A)有逆映射时，称f是一一

映射.设AOCA，映射g在A。上定义且它在A。上的值与f相同，

则称g是f在A。上的限制，记为g二月，。·这时也称f是g在A
上的扩张.

    设给定两个映射f:A-iB,g:B->C，用记号gaf表示A到C

的映射，由关系gaf(x)=g(f(x))(xEA)定义，称为f与g的
结合.设B, CB，用记号f一 '(Bo)表示B。在映射f下的原像，即

            f -‘(B,)=}x:xEA,f(x)E Bo}.

容易验明，若B0CB,AOCA，则一般有

          f(f一 ̀(Bo))CBo,f一 ̀(f(Ao))DAo.

如果{A. I.,，是A的子集族，{ Ba { aE，是B的子集族，同样容易验
证下列关系:

f(UA.)=Uf(Aa),f-̀{nBa)=n f-' (Bc

    今后我们常要用到集E的特征函数概念，记成X, (X)，它的
定义是

    8



  ，、_}1，若xEE
XEkx’一!0，若xEE

    定义2.2 设A,B为两个集，如果有一一映射f存在，使

f(A)=B，则称A与B成一一对应或互相对等，记成A一B.

    对等概念是一种等价关系，它对于无限集的研究是十分重要

的。关于对等，易见有下列性质:

    (i)自反性 A---A;
    (ii)对称性 若A-B则B---A;

    (iii)传递性 若A-B,B-C，则A-C.

    由对等的定义可知，当两个有限集互相对等时，它们的元的个

数必相同.至于无限集，采用元素个数一词就不适宜，但对等概念

仍然可用.粗略地说，可以用对等概念对无限集的元的“个数”进行

比较.

    在所有无限集中，自然数集N= 11,2,3,""-}是最简单的一个.

任何一个集，若与N对等，就称为可列集.换句话说，可列集的一

切元可用自然数编号，使之成为无穷序列的形式:a�a2,""",a�,

a�+t，·⋯可以举出许多可列集的例子.例如全体正偶数集依2n-n
对应的方法与N成一一对应;Z与N的对应方法如下:

0-1,(一‘)·‘’【n2卜·，一，，，，⋯
其中记号〔x]表示不超过x的最大整数.这样，正偶数集与整数集

均为可列集.

    再举一个稍微复杂的例子:有理数集Q是可列的.其实，可把

非零有理数，写成既约分数的形式;= p/q，这里q>O,p=AO,p,

q均为整数，称n二}p I + q为:的“模”.现规定0的模为1，很明
显，模为 n的有理数的个数是有限的.于是把一切有理数按模的

递增顺序编组，凡是模相同的编在同一组里，然后再依组的顺序把

所有有理数逐个编号.这样，每个有理数得到了一个确定的号码，

因而建立了Q与N之间的一一对应，这证明了有理数集Q的可列
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性.

    不难看出，可列集的子集至多是可列的.由此推知，实直线R

上任一类互不相交的开区间集必为可列集或有限集.其实，在每个

区间中取一有理数与这个区间对应，则不同区间对应于不同的有

理数，故所述开区间类与有理数的一子集对等，因而至多是可列

的.

    可以断言，可列集是无限集中“元素的个数最少”的一类集.这

句话的精确含义由下列定理表出.

    定理2.1 任何无限集含有一个可列子集.

    证 设A是任给无限集.用归纳法，可作出A的子集列

IA. InEN使每个A。恰含n个元.其实，因A护曰，可取出a1EA,

并令A，二I a,1.假定对任意自然数n，用任何方式作出了A的子

集An，它有n个元，那么由于A一A，非空，可取。，十，任A一An,

令A。十;=An U I an+1}，则显见A，十I是A的子集且含有(n十1)个

元.由此可见，所述序列{An I nEN存在.现在对每个nEN，令
                                                                        n-1

            B。一A2,:一(U。 A2kk=0 )·
那么，I Bn}是A中互不相交的子集类，并且看出，B。中元的个数

                            摊一I

不少于2”一艺2k = 1，故每个B，非空·我们由每个B。中取一个
                            乏=0

元构成一个集B，则易见B是A的可列子集.

    定理证完.

    由一所证定理可以推出下列事实:凡无限集必与它的一个真子

集对等.其实，设 A是所给无限集，据定理 2.1,A存在可列子集

I an I nEN，令B=A一!a1}，则B是A的真子集.作下列对应:
            a4-*a， 对aEA一{a,}  nENf

              ak̀-'ak+1， 对k==1,2，·⋯

易见这是A与B之间的一一对应，因而A与它的一个真子集B

对等.所证事实是任何有限集所不具有的，它是无限集的一个特征
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