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内 容 简 介

本书是世界著名的数学科普读物．它搜集了许多经

典的数学珍品，对整个数学领域中的基本概念与方法，做

了精深而生动的阐述．无论是数学专业人员，或是愿意做

科学思考者都可以阅读此书．特别对中学数学教师、大学

生和高中生，都是一本极好的参考书．
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译 者 的 话

Ｒ·柯朗（ＲｉｃｈａｒｄＣｏｕｒａｎｔ）是当代对数学研究与数学教育都

具有深远影响的数学家，是西方公认的数学权威．他１８８８年１月８
日生于鲁布里尼茨（即现在波兰的鲁布里尼克（Ｌｕｂｌｉｎｉｅｃ）），１９１０
年在德国哥廷根大学获得博士学位，以后一直在哥廷根大学任教．
在哥廷根时，他与Ｄ·希尔伯特关系甚密．１９３３年他离开纳粹德

国，于１９３４年到美国纽约大学任教，并曾担任数学系主任和数学研

究院院长，在此期间，该研究院成了世界最大的应用数学研究中心．

１９７２年他在纽约去世．他对数学分析、函数论、数学物理、变分法等

都有精深的研究．他不仅学识渊博，是当之无愧的大数学家，而且一

生都从事和关心数学教育．他最伟大的贡献也许就是通过他的著作

和个人交往使许多青年数学家得到宝贵的启示和巨大的鼓舞．

Ｒ·柯朗一生著作极丰，其中最著名的是《数学物理方法》（与希

尔伯特合著）、《微积分》，还有就是《什么是数学》这本书．《什么是数

学》出版以来，受到普遍的热烈欢迎，并被译成多种文字，一版再版，

盛况至今不衰，成为数学世界名著之一．爱因斯坦和世界著名数学家

Ｈ·外尔、Ｍ·莫尔斯等都对本书给予了高度评价（见本书封底）．
时至今日，本书又由Ｉ·斯图尔特增写了新的一章而成为第二

版．在新增的一章中，Ｉ·斯图尔特结合原书的内容，讲述了在柯朗写

作年代尚未解决的一些重大数学问题（这些问题有的已经解决了，

如：费马大定理、四色问题．有的取得了很大进展，如：哥德巴赫猜

想．）以及现代数学的一些新方向、新分支．

１９８５年科学出版社出版过我们关于本书的译本（当时的书名为



《数学是什么》），曾受到读者热烈的欢迎．今天，我们很乐意再次翻译

这本书的第二版，相信必能受到新老读者的更大欢迎．
我们除了要再次感谢对我们１９８５版译本帮助良多的诸位朋友

外，还要感谢汪宇先生和复旦大学出版社，使我们能将这第二版的新

译本得以出版．欢迎广大读者的批评与建议．

译者　２００４年９月

·ⅱ· 　什么是数学　



前　　言

１９３７年夏，我还是一个年轻的大学生，我是通过阅读我父亲所

写的《微积分学》那本书来学习微积分的．我相信，那时，是他第一次

想到要写一本关于数学方法和概念的初等读物，并且认为我有可能

在这个方面给以帮助．
于是在随后的几年里，逐渐形成了《什么是数学》这本书．我还能

清晰地回忆起那紧张的编写时期，特别是１９４０和１９４１年的夏季，我

协助 Ｈ·罗宾和我的父亲的情景．
当这本书出版的时候，其中若干本中有一个特别的扉页：数

学———献给洛丽．洛丽是我最小的妹妹，那时她１３岁．几年后，当我

要结婚时，我父亲要求我妻子读懂《什么是数学》，她未能做得很好，

不过她仍被接受进入我们的家庭．
很多年里，在纽约新罗彻尔的柯朗寓所的顶楼里放满了各种形

状的铁丝框架，它们是用来做本书第七章第１１节所述的肥皂膜实验

的．这些肥皂膜实验曾是孙儿们无限乐趣的源泉．尽管我父亲没有再

对他们重复这些实验，但他的孙儿中仍有一些人投身于数学及相关

领域的研究．
自原书出版后未再认真准备新版本．附有前言的修正版除了订

正了一些明显的印刷错误外与原版基本没有什么区别；所有随后的

印刷都与第三次修订本相同．在我父亲生前最后的岁月里，他有时曾

谈到使本书大规模现代化的可能性，但他不再有精力来完成此任

务了．
因此，当Ｉ·斯图尔特教授提议作现在这个修订本时，我是非常



高兴的．他根据数学最新进展对若干章节增添了一些评论和扩展．我

们知道费马大定理和四色问题已经解决了；无穷小和无穷大量，这些

过去在形式上使人不满意，并被当作有缺陷的概念，现在已经在“非

标准分析”中再次获得肯定（我上大学时曾用了“无穷”这个词，我的

数学教授当时指出“在我的班上不允许有‘坏’的语言”）．此修订版的

参考文献已经增加至当前．我希望《什么是数学》这个新版本将再次

在广大的读者中引起兴趣．

Ｅ·Ｄ·柯朗

１９９５年９月于纽约州的柏坡特

·ⅱ· 　什么是数学　
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第 二 版 序 言

《什么是数学》这本书是一本数学经典名著，它收集了许多闪光

的数学珍品．它的目标之一是反击这样的思想：“数学不是别的东西，

而只是从定义和公理推导出来的一组结论，而这些定义和命题除了

必须不矛盾外，可以由数学家根据他们的意志随意创造．”简言之，这

本书想把真实的意义放回数学中去．但这是与物质现实非常不同的

那种意义．数学对象的意义说的是“数学上‘不加定义的对象’之间的

相互关系以及它们所遵循的运算法则”．数学对象是什么并不重要，

重要的是做了什么．这样，数学就艰难地徘徊在现实与非现实之间；

它的意义不存在于形式的抽象中，也不存在于具体的实物中．对喜欢

梳理概念的哲学家，这可能是个问题，但却是数学的巨大力量所

在———我们称它为，所谓的“非现实的现实性”．数学联结了心灵感

知的抽象世界和完全没有生命的真实的物质世界．
我第一次见到《什么是数学》这本书是在１９６３年，那时我正打

算在剑桥大学谋求一席之地．这本书被推荐给未来数学专业的学

生阅读．甚至到今天，任何想以先进的观点来看待大学数学的人，

浏览这本书同样有益．然而，你不必像一个崭露头角的数学家一样

要从柯朗和罗宾的代表作中得到大量的信息和深刻的洞察．你可

以完全根据自己在数学方面的兴趣，基于你已有的数学背景知识，

选取一部分内容进行舒心愉快的阅读．中学代数，初等微积分，以

及三角函数，再加上一点欧氏几何的帮助，有了这些方面的知识就

足够了．
人们可能认为一本最后版本几乎是在５０年前出版的书是过时



的了———它的术语已经陈旧，它的观点已与现代的形式不符了；但事

实上，《什么是数学》这本书写得相当好，它所强调的解决问题的方法

至今仍有效，它所选取的数学材料如此之好以至于没有一个单词或

符号必须在新版中删去．
假如你认为这是因为数学从来没有什么改变，那么我请你去关

注一下新增的一章“最新发展”，它将向你展示数学的改变是多么迅

速．这本书写得好，是因为尽管数学一直在发展，但书中选取的、有关

历史上的著名发现的专题，都是很难抛弃的．对定理，你不可能不加

以证明．事实上，你可能偶然间发现一个长期被接受的论证是错误

的———这曾经发生过的．但这只表明，从一开始证明就是错误的．然

而，新的观点通常会导致旧的论证过时，或对旧的事实不再感兴趣．
《什么是数学》这本书没有过时，是因为所选取的材料展示出了无限

完美的数学品位．
正规的数学就像拼写和语法一样，是一种对约定规则的正确

应用．有意义的数学就像用来讲述有趣故事的报纸杂志；但不像某

些报纸杂志，它的故事必须是真实的．最好的数学就应该像文学作

品———故事来源于你眼前活生生的生活，致使你把精力与感情投

于其中．就数学来说，《什么是数学》这本书是一部才华横溢的作

品．新增的一章的主要目的是要把柯朗与罗宾所讲的故事延续到

今天，例如，阐述了四色问题和费马大定理的证明．这些是在柯朗

和罗宾写书时尚未解决的主要问题．现在它们已经被证明了．我发

现了一个真实的数学上的诡辩（见第九章“最新进展”），我认为相

关的这个特别的内容其观点已经变化了．柯朗和罗宾的论证，包括

他们用的假设，是正确的．但是，那些假设不再像他们所做的那么

合理了．
我并不试图介绍那些近来变得很著名的课题，比如：混沌、对称

破缺，或者许多其他的有趣数学发现以及２０世纪的数学发现．你可

以通过很多途径找到那些发现，特别从我的书《从这儿通往无限》．那

·ⅱ· 　什么是数学　



本书可作为《什么是数学》这新版本的姊妹书．我的宗旨是仅仅添加

一些材料使得原先的东西与时俱进———虽然在一些特殊的情况下，

我努力去做，而在其他场合我却没能这样．
什么是数学？

它是独特而唯一的．

Ｉ·斯图尔特

１９９５年６月于考文垂

·ⅲ·　第二版序言　



对第一版修正版的序言

近些年来，在许多事情的推动下，人们对数学知识与训练的需要

日益增加．现今，除非学生和教师设法超越数学的形式主义，并努力

去把握数学的实质，否则产生受挫和幻灭的危险将会更甚．这本书就

是写给这样的学生和教师的．人们对第一版的反应鼓舞了作者，使作

者敢于期望本书对读者会有所助益．
许多读者的批评使得本书作了多方面的修正与改进．

Ｒ·柯朗

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



第 一 版 序 言

两千多年来，人们一直认为每一个受教育者都必须具备一定的

数学知识．但是今天，数学教育的传统地位却陷入了严重的危机之

中．而且遗憾的是，数学工作者要对此负一定的责任．数学教学有时

竟演变成空洞的解题训练．这种训练虽然可以提高形式推导的能力，

但却不能导致真正的理解与深入的独立思考．数学研究已出现一种

过分专门化和过于强调抽象的趋势，而忽视了数学的应用以及与其

他领域的联系．不过，这种状况丝毫不能证明紧缩数学教育的政策是

合理的．相反，那些醒悟到培养思维能力的重要性的人，必然会采取

完全不同的做法，即更加重视和加强数学教学．教师、学生和一般受

过教育的人都要求数学家有一个建设性的改造，而不是听其自然，其

目的是要真正理解数学是一个有机的整体，是科学思考与行动的

基础．
某些传记性与历史性的名著以及富有启发性的普及读物，曾激

起了潜在的一般兴趣．但是，借助轻松愉快的传授所得到的数学知

识，决不会比通过最出色的新闻杂志对那些从未听过音乐的人进行

音乐教育获得的更多．实际去接触活生生的数学内容是必不可少的．
当然，应当避免走弯路或陷入技术性的细节．介绍数学不必过分注重

通常例行的做法，也不应采取生硬的教条主义的态度，因为教条主义

会掩盖动机和目的，妨碍人们作实事求是的努力．实际上，我们可以

由最基本的事实出发，不必拐弯抹角而直达一个可以综览近代数学

的实质和动力的有利位置．
现在这本书是朝此方向的一个尝试．因为所需知识估计在高



中课本中都可以找到，所以把它看成一本通俗读物也无妨．但是，

这并不意味着是对那种贪图省劲，不愿作任何努力的危险倾向的

让步．阅读本书要求读者在智力上比较成熟并乐意进行独立思考．
本书既是为初学者也是为专家，既是为学生也是为教师，既是为哲

学家也是为工程师，既是为课堂教学也是为参考阅览而写的．这个

抱负可能是太大了．这本书虽经若干年的准备，但在其他工作的压

力下，却是在其真正完成之前出版，故不得不作某些折衷处理．欢

迎批评和建议．
无论如何，作者希望本书能对美国高等教育有所贡献，以表对这

个国家给我的机会的谢意．此书的计划与观点应由本人负责，而任何

荣誉与奖赏则必须与 Ｈ·罗宾（ＨｅｒｂｅｒｔＲｏｂｂｉｎｓ）共享．自从他参加

这项工作以后，就全力以赴地完成了他的事项，并且本书能以现在这

种形式完成，他的合作是决定性的因素．
我们要十分感谢许多朋友的帮助．与玻尔（ＮｉｅｌｓＢｏｈｒ）①、弗里

特里希（ＫｕｒｔＦｒｉｅｄｒｉｃｈｓ）②和诺依格包尔（ＯｔｔｏＮｅｕｇｅｂａｕｅｒ）③的讨

论影响到本书中哲学和历史的看法．ＥｄｎａＫｒａｍｅｒ从教师的立场上

给出了许多建设性的意见．形成本书最初想法的首次讲座纪录是由

ＤａｖｉｄＧｉｌｂａｒｇ提供的．在手稿的写作和无数次的修改中，Ｅｒｎｅｓｔ

Ｃｏｕｒａｎｔ、ＮｏｒｍａｎＤａｖｉｄｓ、ＣｈａｒｌｅｓｄｅＰｒｉｍａ、ＡｌｆｒｅｄＨｏｒｎ、Ｈｅｒ

ｂｅｒｔＭｉｎｔｚｅｒ、ＷｏｌｆｇａｎｇＷａｓｏｗ和其他一些人给予了帮助，并在很

多细节上作了改善．ＤｏｎａｌｄＦｌａｎｄｅｒｓ提出了许多有价值的建议，并

对打印稿作了仔细的校订．这本书的图是由ＪｏｈｎＫｎｕｄｓｅｎ、Ｈｅｒｔｈａ

ｖｏｎＧｕｍｐｐｅｎｂｅｒｇ、ＩｒｖｉｎｇＲｉｔｔｅｒ和 ＯｔｔｏＮｅｕｇｅｂａｕｅｒ绘制的．Ｈ．

Ｗｈｉｔｎｅｙ给出了本书附录中的练习．洛克菲勒基金教育委员会为课

程的建设和论文提供了慷慨的支持，这些课程和论文后来成为本书

·ⅵ· 　什么是数学　

①
②
③

著名的物理学家，原子物理学的奠基人．———译注
著名数学家，哥廷根学派的成员之一．———译注
著名数学史家，哥廷根学派的成员之一．———译注



的基础．也要感谢 Ｗａｖｅｒｌｙ出版社，特别是ＧｒｏｖｅｒＣ．Ｏｒｔｈ先生，感谢

他们极有成效的工作．感谢牛津大学出版社，特别是ＰｈｉｌｉｐＶａｕｄｒｉｎ先

生和 Ｗ．Ｏｍａｎ先生，感谢他们令人感动的主动精神和合作．

Ｒ·柯朗

１９４１年８月２２日于新罗彻尔

·ⅶ·　第一版序言　



本 书 的 用 法

本书虽是按系统的次序写就的，但并不要求读者逐页逐章地去
读．例如历史和哲学的介绍最好推迟到读完本书其余部分之后再看．
各章之间基本上是独立的．每章开头通常是容易理解的，然后逐渐加
深，到每章的末尾及补充就相当难了．因此，对于那些想作一般了解
甚于要求专门知识的读者来说，可以满足于一些有选择的材料，而略
去详细讨论的部分．
数学基础较差的学生必须有所选择地阅读．带星号（）的部分

和小体字印刷的部分在初次阅读时可以略去，这对理解后面的部分
不会有多大影响．再者，也不妨只研究读者最感兴趣的那些章节．大
部分的习题都是精选的，比较困难的则用星号标出．读者如对其中的
许多问题不能解决也不足为怪．
在“几何作图”和“极大与极小”这些章节中，高中教师能为课外

活动小组或一些选定的学生找到有益的材料．
我希望本书既能为大学生、研究生，也能为对科学有真正兴趣的

专业人员提供帮助．本书也可作为关于数学基本概念的一个非常规
的大学基础教材．第三、四、五章可用作几何教材，而第六、八章合在
一起形成一个自成系统的微积分教材，它不像通常的微积分课本，而
是强调理解．这些材料对于那些按特殊需要补充一些资料，以及想提
供更多的例题以使内容更为生动的教师来说，都可当作初步教材．散
布在本书各个部分的大量习题以及书末增补的一些习题使本书更便

于在课堂教学中使用．
我还希望专家们能对某些细节和含有进一步发展的萌芽的初步

讨论感兴趣．
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