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内 容 提 要

　　由于计算机的迅猛发展与其关系密切的递推式数学考题常出

现在每年的高考中而中学数学教学中恰无此内容这就造成严重脱

节现象?本书就是针对此客观存在的不合理脱节为全国高中师生

补充这部分?营养??

本书内容有从递推式求数列通项?部分和?极限从通项求递推

式等?书中备有大量例题和习题大多出自全国高考题和美?日竞赛

题?书末附有习题答案供读者参考?

本书是中学师生的教学参考书也可供有兴趣读者参考使用?
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前　　言

在数列中由犪狀 求犪狀＋１称为递推?近十几年来我国的高考试题中
常常出现有关递推式的题目但是高中课本里只有讲数列的通项公式
和求和公式而没有讲到递推式这个内容这就使中学师生在教学和学
习中感到困难甚至视为洪水猛兽束手无策?
递推式这个知识其实并不是新知识但在过去没有引起重视?在

数学家只用一张纸一支笔就可以研究数学的年代求数列的某项的
值用通项公式是最佳的手段?譬如求某个数列的第１００项的值只
要在通项公式中令狀＝１００立刻可以求出犪１００了?如果利用递推式来
求犪１００你必须由犪１ 求得犪２再由犪２ 求出犪３??最后由犪９９求得

犪１００?这自然是十分麻烦的事情?然而自从电子计算机的广泛应用之
后情况发生了变化?计算机不怕复杂的计算特别是重复的计算那
它是最拿手不过的了?正因为这一点迭代就成为计算机进行计算时
的常用方法而迭代的数学基础就是递推式?因此在计算机时代递
推式的价值被重新挖掘了于是也就从?灰姑娘?变成骄傲的公主?
在这种背景下高考试卷中出现有关递推式的题目是并不奇怪的?

可惜高中教材和高考似有脱节?不仅是教材即使在可以用铺天盖地
来形容的数学参考书里也很少有完整论述递推式知识的书籍?为了
满足广大中学师生和大学生学习的需要笔者写出了这么一本书将它
奉献给读者希望对想要了解递推式知识和掌握相关试题求解的朋友
们有所帮助?
本书主要阐述从递推式求数列的通项?部分和?极限和从通项求递

推式的方法还对相关的理论问题作了一些简单的介绍?书中有大量
的例题和习题这些例题和习题有不少取材于各国的高考题和竞赛题
除日本的试题因为数量颇多不一一列出外其余都注明了出处特别
是我国的高考题我们专门列出一章予以详尽讨论?

１前言



在本书的撰写过程中参考了不少专著在本书所附的参考文献中
都已经列出但本书的例题和习题来源广泛实难一一列出在此向有
关学者和老师致谢?由于笔者水平有限书中不免会有错误和缺点敬
请专家?广大数学老师和同学们提出宝贵意见?

编者

２００３年８月
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序

记得余秋雨教授在他的?文化苦旅?中关于徐汇区有这么一些话?我认为上

海文明的肇始者是明代进士徐光启????其安葬地以后也是他的家族世代汇

居地开始称为?徐家汇??????徐家汇成了传播西方宗教和科学文明的重镇??

并提出?因此有人认为如果要把上海文明分个等级最高的一个等级也可名之为

徐家汇文明??

秋雨先生的这番评价着实让徐汇人深感历史赠予的一份厚礼令我们自豪

历史的馈赠又赋予我们更重的使命和责任使我们不怠地前行?的确徐汇有着

辉煌的文明史有着深厚的文化底蕴?

在徐汇这块土地上安息着古代纺织专家黄道婆沉眠着近代文明的播火者?

?几何原本?的翻译者徐光启也浸渍了左联作家柔石?殷夫等前辈不屈的足印?

在徐汇这块土地上近现代的大教育家蔡元培?著名音乐家贺禄汀?著名诗人

柯灵等一大批文学艺术家曾生活或工作于此?目前生活或工作在徐汇区域内的

有文学巨匠巴金还有各领域的顶尖人才包括在上海的近一半两院院士?

在徐汇这块土地上集聚了１０多所高等学府有著名的上海交通大学?复旦

大学医学院原上海医科大学?上海音乐学院等著名大学?同时还集聚了一批

声誉好质量高的中小学是全市重点中学最集中的区?其中有全国著名的上海中

学?南洋模范中学等一批重点学校有６所百年老校包括全国西洋式办学最早的

学校???徐汇中学创建于１８４９年?成人教育领域也出现了如前进进修学院这

样的知名品牌教育?

在徐汇这块土地上汇聚了众多的科研院所?有中国科学院上海分院和它所

属的上海天文台?有机化学研究所?药物研究所?植物生理研究所等１０多个研究

机构有上海科学院和它所属的１０多个研究机构有中央部委?集团总公司以及

局属和高校所属的各种研究机构１００多个其中包括上海市教育科学研究院?近

年来还诞生了许多民办的研究所?著名的国家级漕河泾高科技园区也设在徐汇

区内?

在徐汇这块土地上各类学校培养了千千万万各类人才其中包括数学泰斗

吴文俊院士?同时也造就了一批名师如德高望重的赵宪初老师?新近上海市
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评出了９位教育功臣其中周小燕?唐盛昌和顾泠沅就工作于徐汇区区域内的教

育单位和机构?除了上面提及的几位杰出教师之外区内还有相当数量的特级教

师?拔尖人才?学科带头人?中青年骨干教师形成了优秀教师的人才?金字塔??

他们有着丰富的教学经验是我区的宝贵财富?

在徐汇这块土地上生活着８６万居民其中具有大专以上文化程度的占五分

之一?高中阶段的入学率已达９８％已基本普及了十二年教育高等教育毛入学

率为５４％左右?

徐汇人杰地灵?她是科学文化的火车头她是人才的聚宝盆她是教育的沃

土?为了对得起?最高一个等级的上海文明?这样的赞誉为了对得起数以万计的

学子和家长徐汇的教育工作者始终兢兢业业不敢有丝毫懈怠力争做出更新更

佳的成绩?２００１年我区成为中国教育学会教育改革实验区国家科技部?教育部

等五部委授予的?中国青少年科技普及活动指导纲要?实验区并被评为全国?双

基?先进区?２００３年徐汇区教育局又被正式批准成为联合国教科文组织亚太地区

?教育革新为发展服务计划?中国联系中心是目前全国唯一的区县级教育行政部

门获批准的犝犖犈犛犆犗犃犘犈犐犇 联系中心?

为了总结我们的教育教学经验为了和全国的同行们切磋交流上海市徐汇

区教育学会编辑了这一套?上海徐汇教育丛书??本丛书是学科性质的书籍涉及

语?数?外?理?化等学科?对象主要是学生也可供教师参考?起点是中等水平的

学生优秀学生亦能从中得益?

本丛书力图体现素质教育的思想和要求并从这样的角度联系中考和高考?

既讲知识习题更重视培养能力?素质既讲传统知识和技能又体现时代特征

如计算机?计算器双语等领域?

本丛书的一本书讲一个专题每个专题力求有新意?专题可以是一个重点?

难点也可以是一种思想方法或者是一个带综合性的课题?

编撰这样一部丛书是一个庞大的系统工程我们还缺乏经验?希望我们这部

丛书对埋头苦读的莘莘学子有所帮助同时希望我们这套丛书能够起到抛砖引

玉的作用并得到全国同行的指教?

杜　俭

上海市徐汇区教育学会会长　　
上海市徐汇区教师进修学院院长

２００３年１０月　　　　　

２





项这一点我们都已知道了．其实也可以根据１．１式确定数列的各
项．在１．１式中令狀＝１就得到

犪２ ＝犪１＋犱＝犪＋犱
再令狀＝２就可得到

犪３ ＝犪２＋犱＝ 犪＋犱＋犱＝犪＋２犱
令狀＝３又可得到

犪４ ＝犪３＋犱＝ 犪＋２犱＋犱＝犪＋３犱
一般地

犪狀＝犪狀－１＋犱＝ 犪＋狀－２犱＋犱

＝犪＋狀－１犱．
　　通项公式１．２的特点是可以直接算出随意指定的项的值．譬如
计算第１００项只需在１．２式中令狀＝１００立得

犪１００ ＝犪＋９９犱．
而用１．１式来计算犪１００则必须先算出第２项而后算犪３犪４?以至

犪９９最后才能算出所需的第１００项犪１００的值．正是由于这种算法的特
点是?一个接着一个依次算出的?所以我们把１．１式中的

犪狀＋１ ＝犪狀＋犱　狀＝１２３?
叫做递推式?光有这个递推式还不行还必须知道首项犪１ 的值它是
递推的起点．因而在１．１式中还有

犪１ ＝犪

犪称为这个数列的初始值．
由于１．１式和１．２式都可以确定等差数列所以都可以作为等

差数列的定义．高中教科书里的等差数列就是利用１．１式定义的也
就是用递推式和初始值来定义的这种定义方式叫数列的归纳定义．
高中课本中等比数列的定义是如果一个数列从第二项起每一

项与它前一项的比等于同一个常数这个数列叫做等比数列这个常数
叫做等比数列的公比．如果设等比数列的首项犪１ 等于犪公比是狇狇≠
０那么上面的定义相当于

犪１＝犪

犪狀＋１＝犪狀狇　狀＝１２３?
烅
烄
烆 ．

１．３

２ 从犪狀 到犪狀＋１



不难看出这也是归纳定义．
应该指出１．１式和下列的１．４式

犪１＝犪

犪狀＝犪狀－１＋犱　狀＝２３４
烅
烄
烆 ?

１．４

是等价的．尽管表面上看１．１式和１．４式是不一样的但是在１．１
式中若令狀＝１就可以算出犪２而在１．４式中只要令狀＝２也同样
可以算出犪２所以它们在本质上并没有差别．
同样地１．３式和下面的１．５式

犪１＝犪

犪狀＝犪狀－１狇　狀＝２３４
烅
烄
烆 ?

１．５

也是等价的．
一般地用

犪１＝犪

犪狀＋１＝犳犪狀　狀＝１２３
烅
烄
烆 ?

和用

犪１＝犪

犪狀＝犳犪狀－１狀＝２３４
烅
烄
烆 ?

确定的两个数列犪狀是完全相同的．
有时会遇到更复杂的递推式．例如

犪狀＋２ ＝３犪狀＋１－２犪狀　狀＝１２３? １．６
就是一个较复杂的递推式在１．６式中令狀＝１得

犪３ ＝３犪２－２犪１
令狀＝２

犪４ ＝３犪３－２犪２
??

这个递推式的特点是必须给出第狀狀＋１项两项的值才能得到第狀＋
２项的值．与这个递推式相适应必须给出两个初始值犪１ 和犪２才能递
推出各项的值．
用归纳方式定义的数列又称为循环数列．用１．１式定义的等差

数列用１．３式定义的等比数列它们的递推式都只是涉及了相邻两

３１　什么是递推式

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com





条不共点试回答下列各问题１．共有几个交点２．设犽条直线将平面
分成犳犽个部分求犳犽－１和犳犽的关系２≤犽≤狀３．求犳狀的
表达式．
分析　第１小题是容易解决的．但本题的最终目的是第３小题

即求平面被割成的块数．直接求第３小题中的犳狀是会有些困难但
第２小题将有助于问题的解决．

图１１

一条直线将平面分成２个部
分两条直线将平面分成４个部分
比刚才多了２个部分画第三条直
线它与先画的两条直线都相交并
且不共点所以第三条直线必定被
分成三段．与此相应地平面被分
割成的块数将增加３块再画第四
条直线它与先画的三条直线形成
三个交点第四条直线被这三个交
点分成四段相应地平面被分割的

块数又将增加４块见图１１如此等等?
由上述可知有

犳１＝２

犳２＝犳１＋２

犳３＝犳２＋３

犳４＝犳３＋４
??

这样容易推出犳犽和犳犽＋１的关系来．
解　１．因为狀条直线的任两条不平行任三条不共点所以每两

条直线必有一个交点．由此狀条直线的交点总个数为

犆２狀 ＝狀
狀－１
２ ．

　　２．设犽－１条直线将平面分成犳犽－１个部分．再画第犽条直线
它与前面画的犽－１条直线应有犽－１个交点．这犽－１个交点将第犽
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条直线分成犽段相应地平面被分割的块数将增加犽块．所以

犳犽＝犳犽－１＋犽　２≤犽≤狀． １．７

　　３．显然

犳１＝２
将犽＝２３?狀代入１．７式得

犳２＝犳１＋２

犳３＝犳２＋３
??

犳狀－１＝犳狀－２＋狀－１

犳狀＝犳狀－１＋狀．
将上面这些式子相加得

犳狀＝犳１＋２＋３＋４＋?＋狀－１＋狀

＝２＋
狀＋２狀－１

２

＝ １２
狀２＋狀＋２．

　　例２菲波那契数列　有一对小兔两个月内长成大兔到第三个
月就可以生下一对小兔并且以后每月生下一对小兔而所生的小兔
也同样到第二个月长成大兔到第三个月生下一对小兔以后也每月生
下一对小兔．假设没有兔子死亡问一年后共有几对兔子？
分析　设每月兔子的对数为

犪１犪２犪３?犪狀?
本题即求其中的第１３项犪１３．
显然

犪１ ＝１
第二个月后这对小兔长成了大兔但没有生殖故

犪２ ＝１
到第三个月这对大兔生下了一对小兔所以

犪３ ＝２
注意其中有一对大兔一对小兔到第四个月一对小兔长成大兔而
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一对大兔又生下一对小兔所以共有３对即

犪４ ＝３
其中有两对是大兔一对是小兔．犪４ 比起犪３ 来多了１．这１对兔子是
怎么会增加出来的呢？这是因为犪３＝２中有一对是大兔它们生下
了一对小兔的缘故．可见研究从某个月到它后面的一个月增加了几
对兔子只要观察某一个月中有几对大兔就可以了而某一个月中大兔
的对数就等于前面一个月的兔子总对数．以犪２犪３犪４ 为例犪４ 由两部
分构成大兔对数和小兔对数．其中大兔对数就是犪３小兔对数即增
加的兔子对数就是犪３ 中的大兔对数也就是犪２．所以犪４＝犪２＋犪３．
一般地有

犪狀 ＝犪狀－１＋犪狀－２　狀＝３４?．
　　解

犪１＝１

犪３＝犪１＋犪２ ＝２

犪５＝犪３＋犪４ ＝５

犪７＝犪５＋犪６ ＝１３

犪９＝犪７＋犪８ ＝３４

犪１１＝犪９＋犪１０ ＝８９

犪２＝１

犪４＝犪２＋犪３ ＝３

犪６＝犪４＋犪５ ＝８

犪８＝犪６＋犪７ ＝２１

犪１０＝犪８＋犪９ ＝５５

犪１２＝犪１０＋犪１１ ＝１４４

犪１３＝犪１１＋犪１２＝２３３．
所以一年之后共有２３３对兔子．
这个问题是中世纪意大利数学家莱昂纳多?菲波那契首先提出

的所以被称为菲波那契问题．问题中所涉及的数列

１１２３５８１３２１?
称为菲波那契数列．
例３?世界末日?问题　在一块平板上竖起三根柱子犃犅犆另

外有狀片大小不同的?中间开着小孔的圆片．开始时如图１２那样
把这些圆片套在犃柱上大的在下面小的在上面．现在按下列规则
将圆片从这根柱上移到另一根柱上

犪一次只能移动一片
犫不许把大圆片叠在小圆片上．
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图１２

设把犃柱上的狀片圆片全部移到犆柱所需的最少次数为犪狀．试回答

１．犪１犪２犪３ 是多少？２．犪狀 和犪狀－１间有怎样的关系？３．求犪狀．
解　１．显然当犃柱上只有一片圆片时只需一次就可以将它移

到犆柱所以

犪１ ＝１．
　　当犃柱上有两片圆片时必须利用犅柱作过渡即先将第一片移
到犅柱再将第二片移到犆柱最后将犅柱上的小圆片移到犆 柱上．
这样犃柱上的两片圆片就转移到了犆柱上并且小片压在大片上．因
此

犪２ ＝３．

图１３

　　当犃柱上有三片圆片时应该怎
样考虑呢？想要移动犃 柱上最底下
的一片圆片也就是第三片圆片就
必须将第一?二片圆片先搬到某一根
柱上当然是搬到犅 柱上比较恰当
注意这需要用犪２＝３次这样一来
就可以将第三片圆片从犃 柱上移到

犆柱上这样又是１次．最后将犅
柱上的两片圆片通过犃 柱过渡移到

犆柱上这样又要犪２＝３次．所以
一共要７次即

犪３ ＝２犪２＋１＝７．

　　２．从第１小题的讨论中不难知道犪狀 与犪狀－１间的关系应是

犪狀 ＝２犪狀－１＋１．
　　３．因为

犪狀＝２犪狀－１＋１
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犪狀－１＝２犪狀－２＋１
两式相减得

犪狀－犪狀－１ ＝２犪狀－１－犪狀－２
同理有

犪狀－１－犪狀－２＝２犪狀－２－犪狀－３

犪狀－２－犪狀－３＝２犪狀－３－犪狀－４
??

犪３－犪２＝２犪２－犪１
把以上狀－２个式子相乘得

犪狀－犪狀－１ ＝２狀－２犪２－犪１．
又因

犪１ ＝１　犪２ ＝３
所以

犪狀－犪狀－１ ＝２狀－１．
同理可得

犪狀－１－犪狀－２＝２狀－２

犪狀－２－犪狀－３＝２狀－３
??

犪２－犪１＝２．
把这狀－１个式子相加得

犪狀－犪１ ＝２＋２２＋?＋２狀－１
即

犪狀 ＝１＋２＋２２＋?＋２狀－１ ＝２狀－１．
　　印度有一个古老的传说．相传在佛教圣地贝那勒斯的一个寺庙里
有一块黄铜板板上插着三根宝石针第一根针上套着６４片大小不等
的金片大的在底下小的在上面．相传这是神在创世时留在那里的．
不论白天黑夜寺内都有一个僧人按照例３中所说的法则移动金片．
神预言当这６４片金片都移到另一个针上时世界末日就来临了．
根据计算当所谓的?世界末日?来临时金片将被移动过２６４－１

次．如果移动一次需要一秒钟那么共需化５８万亿年．现代科学家估
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