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前!言

-3%-年中国数学会开始举办’全国高中数学联赛(%这一
群众性的数学竞赛活动得到了全国广大师生的欢迎)所谓
’联赛(%就是各省*市*自治区联合承办%轮流做东%大家提供
试题)从-3%-年到"##.年的试题凝聚了全国许多数学家*
数学教师的心血%许多试题后来还成了一些高考压轴试题的
’原型()这些试题的内容主要涉及函数*方程与不等式*数
列与数学归纳法*复数*立体几何*解析几何*平面几何*组合
数学*数论和一些综合问题)数学联赛的开展是一种智力竞
赛而不是一种单纯的知识竞赛%它对提高学生数学素质起了
积极作用)数学竞赛有明显的选拔功能*激励功能*导向功
能%它不仅选拔了少数尖子%而且激发了广大青少年学习数
学的兴趣%同时也促进了广大数学教师的知识更新%为’第二
课堂(提供了养分%为数学方法论的研究注入了新的血液)
为了帮助广大学生准备参加来年的数学联赛%熟悉历年

的试题%也为了让广大数学奥林匹克教练员有一份完整的数
学联赛资料%我们将-3%-年到"##.年全国高中数学联赛试
题的全部解答题和加试题按内容分类%然后每道试题给出一
些思路和优秀解法%撰写了+全国高中数学联赛试题思路与
解法,一书)书中试题的解答来自中国数学会颁布的参考解
答和一些数学期刊的优秀解答%甚至包括一些数学大家之
手%也有许多解答来自本人的研究成果)有些’优雅(的解



法%真正体现了数学美的境界%读后叫人耳目一新%爱不释
手)
本书是广大数学奥林匹克教练员研究高中数学联赛*学

生复习迎考不可多得的参考文献%它具有科学性*知识性*实
用性和资料性)
本书的完成得到了江苏省数学会苏维宜*王肇西等多位

教授的指点%也得到了周春良*冯黎等领导以及董林伟*祁建
新*夏炎*杨斌等同志的大力支持%在此一并感谢)
由于时间有限%疏漏之处在所难免%望读者指正)

$%%&年’月
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第一章!函数*方程与不等式

"例( !设函数!!""#$"$%’"%)!$#%"%对于给定的负数$有

一个最大的正数&!$"%使得在整个区间-%%&!$".上%不等式’!!""’
$&成立(问$为何值时&!$"最大%求出这个最大的&!$"%证明你的
结论(

!(**’年全国高中数学联赛试题"

"思路一!根据!!""5#"6.! "#
"

6,7-+#
%对89:

"%+
!!""5,7-+#

是否

大于$%结合图像分类讨论$

"解法一!!!""5#""6%"6,5#"6.! "#
"

6,7-+#
%所以89:

"%+
!!""

5,7-+#
分两种情况讨论$

!-"如图- -%,7-+#&$
即7%####%此时##%!#"#7.#

%所

以%!#"是方程#""6%"6,5$的较小根%

!%!#"57%6 +.6%槡 #
"# 5 "

-+6"槡 #6.
#".5

-
"$

!""如图- "%,7-+#$$
即#$7%%此时%!#"&7.#

%所以%!#"

是方程#""6%"6,57$的较大根%

!%!#"57%7 +.7,"槡 #
"# 5 .

.7"槡 #7"
$ .
槡"#7"

5槡$6-" $

当且仅当#57%时等号成立$

由于槡$6-
" &-"

%因此当且仅当#57%时%%!#"取最大值槡$6-" $
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"思路二!按!!""的最大值是否超过$%分两种情况讨论%通过解关
于含%!#"的不等式确定%!#"的范围%从而定出%!#"的最大值$

"解法二!!!""5#""6%"6,5#"6.! "#
"

6,7-+#
分两种情况讨论$

图( (

!-"如图- -%当,7-+#&$
%即7%####%

%!#"满足

!

7%####%!!!!!!!!!!!%

##%!#"#7.#
%! &

#-%!#"."6%-%!#".6,5$$!

’

(

) ’

由’式可得#5"7%
-%!#".

-%!#"."
%代入%*&式得

!
7%#"7%

-%!#".
-%!#"." ##%

##%!#"#.
-%!#"."
%%!#"7"

’

(

) $

解得-
.#%

!#"#-"$

!""如图- "%当,7-+#$$
%即#$7%时%%!#"满足下述不等式

图( $

!

#$7%%!!!!!!!!!!!(

%!#"&7.#
%! )

#-%!#"."6%-%!#".6,57$$!

’

(

) *

由*式可得#57%7%%
!#"

-%!#"."
%代入(*)式得

!

7%7%%!#"
-%!#"." $7%%

%!#"&.
-%!#".

%6%%!#"
’

(

) $
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解得##%!#"$槡$6-"
%

; -%!#".89:5槡$6-"
%此时#57%$

由!-"*!""知#57%时%-%!#".89:5槡$6-" $

"思路三!由不等式*!!""*$$的解集确定最大正数%!#"$
"证法三!求解不等式*!!""*$$%即-!!""."$"$$
!!7#""7%"6""!7#""7%"7%"$# %
方程7#""7%"7%5#有解

!"-5%6 +.7,"槡 #
7"#

%""5%7 +.7,"槡 #
7"# $

对方程7#""7%"6"5# &
!-"当#$7%时%+5+.6%#$#%方程无不等的实根%
; 7#""7%"6"+#恒成立%要使%式成立%只须

!""$"$"-%又#%-""%"-.%; /%!#"089:5/"-089:$
此时<#$7%

;"-57%7 +.7,"槡 #
"# 5 .

.7"槡 #7"
$ .
槡"#7"

5槡$6-"
%

; /"-089:5槡$6-" $

!""当7%####时%+5+.6%#&#%&式的解为

!",5%6 +.6%槡 #
7"#

%".5%7 +.6%槡 #
7"# $

在数轴上的位置如下所示$

要使%式成立%须"%-""%"..,-",%"-.%#%-""%"..$

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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; /%!#"089:5/".089:5 7%6 +.6%槡 #
"/ 0# 89:

5
"

-+6"槡 #/ 06. 89:
#".5

-
"

而-
"#
槡$6-
"

%故/%!#"089:5槡$6-"
%此时#57%$

此解法将对函数取值的限制转化为求解高次不等式%从而避免了
对顶点的讨论$
读者可以证明下述定理$
设二次函数!!""5#""6&"6’!###"%其中&*’*(已知%且(&

*’*%对于给定的负数#$
!-"若&&#%有一个最大的正数%!#"%使得不等式*!!""*$(在

-#%%!#".上都成立%当#使!!""的最大值为(时%%!#"取得最大值

! "!(6’"

& "(
(7槡 ’! "7-

1

!""若&##%有一个最小的负数%!#"%使得不等式*!!""*$(在
-%!#"%#.上都成立%当#使!!""的最大值为(时%%!#"取得最小值

! "!(6’"

& "(
(7槡 ’! "7-

$

"例$ !已知当"%-%%(.时%不等式"$,-.!/"!(/""0!(/

""$.12!&%恒成立%试求!的取值范围(
!(***年全国高中数学联赛试题"

"思路一!设!!""5""=>?!7"!-7""6!-7"""?@A!&#%先由
!!#"&#%!!-"&#得?@A!&#%=>?!&#%再取区间-#%-.上的特殊值

"#5 ?@A槡 !
?@A槡 !6 =>?槡 !

确定!的范围%再由基本不等式或配方法加以论证$

"解法一!若对一切"%-#%-.%恒有!!""5""=>?!7"!-7""6
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!-7"""?@A!&#%则

!=>?!5!!-"&#%?@A!5!!#"&#% %

取"#5 ?@A槡 !
?@A槡 !6 =>?槡 !

%!#%-"%则 =>?槡 !"#7 ?@A槡 !!-7"#"5#

由于!!""5-=>?槡 !"7 ?@A槡 !!-7""."6" 7-"6 ?@A!=>?槡! "!
"!-7""%

所以!!"#"5" 7-"6 ?@A!=>?槡! "!"#!-7"#"&#%故
!7-"6 ?@A!=>?槡 !&#$ &

反之%当%*&两式成立时%!!#"5?@A!&#%!!-"5=>?!&#%且当

"%!#%-"时%!!""+" 7-"6 ?@A!=>?槡! "!"!-7""&#$
先在-#%",.中解%式与&式%由?@A!&#%=>?!&#可得

!##!#,"
%又

!7-"6 ?@A!=>?槡 !&#% ?@A!=>?槡 !&-"
%

!?@A!=>?!&-.
%?@A"!&-"$

注意到##"!#,%故有,+#"!#
$,
+
%所以,

-"#!#
$,
-"
%因此原题中

的!的取值范围是"),6,-"#!#"),6
$,
-"
%!)%3"$

"思路二!考虑!!""5""=>?!7"!-7""6!-7"""?@A!5!-6
?@A!6=>?!"""7!"?@A!6-""6?@A!的图像%由对称轴*端点值等因
素%讨论!!""在区间-#%-.上的最小值$

"解法二!令!!""5""=>?!7"!-7""6!-7"""?@A!%即
!!!""5 !-6?@A!6=>?!"""7!"?@A!6-""6?@A!$
于是%问题便化为$当"%-#%-.时%!!""&#恒成立%求!的取值
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范围$
<!!#"5?@A!&#%!!-"5=>?!&#%

;"),#!#"),6,"
!)%3"

!7&"#5
-6"?@A!

"!-6?@A!6=>?!"5
-6"?@A!

-6"?@A!6-6"=>?!
%

;##7&"##-$

这说明抛物线*5!!""的顶点的横坐标位于#与-之间%且!!#"

&#%;!!""&#-+5&"7.#’##$
由+5!-6"?@A!""7.!-6?@A!6=>?!"?@A!5-7.?@A!=>?!

5-7"?@A"!##%得?@A"!&-"$

又因为"),#!#"),6,"
!)%3"%故

!"),6,-"#!#"),6
$,
-"
%!)%3"$

"例) !若函数!!""4/($"
$0()$
在区间-$%).上的最小值为$$%

最大值为$)%求-$%).(
!$%%%年全国高中数学联赛试题"

"思 路!考虑区间与对称轴之间的位置关系和二次函数的单调性$
"!解!!分三种情况讨论区间$
!-"若#$##&%则!!""在-#%&.上单调递减%故!!#"5"&%!!&"

5"#$于是有

!
"&57-"#

"6-,"
%

"#57-"&
"6-,"

’

(

) $

解之得-#%&.5--%,.$
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!""若####&%!!""在-#%#.上单调递增%在-#%&.上单调递减%
因此!!""在"5#处取最大值%在"5#或"5&处取最小值"#%故

!"&5-,"
%&5-,.$

由于###%又!!&"57-"
-,! ".

"

6-,"5
,3
,"&#

%故!!""在"5#处

取最小值"#%即!!#"57-"#
"6-,"

%解得

!#57"7槡-*$

于是!-#%&.5 7"7槡-*%-,- .. $

!,"当##&$#时%!!""在-#%&.上单调递增%故!!#"5"#%!!&"
5"&%即

!"#57-"#
"6-,"

%"&57-"&
"6-,"$

由于方程-
""

"6""7-,"5#
的两根异号%故满足##&##的区间

-#%&.不存在$

综上所述%所求区间为--%,.或 7"7槡-*%-,- .. $

注$本题可分四种情况讨论%即将####&的情况再分7#&&与
7##&讨论%其解法实质与上面的一致$

"例5 !设二次函数!!""4$"$0)"0*!$%)%*%+%$.%"满足条件$

!("当"%+时%!!"/5"4!!$/""%且!!""+"1

!$"当"%!%%$"时%!!""$ "0(! "$
$
1

!)"在!!""上的最小值为%(
求最大的+!+&("%使得存在,%+%只要"%-(%+.%就有

!!"0,"$"(
!$%%$年全国高中数学联赛试题"

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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"思 路!先用两边夹逼的方法求!!""的表达式%再结合图像考虑后
面的问题$

"解法一!因!!"7."5!!"7""%则函数的图像关于"57-对称%
所以7&"#57-

%&5"#$

由!,"可知"57-时%*5#%即#7&6’5#$
由!-"得!!-"+-%由!""得!!-"$-$则!!-"5-%即#6&6’5-$

又#7&6’5#%则&5-"
%#5-.

%’5-.$

故!!""5-."
"6-""6

-
.$

假设存在+%+%只要"%--%(.%就有!!"6+"$"%

取"5-有!!+6-"$-%即-.
!+6-""6-"

!+6-"6-.$-
%解得

!7.$+$#$

对固定的+%-7.%#.%取"5(%有!!+6("$(%即-.
!+6(""6

-
"
!+6("6-.$(

%化简有("7"!-7+"(6!+"6"+6-"$#$解得

!-7+7 7.槡 +$($-7+6 7.槡 +$
故($-7+6 7.槡 +$-7!7."6 7.&!7.槡 "53$
当+57.时%对任意的"%--%3.%恒有

!!!"7."7"5-.
!""7-#"63"5-.

!"7-"!"73"$#$

所以%(的最大值为3$

"解法二!<!!"7."5!!"7""%;"57-是函数图像的一条对称轴%
且!!7-"5#%于是&5"#%#7&6’5#$故!!""5#""6"#"6#%#5’$
由!-"%!!""+"%"%+$即#""6!"#7-""6#+#%"%+$

于是恒有#&#%且+5!"#7-""7.#"$#%解得#+-.$
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由!""%!!""$ "6-! ""
"
%"%!#%""%即

! #7-! ". ""6 "#7-! "" "6 #7-! ". $#%"%!#%""%

令,!""5 #7-! ". ""6 "#7-! "" "6 #7-! ". %同理可得

!#+-.$

又,!#"$#%,!""$#%解得#$-.$
因而#5-.$

故

!!!""5-."
"6-""6

-
.$

因为抛物线*5!!""5-."
"6-""6

-
.5

-
.
!"6-"" 的开口向

上%*5!!"6+"的图像是由*5!!""的图像平移+个单位得到$要在
--%(.上%*5!!"6+"的图像在*5"的图像的下方%且(最大%-*(

应是关于"的方程-.
!"6+6-""5" %

的两个根$由-是%式的根%得-.
!-6+6-""5-%解得+5#或+57.$

当+5#时%代入%式得"-5""5-%当+57.时%代入%式得
"5-或"53$;(53$
验证$当+57.时%对任意的"%--%3.%恒有!!"7."7"

5-.
!""7-#"63"5-.

!"7-"!"73"$#$

所以%(的最大值为3$

"例& !求一切实数-%使得三次方程&")/&!-0(""$0!6(-/("

"0(477-的三个根均为自然数(
!(**&年全国高中数学联赛第二试试题"

"思路一!由于"5-是方程的根%故三次方程降为二次方程$""7
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$-"6++-7-5#%由韦达定理消去-%讨论自然数根的可能性$

"解法一!由观察易知"5-为原三次方程$",7$!-6-"""6
!*--7-""6-5++-的一个自然数根%由综合除法%原方程可降为二
次方程$""7$-"6++-7-5# /0
原三次方程的三个根均为自然数的充要条件是二次方程/0的两

个根均为自然数%设.*/为方程/0的两个根%则由韦达定理得

!
.6/5-%!!!!!!!!!!!!!!!!! !!!%

./5-$
!++-7-"$

’
(

) &

把%式代入&式得!$./5++!.6/"7-$ ’
可知.*/都不能被"*,*--所整除

又由’式得!/5++.7-$.7++$ (

而.*/均为自然数%故由(式可知.&++$
%即.+-.%

又.不能被"*,整除%故.+-*$由/+.及(式可得

!++.7-$.7+++.
%即$."7-,".6-$#$

于是%.$++6 ++"槡 7$
$ #-,"$

%

;-*$.$"+$
再由.不能被"*,*--整除知$.只能取-**-3*",*"$$
当.5-*时%由(式得/5$3$

当.5-3时%由(式得/5-"$,"3
%并非自然数%应舍去$

当.5",时%由(式得/5-$-*",
并非自然数%应舍去$

当.5"$时%由(式得/5-+.3$3
并非自然数%应舍去$

所以%仅当-5.6/5*+时%方程/0的两个根均为自然数%原方程
的三个根均为自然数$
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"思路二!同上%简化后用同余知识处理$
"解法二!因为"5-是原三次方程的根%故原问题等价于
!$""7$-"6++-7-5# /0
的两个根均为自然数$设.*/是方程/0的两个根%则由韦达定理

!
.6/5-%!!!!!!!!!!!!! !!!!!!!%

./5-$
!++-7-"$!

’
(

) &

消去-得$./5++!.6/"7-%! ’

!.5++/7-$/7++5
++
$6

.,$-
$!$/7++"

%

!$.5++6-34""3$/7++$

显然$/7++是-34""3的模$同余余.的正因子%即$/7++
5-3或""3

!
.5$3
//5-*!或! .5-*//5$3
因此-5.6/5*+$

"思路三!考虑方程0/的判别式应是完全平方数%通过考察+探求思
路$

"解法三!同解法一%问题化为讨论方程
!$""7$-"6++-7-5# /0
的两个根均为自然数%求-$
显然%-应是自然数%且方程/0的判别式

!+5"$-"7"#!++-7-"5!$-7-,"""7.,$-4.
是完全平方数%设05$-7-,"%+51"!1+#"%则

!0"71"5.4-34""3
0*1的奇偶性相同%它们只能皆为偶数!若0*1皆为奇数%则

%*!0"7-"%%*!1"7-"%即与%*!0"71""矛盾"$
由0-71-$0-61-可得
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!
0-71-57.,$-
0-61-/ 57-

!或
0-71-57""3
0-61-/ 57-3

或
0-71-5-
0-61-/ 5.,$-

!!或
0-71-5-3
0-61-/ 5""3

即%$-7-,"5"0-57.,$"%7".%%.,$"%".%$
正整数-只能为*+$

"例7 !下列表中的对数值有两个是错误的%请予以纠正$

" BC" " BC" " BC"

#$#"- "#6&6’7, , "#7& % ,!,#!,’

#$"* +#7,&7" $ #6’ 3 .#7"&

-$$ ,#!&6’ + -6#!&!’ -. -7#6"&

"$% -!"#6"&!’ * "!&6’"$

!(*’(年全国高中数学联赛试题"

"思 路!从分析三个质数,*$**的对数入手$
"!解!!BC-$$和BC*的值是错误的%应分别纠正为BC-$$5,#7
&6’7-和BC*5"&6’$
理由如下$
我们从三个质数,*$**的对数着手分析$
BC,*BC#$"**BC3的值同为正确或同为错误$因表中只有两处错误%
故三者都对$
若BC$.#6’%则BC".-"#"’%并且BC%5,BC".,",#",’%

BC+5BC"6BC,.-6#"&"’%表中也有三个对数值是错误的%与题设
矛盾%因此BC$5#6’$
由BC,5"#"&和BC$5#6’的正确性知BC-$$的值是错误的%应

纠正为BC-$$5BC,6BC$"-5,#"&6’"-$
现在考察表中BC#$#"-*BC"$%*BC-.三个值$
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!BC#$#"-5BC,6BC*",5!"#"&"6!"&6’"",
."#6&6’",
!BC"$%5"BC"6BC*"-5"!-"#"’"6!"&6’""-
.-""#6"&"’
!BC-.5BC"6BC*5!-"#"’"6!"&6’".-"#6"&
如果BC*5"!&6’"%那么表上BC#$#"-*BC"$%*BC-.的值都是错误

的%又与题设矛盾%因此表中BC*的值是错误的%应纠正为BC*5BC-.7
BC"5!-7#6"&"7!-7#7’"5"&6’$
当BC*5"&6’时%则计算出的BC#$#"-*BC"$%及BC-.的值均与表

中给出的一致$讨论知表中只有BC-$$及BC*是错误的%应分别纠正为
BC*5"&6’%BC-$$5,#7&6’7-$

"例6 !组装甲*乙*丙三种产品%需用.%/%0三种零件(每件甲需

用.%/各$个1每件乙需用/%0各(个1每件丙需用$个.和(个01
用库存的.*/*0三种零件%如组装成-件甲产品%1件乙产品和2件
丙产品%则剩下$个.和(个/%但0恰好用完(试证$无论怎样改变
产品甲*乙*丙的件数%也不能把库存的.*/*0三种零件都恰好用完(

!(*’(年全国高中数学联赛试题"

"思路一!首先求出库存0%1%2零件数%再设制造甲*乙*丙产品分
别为"%*%3%列方程解出"%*%3%只要它们不是整数即可$

"证法一!组装成-件甲*4件乙*5件丙共需零件0$"-6"5件%零
件1$"-64件%零件2$465件%因此加上剩余零件后%库存零件数
是0有"-6"56"件%1有"-646-件%2有465件$
如果甲*乙*丙的件数分别改变成"%*%3%于是可以列出方程组$

!
""6"35"-6"56"%
""6*5"-646-%

*635465
’
(

) $

解之得"5-6",
%*547-,

%3556-,$
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