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  第四章

三角函数

一  任意角的三角函数

4 .1  角的概念的推广

教学建议

  一、需要强调以下几点 :

1 .要让学生正确理解“0°～90°间的角”、“第一象限的

角”、“锐角”和“小于 90°的角”,这里应明确“0°～90°间的

角”指的是一个前闭后开的区间 0°≤θ< 90°,后面三种角

的集合可分别表示为

{θ| k· 360°<θ< k· 360°+ 90°, k∈Z} , {θ| 0°<θ<

90°} , {θ|θ< 90°} .

2 .在让学生掌握角的概念的同时 ,还要注意几个

问题 :

(1 )终边相同的角与相等的角的区别 :终边相同的角

不一定相等 ,相等的角终边一定相同 .

(2 )象限角、轴上角与区间角的区别 .

(3 )熟悉角的终边落在“射线上”、“直线上”等角的一

般表达式 .

(4 )已知角α所在象限 ,应熟练地确定
α
2
所在象限 :

α 第一象限 第二象限 第三象限 第四象限

α
2
第一或三象限 第二或四象限

区

域

  3 .终边相同的角的集合是 S = {β|β= k·360°+α, k∈

Z} .此公式隐含了周期这一数学内容 ,每当角度增加 360°

或减少 360°时 ,角的终边相应按逆时针方向或顺时针方

向与角α的终边分别重合一次 .当 k取一切整数时 ,就一

遍一遍地循环变化着 .

可以让学生理解记忆 ,同时注意求具体的角β时 ,可

用赋值法 .

二、考查方向 :

这部分内容属于三角函数的基础知识 ,一般不会单

独出题 ,有可能的是随着任意角的三角函数 (包括三角函

数的定义、三角函数的符号、直角三角形中锐角的三角函

数 )一起考查 .

预习导引

问题 1:经过 1 小时 10 分钟 ,时钟的分针所转的角是多少 ?

问题 2:α为锐角时 ,
α
2
一定是锐角吗 ?α为第一象限角时 ,

α
2
一定是第一象限角吗 ? 为什么 ?

问题 3:设角α,β满足 - 90°<α<β< 90°,问α-β的范围是

多少 ?

分析

1. 我们规定 ,按逆时针方向旋转形成的角叫做正角 ,按

顺时针方向旋转形成的角叫做负角 .所以本题应为负角 .

2.α为锐角时 ,
α
2
一定是锐角 .但α为第一象限角

时 ,
α
2
不一定是第一象限角 .

3. 应先求 -β的范围 ,再求α+ ( -β)的范围 .同时

注意α<β的限制 .

答案

1. - 420°.

2.α为锐角时 ,
α
2
一定是锐角 .α为第一象限角时 ,

α
2
就不一定是第一象限角 .因为 α为第一象限角 ,则

k·360°<α< k·360°+ 90°( k∈Z) .

∴ k·180°<
α
2

< k·180°+ 45°.

∴当 k为偶数时 ,
α
2
在第一象限 ;当 k为奇数时 ,
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α
2
在第三象限 .

3. ∵ - 90°<β< 90°,∴ - 90°< -β< 90°,故

- 180°<α+ ( -β) < 180°,又因为α-β< 0 .所以α-β的

范围是 180°<α-β< 0°.

知能互动

  1 .我们规定 ,按逆时针方向旋转形成的角叫     ,

按顺时方向旋转形成的角叫做     .

2 .如果一条射线没作任何旋转 ,我们称它形成了一

个     .

3 .我们常在直角坐标系内讨论角 ,为此使     与坐

标原点重合 ,角的始边与 x轴的     重合 ,角的终边 (除

端点外 )在第几象限 ,我们就说这个角是     .

4 .所有与角α终边相同的角 ,连同角α在内 ,可构成一

个集合 S =     ,即任一与角α终边相同的角 ,都可以表

示成角α与     的和 .

5 .终边 相 同 的 角     相 等 , 相 等 的 角 的 终

边     .

答案

1 .正角 ;负角  2 .零角  3 .角的顶点 ;非负半轴 ;

第几象限角  4 .{β|β=α+ k·360°, k∈Z} ;整倍周角  

5 .不一定 ;一定相同

疑难解析

1 .掌握角的概念应注意角的三要素 :顶点、始边、终边 .

角可以是任意大小的 .

2 .角的分类

角 :正角、零角、负角 .

角的旋转方向是角分类的标准 .

3 .在平面直角坐标系内讨论角

(1)角的顶点在原点 ,始边在 x轴的正半轴上 ,角的终边

在第几象限 ,就说这个角是第几象限的角 (或说这个角属于

第几象限) .这里强调以“角的顶点为原点 ,角的始边为 x轴

的非负半轴”为前提 ,否则就不能从终边的位置来判断某角

属于第几象限 .

(2)若角的终边在坐标轴上 ,就说这个角不属于任何象

限 .它叫轴上角 .

4 .与α角终边相同的角集合

{β|β= k·360°+α, k∈Z} .

这里应明确 : (1) k是整数 ; ( 2)α是任意角 ; ( 3) k·360°与

α之间是“ + ”号 .如 k·360°- 30°应看成 k·360°+ ( - 30°)

( k∈Z) ; (4 )终边相同的角不一定相等 ,但相等的角 ,终边一

定相同 ; (5 )终边相同的角有无数多个 ,它们相差 360°的整

数倍 .

探究学习

  例 1

( 1)写出与 - 756°角终边相同的角的集合 M ;

( 2)若α∈M ,且 - 720°<α≤360°,求α.

命题意图 :本题主要考查在α+ k·360°中 ,α是任意角 ,

k∈Z ,并能根据题目要求 ,求出符合要求的角 .

分析  利用与α角终边相同的角的集合 {β|β=α+ k·

360°, k∈Z} ,再根据 k为整数 ,求出符合要求的角 .

答案  (1)由题意可得 M = {α|α= - 756°+ k·360°, k∈Z} .

( 2)因为所求角α满足 : - 720°<α≤ 360°,所以应在

- 756°上加上 360°的正整数倍 ,使角变大 ,在集合 M 中 ,取

k = 1 , 2 ,3可得满足要求的角为 - 396°, - 36°, 324°.

探究 :解此类问题 ,常用的方法是先写出终边相同的角

的集合 ,再通过观察或利用不等式确定整数 k的值 ,便

可求得答案 .若将 ( 2 )中 α的范围改为 - 720°< α≤

720°,那么将会有几个解呢 ? 为什么 ?

变式题 :在 0°到 360°范围内 ,找出与下列各角终边

相同的角 ,并指出它们是哪个象限的角 :

( 1) 2903°15′;   (2 ) - 845°10′.

解 : (1)终边与 2903°15′相同的角的集合为 :

S = {β|β= k·360°+ 2903°15′, k∈Z} .

当 k = - 8时 ,β= 23°15′.

故在 0°到 360°范围内 ,终边与 2903°15′相同的角

是23°15′,它是第一象限的角 .

( 2)终边与 - 845°10′相同的角的集合为 :

S = {β|β= k·360°- 845°10′, k∈Z} ,

当 k = 3时 ,β= 234°50′.

故在 0°到 360°范围内 ,终边与 - 845°10′相同的角

是 234°50′,它是第三象限的角 .

图 4 - 1 - 1

例 2

( 1)表示第二象限的角的集合 ;

( 2)表示与 45°, 315°终边相同

的角的集合 ,并表示图 4 - 1 - 1 中

终边在阴影部分的角的集合 .

命题意图 :考查区间角和象限角的概念及表示方法 .

分析  注意选择角的集合的表示方法 ;特别应注意在同一

范围中 ,右端点应大于左端点 .

答案  (1 )由题意得 ,第二象限的角的集合为 :

{α| k·360°+ 90°<α< k·360°+ 180°, k∈Z} .

(2)由题意得 ,与 45°, 315°终边相同的角的集合分别为 :

S1 = {β|β= k·360°+ 45°, k∈Z}和

S2 = {β|β= k·360°+ 315°, k∈Z} .

终边在阴影部分的角的集合为

S = {β| k·360°- 45°≤β≤ k·360°+ 45°, k∈Z} .

魔法数学  同步学与练  高一·下⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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探究 : (1 )应准确表示终边在坐标轴上的角和各个象限

的角的集合 .

(2)终边落在阴影部分角的集合也可以表示为 S

= {β| k·360°+ 315°≤β< k·360°或 k·360°≤β≤ k·

360°+ 45°, k∈Z} .但不能表示为{β| k·360°+ 315°<β

< k·360°+ 45°}或{β| - 45°<β< 45°} .

例 3

若α是第二象限角 ,则 2α,
α
2

,
α
3
分别是第几象限的角 ?

命题意图 :主要考查象限角、区间角的表示方法 .

分析  由于 α是第二象限角 ,所以得 k· 360°+ 90°<

α< k·360°+ 180°( k∈Z) .再得出 2α,
α
2

,
α
3

,同时注意对整

数 k的讨论 .

答案  ①∵α是第二象限的角∴ k·360°+ 90°<α< k·360°

+ 180°( k∈Z) .则 k·720°+ 180°< 2α< k·720°+ 360°,故 2α是

第三或第四象限的角 ,或角的终边在 y轴的负半轴上 .

②∵ k·180°+ 45°<
α
2

< k·180°+ 90°( k∈Z) ,当 k = 2n

( n∈Z)时 , n·360°+ 45°<
α
2

< n·360°+ 90°,
α
2
是第一象限

的角 ,当 k = 2 n + 1 ( n∈Z)时 , n·360°+ 225°<
α
2

< n·360°+

270°,
α
2
是第三象限的角 ,∴

α
2
是第一或第三象限的角 .

③∵ k·120°+ 30°<
α
3

< k·120°+ 60°,当 k = 3 n( n∈Z)

时 , n·360°+ 30°<
α
3

< n·360°+ 60°,∴
α
3
是第一象限的

角 ;当 k = 3 n + 1 时 ( n∈Z) 时 n· 360°+ 150°<
α
3

< n·

360°+ 180°,∴
α
3
是第二象限的角 ;当 k = 3 n + 2 ( n∈Z)时 ,

n·360°+ 270°<
α
3

< n·360°+ 300°,∴
α
3
是第四象限的角 ;综上

所述
α
3
是第一或第二或第四象限的角 ,如图 4 - 1 - 2所示 :

(1)
 

(2)

(3 )

图 4 - 1 - 2

探究 : (1 )α为一个象限的角时 ,
α
2
一般应在两个象限 ,

可按 k = 2 n, k = 2 n + 1( k∈Z)对整数 k进行分类 ,目的

是“凑”出表达式 : n·360°.

( 2)讨论形如θ=α+ k·120°( k∈Z)所表示的角所

在的象限 ,可按 k = 3 n、k = 3 n + 1、k = 3 n + 2 ( k∈Z)对

整数 k进行分类 ,目的也是“凑”出表达方式 : n·360°.

( 3)应掌握这类题目的求解方法 .

变式题 :若α为第三象限角 ,那么 -α,
α
2

, 2α为第

几象限的角 ?

解 :因α为第三象限角 ,故 k·360°+ 180°<α< k·

360°+ 270°( k∈Z) .

∴ - k·360°- 270°< -α< - k·360°- 180°( k∈Z) .

∴ - ( k + 1 )·360°+ 90°< -α< - ( k + 1 )·360°+

180°( k∈Z) .

∴ -α为第二象限角 .

因为 k·180°+ 90°<
α
2

< k·180°+ 135°,故当 k

为偶数值 ,
α
2
为第二象限角 ;当 k为奇数时 ,

α
2
为第四

象限角 .

因为 2k·360°+ 360°< 2α< 2k·360°+ 540°( k∈Z) ,

即(2k + 1)·360°< 2α< (2k + 1)·360°+ 180°( k∈Z) .

故 2α的终边在第一、二象限或 y 轴非负半轴上 .

所以 , 2α为第一、二象限角或 y轴非负半轴上角 .

* 例 4

若α= k·360°- 1575°, k∈Z ,则角α所在象限是 (   )

A 第一象限        B 第二象限

C 第三象限 D 第四象限

解 :∵α= k·360°- 1575°= ( k - 5 )·360°+ 225°,

∵ k - 5∈Z ,∴α与 225°的终边相同 ,即α在第三象限 .

答案  C

* 例 5

已知角α的终边与 30°角的终边关于直线 y = x对称 ,且

α∈ ( - 1440°, 1440°) ,求α.

解 :由题意可得α= k·360°+ 60°, k∈Z .

又 - 1440°< k·360°+ 60°< 1440°,∴ -
13
6

< k <
11
6

.
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∵ k∈Z ,∴ k = - 2 , - 1 ,0 ,1 .

故α= - 660°, - 300°, 60°, 420°.

* 例 6

若集合 A = {α| k·180°+ 30°<α< k·180°+ 90°, k∈Z} ,

集合 B = {β| k·360°- 45°<β< k·360°+ 45°, k∈Z} .

求 A∩ B .

解 :因 为 A = {α | k· 180°+ 30°< α< k· 180°+

90°, k∈Z} ,

故当 k为偶数时 ,即 k = 2 n , n∈Z .

A = {α| n·360°+ 30°<α< n·360°+ 90°, k∈Z} .

当 k为奇数时 ,即 k = 2n + 1 , n∈Z .

A = {α| n·360°+ 210°<α< n·360°+ 270°.n∈Z} .

又 B = {β| k·360°- 45°<β< k·360°+ 45°.k∈Z} .

所以 A∩ B = {α | k· 360°+ 30°< α< k· 360°+

45°, k∈Z} .

高考链接

  (2001 全国 , 5 分 , 3 分钟)若 sinθcosθ> 0 ,则θ在 (   )

A 第一、二象限 B 第一、三象限

C 第一、四象限 D 第二、四象限

解析  由 sinθcosθ> 0 可知 , sinθ、cosθ同号 .

当 sinθ> 0 , cosθ> 0时 ,θ在第一象限 .

当 sinθ< 0 , cosθ< 0时 ,θ在第三象限 .

因此选 B .

答案  B

达标训练
基础过关

  1 下列命题中 ,惟一正确的是 (   )

A 终边与始边重合的角为零度角

B 终边在第一象限的角都是锐角

C 小于 90°的角都是锐角

D 相同的角终边一定相同

答案  D

2 给出下列四个命题 : (1) - 60°是第四象限角 ;

(2 )235°是第三象限角 ; (3 ) 475°是第二象限角 ; ( 4) - 315°是

第一象限角 .其中正确的有 (   )

A 1 个 B 2个 C 3个 D 4 个

解析  (1 )正确 , ( 2)正确 , (3 )475°= 360°+ 115°是第二象限

角 .(4 ) - 315°= ( - 1)×360°+ 45°是第一象限角 .

答案  D

3 与 - 460°终边相同的角可写成 (   )

A 460°+ k·360°, k∈Z B 100°+ k·360°, k∈Z

C 260°+ k·360°, k∈Z D - 260°+ k·360°, k∈Z

解析  k = - 2 时 , 260°+ k·360°= - 460°.

答案  C

4 在 - 360°与 360°之间与 - 1840°终边相同 的角

是     .

解析  由于与 - 1840°终边相同的角的集合 M = {α|α=

- 1840°+ k·360°, k∈Z} ,再通过观察 ,在 M 中求出满足要

求的角为 - 40°, 320°.或利用 k∈Z求解 .过程为 :由 - 360°≤

- 1840°+ k·360°≤360°,求出
37
9
≤ k≤

55
9

,又 k∈Z .

∴ k = 5 .6 .故所求角为 - 40°, 320°.

答案  - 40°, 320

5 与 - 3920°终边相同的最小正角是     .

解析  ∵ - 3920°= - 11×360°+ 40°,∴最小正角为 40°.

答案  40°

6 用集合表示 :

( 1)第三象限角的集合 ;

( 2)终边落在 y轴右侧的角的集合 .

解 : (1)在 0°～ 360°中 ,第三象限的角范围为 180°<α<

270°,而与每个α角终边相同的角可记为α+ k·360°, k∈Z ,

故该范围中每个角适合 k·360°+ 180°<α< k·360°+ 270°,

k∈Z ,故第三象限角的集合为 {α| k· 360°+ 180°< α<

k·360°+ 270°, k∈Z} .

( 2)在 - 180°～180°中 , y轴右侧的角可记为 - 90°<α<

90°,同样把该范围“旋转”k·360°后 ,得 - 90°+ k·360°<α<

90°+ k·360°, k∈Z} ,故 y轴右侧角的集合为 {α| k·360°-

90°<α< k·360°+ 90°, k∈Z} .
拓展训练

7 集合 M = {α|α= k·90°, k∈Z}中 ,各角的终边都在

(   )

A x轴正半轴上

B y轴正半轴上

C x轴或 y 轴上

D x轴正半轴或 y轴正半轴上

解析  若 k为偶数 ,则α终边在 x 轴 ;若 k为奇数 ,则α的

终边在 y 轴上 .

答案  C

8 若α是第一象限角 ,则下面各角中第四角限的角是

(   )

A 90°-α B 90°+α

C 360°-α D 180°+α

解析  ∵α的终边与 -α的终边关于 x 轴对称 ,由于α是第

一象限角 ,故 -α是第四象限角 ,又 360°-α的终边与 -α的

终边相同 ,从而 360°-α是第四象限角 .

答案  C

9 下列说法中 ,正确的是 (   )

A 第二象限的角是钝角

B 第二象限的角必大于第一象限的角

C - 150°是第二象限的角

D - 252°16′、467°44′、1187°44′是终边相同的角

解析  467°44′= 2×360°+ ( - 252°16′) ,

1187°44′= 4×360°+ ( - 252°16′) .

答案  D

10 已知角α的终边在 x 轴的上方 ,那么
α
2
是 (   )

A 第一象限角 B 第一、二象限角

C 第一、三象限角 D 第一、四象限角

魔法数学  同步学与练  高一·下⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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解析  ∵角α的终边在 x 轴的上方 ,

∴ k·360°<α< k·360°+ 180°, k∈Z .

∴ k·180°<
α
2

< k·180°+ 90°, k∈Z .

∴当 k = 2 n( n∈Z )时 , n·360°<
α
2

< n·360°+ 90°,
α
2

在第一象限 .

当 k = 2 n + 1( n∈Z)时 , n·360°+ 180°<
α
2

< n·360°+

270°,
α
2
在第三象限 ,故选 C .

答案  C

11 经过 5小时又 25分钟 ,时钟的分针旋转     度 .

解析  θ= - (5×360°+ 150°) = - 1950°.

答案  - 1950°

12 若α是第一象限的角 ,则 -
α
2
是第      象限

的角 .

解析  ∵α是第一象限的角 ,

∴ k·360°<α< k·360°+ 90°( k∈Z) .

∴ k·180°<
α
2

< k·180°+ 45°( k∈Z) .

∴ - k·180°- 45°< -
α
2

< - k·180°( k∈Z) .

∴ k∈Z ,∴ - k∈Z .故当 - k为偶数时 , -
α
2
为第四象限

的角 .当 - k为奇数时 , -
α
2
为第二象限的角 .

答案  二或四

13 ①若角α与角β的终边重合 ,则α与β的关系是

    ;②若角α与角β的终边在一条直线上 ,则α与β的

关系是     .

答案  ①α= β+ k· 360°( k∈ Z ) ;  ②α= β+ k·

180°( k∈Z) .

14θ为小于 360°的正角 ,这个角的 7 倍的角的终边与

该角终边重合 ,则θ    .

解析  7θ= k·360°+θ,θ= k·60°( k∈Z) ,∴θ= 60°, 120°,

180°, 240°, 300°.

答案  60°, 120°, 180°, 240°, 300°

15 已知角α的终边与 y 轴的正半轴所夹的角为 30°,且

终边落在第二象限 ,又 - 720°<α< 0°,求α.

解 :由题意得α= 120°+ k·360°( k∈Z) ,

又 - 720°<α< 0°,∴α= - 240°, - 600°.

16 写出终边在直线 y = x上的角的集合 .

解 :终边在直线 y = x上且在 0°到 360°之间的角有 2 个 :

45°与 225°,故终边在 y = x上的角的集合为 :

{α|α= k· 360°+ 45°, k∈ Z}∪ {α|α= k· 360°+

225°, k∈Z}

= {α|α= 2k· 180°+ 45°, k∈Z}∪ {α|α= ( 2 k + 1 )·

180°+ 45°, k∈Z}

= {α|α= k·180°+ 45°, k∈Z} .
综合创新

  17 已知角α是第三象限的角 ,问 :
α
3
可能是哪几个象限

的角 ?

解 :因为α是第三象限的角 ,

所以 k·360°+ 180°<α< k·360°+ 270°( k∈Z) .

∴ k·120°+ 60°<
α
3

< k·120°+ 90°( k∈Z) .

当 k = 3 m( m∈Z)时 , m·360°+ 60°<
α
3

< m· 360°+

90°,故
α
3
是第一象限角 .

当 k = 3 m + 1时 , m·360°+ 180°<
α
3

< m·360°+ 210°,

故
α
3
是第三象限角 .

当 k = 3 m + 2时 , m·360°+ 300°<
α
3

< m·360°+ 330°,

故
α
3
是第四象限角 .综上所述 ,

α
3
可能是第一、三、四限

的角 .

18 若角β的终边所在的直线经过点 Q ( - 2 , 2 ) ,并且

β∈ ( - 360°, 360°) ,试求角β.

解 :角β的终边所在的直线经过点 Q ( - 2 , 2 ) ,角β的

集合是{β|β= k·180°+ 135°, k∈Z} ,其中介于 - 360°与 360°

之间的角有 - 225°, - 45°, 135°, 315°.

19 已知 180°<α+β< 240°, - 180°<α-β< - 60°,求 2α

-β的范围 .

解 :令 m(α+β) + n(α-β) = 2α-β,

即( m + n)α+ ( m - n)β= 2α-β.

∴
m + n = 2 ,

m - n = - 1 .
 ∴

m =
1
2

,

n =
3
2

.

于是 2α-β=
1
2

(α+β) +
3
2

(α-β) .

由 180°<α+β< 240°, - 180°<α-β< - 60°.

得 90°<
1
2

(α+β) < 120°, - 270°<
3
2

< ( 2 -β) - 90°.

∴ - 180°<
1
2

(α+β) +
3
2

(α-β) < 30°,

即 - 180°< 2α-β< 30°.

图 4 - 1 - 3

20如图 4 - 1 - 3 ,半径为 1 的圆的圆心

位于坐标原点 ,点 P 从点 A (1 , 0)出发 ,依

逆时针方向等速沿单位圆周旋转 .已知 P

在 1 s 内转过的角度为θ( 0°<θ< 180°) ,经

过 2 s 到达第三象限 ,经过 14 s 后又恰好

回到出发点 A .求θ.

分析  P点重回 A 点的数学语言即 14θ

的终边与 x 轴的非负半轴重合 ,利用 0°<θ< 180°的范围限

制 ,可以找到角θ.

解 :∵ 0 < θ< 180°, 且 k· 360°+ 180°< 2θ< k·

360°+ 270°( k∈Z) ,则必有 k = 0 ,于是 90°<θ< 145°.

又∵14θ= n·360°( n∈Z) ,∴θ=
n·180°

7
.

第四章  三角函数⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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从而 90°<
n·180°

7
< 145°,

7
2

< n <
203
36
≈5 .6 .

∴ n = 4 或 5 ,故θ=
720°

7
或θ=

900°
7

.

  一、在本节学习中 ,要求学生能熟悉角的终边落在“射

线上”、“直线上”等不同说法 ,并对以下关系理解记忆 .

  ( 1)若角α与角β适合关系 :α-β= ( 2 k)· 180°,

k∈Z ,则α、β终边相同 .

( 2)若角α与β适合关系 :α- β= ( 2k + 1 )· 180°,

k∈Z ,则α、β终边互为反向延长线 .

( 3)若角α与角β适合关系 :β= k· 180°+α, k∈Z ,

则α、β终边在一条直线上 .

( 4)若角α与角β的终边关于 x 轴对称 ,则α与β

的关系为α= k·360°-β, k∈Z .

( 5)若角α与角β的终边关于 y 轴对称 ,则α与β

的关系为α= (2 k + 1) 180°-β, k∈Z .

( 6)若角α与角β的终边互相垂直 ,则α与β的关

系为β=α±90°+ k·360°, k∈Z .

二、备选题

1 .若角α的终边为第一或第三象限的角平分线 ,则

α的集合是     .

答案 : {α|α= k·180°+ 45°, k∈Z}

2 .写出与角 1991°的终边关于原点对称的最小

正角 .

解 :因为角 1990°的终边关于原点对称的角的集

合为 :

S = {β|β= k·360°+ 180°+ 1991°, k∈Z} .

在 S中找最小正角为 11°.

4 .2  弧度制

教学建议

  一、需要强调以下几点 :

1 .角度制与弧度制的比较

引进弧度制后 ,我们将它与角度制进行比较 ,应明

确 : ( 1)弧度制是以“弧度”为单位度量角的制度 ,角度制

是以“度”单位度量角的制度 ; ( 2 ) 1 弧度是等于半径长的

圆弧所对的圆心角(或该弧 )的大小 ,而 1°是圆的
1

360
所对

的圆心角 (或该弧 )的大小 ; ( 3 )不论是以“弧度”还是以

“度”为单位的角的大小都是一个与半径大小无关的定值 .

2 .用弧度制表示终边相同的角 2 kπ+α( k∈Z)时 ,2 kπ

是π的偶数倍 ,而不是π的整数倍 .

3 .注意 sin 1 与 sin 1°的区别 ,前者表示 1 弧度角对应

的正弦值 ,而后者则表示 1度角对应的正弦值 .

4 .任一角α的弧度的绝对值 |α| =
l
R

,也就是说 ,对于

任意角的度量 ,其弧度要把符号和绝对值分开求 .

5 .在同一角的式子中 ,度与弧度不能混合表示 .如

α= 2π+ 30°是不正确的写法 .

二、考查方向 :

这部分内容属于三角函数的基础知识 ,一般不会单

独出题 ,有可能的是随着任意角的三角函数一起考查 .

魔法数学  同步学与练  高一·下⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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预习导引

问题 1:将分针拨快 10分钟 ,分针转过的弧度数是多少 ?

问题 2:在直径为 10 cm 的轮上有一条长为 6 cm 的弦 , P

是该弦的中点 ,轮子以 5 弧度/ 秒的角速度旋转 ,经过 5 秒钟

后点 P转过的弧长是多少 ?

问题 3:自行车大链轮有 48 个齿 ,小链轮有 20 个齿 ,当大

链轮转过一周时 ,小链轮转过的角度是多少度 ? 多少弧度 ?

分析

1.
10
60
· 2π=
π
3

,这里需注意旋转的方向 :拨慢则

分针按逆时针方向旋转 ,为正方向;若拨快 ,则旋转方

向为负方向 .

2. 由 平 面 几何 知 识 , 易 得 该弦 的 弦 心 距 为

52 - 32 = 4 (cm ) ,

点 P转过的角度为 5×5 = 25(弧度) ,

∴点 P转过的弧长为 4×25 = 100 (cm) .

  3. 因为大链轮与小链轮在同一时间内转过的齿数

相同 ,所以两轮转过的圈数之比等于它们齿数的反比 .

于是
大轮转过的圈数
小轮转过的圈数

=
20
48

,因此 ,大轮转一周 ,小

轮转 2 .4 周 .所以转过的角度为 2 .4× 360°= 864°,即

π
180
×864 =

24
5
π弧度 .

答案

1. -
π
3

.

2. 100 cm .

3. 864°;
24
5
π弧度 .

知能互动

  1 .我们规定周角的
1

360
为 1 度的角 ,这种用度作单位来

度量角的单位制叫做     .角的另一种度量方法———

弧度制 ,把     叫做 1 弧度的角 .

2 .正角的弧度数是一个     ,负角的弧度数是一

个     ,零角的弧度数是 0 ;角α的弧度数的绝对值

|α| =     ,其中 l是以角α作为圆心角所对弧的长 , r

是圆的半径 .

3 .1 弧度等于     ,1°等于     .

4 .分别写出下列角所对的弧度数 , 30°, 45°, 60°, 90°, 120°,

135°,150°, 180°, 270°, 360°,所对的弧度数依次为     ,

    ,     ,     ,     ,     ,

    ,     ,     ,     .

5 .与α角终边相同的角的集合 ,用弧度制可以表示为 :

    .

6 .角度制下的弧长公式为     ,扇形面积公式为

    ;弧度制下的弧长公式为     ,扇形面积公式

为     .

答案

1 .角度制 ;长度等于半径长的弧所对的圆心角  

2 .正数 ;负数;
l
r
 3 .57 .30°( 57°18′) ;

π
180

( 0 .01745 弧

度)  4 .
π
6

;
π
4

;
π
3

;
π
2

;
2π
3

;
3π
4

;
5π
6

;π;
3π
2

; 2π 5 .{β|

β= 2 kπ+α, k∈Z}  6 .l =
nπr
180

; S =
nπr2

360
; l = |α|· r; S =

1
2

lr(或
1
2

|α|· r2 )

疑难解析

1 .(1 )根据定义 ,可以得出角度与弧度的互化关系 :角度

化为弧度 ,只需将角α乘以
π

180°
;弧度化为角度 ,则只需将α

乘以
180°
π

.( 2)以弧度为单位表示角的大小时 ,“弧度”两字可

以省略不写 ,但以度 (°)为单位表示角时 ,度 (°)就不能省去 .

用弧度为单位表示角时 ,常常把弧度数写成多少π的形式 ,

如 :45°=
π
4

.(3 )规定 :正角的弧度数为正数 ,负角的弧度数

为负数 ,零角的弧度数为零 .

2 .根据圆心角定理 ,对于任何一个圆心角α,所对弧长与

半径的比是一个仅与角α的大小有关的常数 .因此 ,弧长等

于半径的弧所对的圆心角的大小并不随半径变化而变化 ,而

是一个大小确定的角 ,即为 1 弧度的角 .

3 .在弧度制中 ,弧长公式 l = |α|· r ,扇形面积公式 S =

1
2

l· r =
1
2

|α| · r2 ,其形式特别简单 ,因而使用起来十分

方便 .

4 .角集合与实数集 R之间的一一对应

用弧度制来度量角 ,实际上是在角的集合与实数集 R之

间建立这样的一一对应关系 :

每一个角都有惟一的一个实数 (即这个角的弧度数 )与

它对应 ;反过来 ,每一个实数也都有惟一的一个角 (角的弧度

数等于这个实数 )与它对应 .

于是 ,就可以把三角函数看成是以实数为自变量的函

数 ,它的自变量的意义可以有多种解释 ,从而使三角函数的

应用更加广泛 ,在数学与科学研究中所以普遍采用弧度制 ,

这是原因之一 .

探究学习

  例 1

 集合 M= x| x=
kπ
2

+
π
4

, k∈Z , N = x| x=
kπ
4

+
π
2

, k∈Z

则 (   )

A M = N         B M� N

C M� N D M∩ N = �

命题意图:考查用弧度制表示终边相同的角的集合 .

第四章  三角函数⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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分析  本题由于是选择题 ,可以通过特殊值观察来解 ;也

可以对整数 k进行奇偶性讨论 .

解法 1:集合 M表示的是终边落在四个象限的角平分线

上的角的集合 ,而集合 N 表示的是终边落在坐标轴上或四

个象限的角平分线上的角的集合 ,故选 C .

解法 2 :对集合 N,当 k为奇数时 ,即 k = 2 n + 1 , n∈Z时 ,

x =
( n + 1 )π

2
+
π
4

, n∈Z ,这说明集合 M为集合 N 的子集 ;而

k为偶数时 , x∈ M,故选 C .

探究 :记住以下表达式对解题有利 ( n, k∈Z) :终边在 x

轴上的角 :α= kπ;终边在 y轴上的角 :α= kn +
π
2

;终边

在坐标轴上的角 :α=
nπ
2

;终边在各象限的角平分线上

的角 :α=
nπ
2

+
π
4

.

变式题 :设集合 M = x | x =
kπ
2

+
π
4

, k∈Z , N =

x | x = kπ±
π
4

, k∈Z ,则 M, N之间的关系是    .

解 : M , N 均为终边在各象限角平分线上的角的集

合 ,故 M = N .

答案 : M = N .

例 2

设角α1 = - 570°,α2 = 750°,β1 =
3
5
π,β2 = -

7
3
π .

(1)将α1 ,α2 用弧度制表示出来 ,并指出它们各自所在的

象限 ;

(2)将β1 ,β2 用角度制表示出来 ,并在 - 720°～0°之间找

出与它们有相同终边的所有角 .

命题意图 :本题主要考查角度与弧度的互化 .

分析  涉及角度与弧度的互化关系和终边相同角的概念 ,

其基本公式 360°= 2π弧度在解题中起关键作用 .

解 : (1 )∵180°=π,

∴ - 570°= -
570
180
π=

- 19
6
π .

∴α1 = - 2×2π+
5π
6

.

同理α2 = 2×2π+
π
6

.

∴α1 在第二象限 ,α2 在第一象限 .

(2)∵
3
5
π=

3
5
×180°= 108°,设θ= k·360°+β1 ( k∈Z) .

由 - 720°≤θ< 0°,

∴ - 720°≤ k·360°+ 108°< 0°.

∴ k = - 2或 k = - 1 .

∴在 - 720°～0°间与β1 有相同终边的角是: - 612°和 - 252°.

同理β2 = - 360°- 60°= - 420°,且在 - 720°～0°间与β2

有相同的终边的角是 - 420°和 - 60°.

探究 : (1 )迅速进行角度与弧度的互化、准确判断角所

在的象限是学习三角函数知识的必备基本功 .若需要

在某一指定范围内求具有某种特性的角 ,通常可像上

例一样化为解不等式去求对应的 k值 .

( 2)对于( 2) ,应先写出与β1 ,β2 终边相同的角的集

合 ,再求解 ,为什么 - 720°～0°间只有两解 ?

例 3

已知扇形 AOB的周长是 6 cm ,该扇形的中心角是 1 弧

度 ,求该扇形的面积 .

命题意图:主要考查弧长公式与扇形的面积公式 .

分析  扇形的周长为 2 r + l( r为半径 , l为弧长 ) ,中心角 |α

| =
l
r

,可联立解方程组先求出 r, l,再用面积公式求解 .

解 :设扇形的半径 r,弧长为 l,则有

2 r+ l = 6 ,

l
r

= 1 .

解得 r= l = 2 ,

∴该扇形的面积 S =
1
2

r, l = 2( cm2 ) .

探究 :注意弧长公式 l = |α|· r和扇形的面积公式 S =

1
2

lr =
1
2

|α|· r2 的应用 .

* 例 4

设角α的终边与
7π
5
的终边关于 y轴对称 ,且α∈ ( - 2π,

2π) ,求α.

解 :由题意得α= 2 kπ+π -
7π
5

= 2 kπ -
2π
5

.

又α∈ ( - 2π,2π) ,∴ k = 0 ,1 .

故α= -
2π
5
或

8π
5

.

* 例 5

若两个角的差为 1°,它们的和为 1 弧度 .

求这两个角的弧度数 .

解 :设这两个角的弧度数分别为α、β.(α>β)

则
α-β=
π
180

,

α+β= 1 .

解得:α=
180 +π

360
,β=

180 -π
360

.

高考链接

  (2004辽宁 ,5 分 ,3 分钟)若 cosθ> 0 ,且 sin 2θ< 0 ,则角θ

的终边所在的象限是 (   )

A 第一象限 B 第二象限

C 第三象限 D 第四象限

魔法数学  同步学与练  高一·下⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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解析  ∵
cosθ> 0 ,

sin 2θ< 0 .

∴
2 kπ-
π
2

<θ< 2 kπ+
π
2

,

2 kπ-π< 2θ< 2 kπ( k∈Z) .

∴
2 kπ-
π
2

<θ< 2 kπ+
π
2

,

kπ -
π
2

<θ< kπ( k∈Z) .

当 k为奇数时 ,无公共部分 ,当 k为偶数时 ,公共范围是

第四象限 .

答案  D

达标训练
基础过关

  1 - 330°的弧度数为 (   )

A -
π
6
  B
π
6
  C -

5
3
π  D -

11
6
π

解析  ∵1°=
π

180
rad ,

∴330°= 330×
π
180

=
11π
6

.

答案  D

2 5 弧度的角所在的象限为 (   )

A 第一象限 B 第二象限

C 第三象限 D 第四象限

解析  方法 1 :∵1 rad = (
180°
π

) ,

∴5 rad = 5× (
180°
π

)≈286 .5°= 286°30′.

∴是第四象限角 .

方法 2:
3π
2

< 5 < 2π .∴选 D .

答案  D

3 把 - 1485°化成α+ 2 kπ(0≤α< 2π, k∈Z)的形式是

(   )

A
π
4

- 8π B -
7π
4

- 8π

C -
π
4

- 10π D
7π
4

- 10π

解析  因为 - 1 485°= - 5×360°+ 315°= - 10π+
7π
4

.

所以选 D .

答案  D

4 三角形的三内角之比为 2∶5∶8 ,则各角的弧度数分

别为     .

解析  利用三角形内角之和为 180°=π .因三内角之比为 2

∶5∶8 ,所以设三个角分别为 2α、5α和 8α(弧度) .

由内角和定理得 2α+ 5α+ 8α=π,得α=
π
15

.

∴三个内角的弧度数分别为
2π
15

,
π
3

,
8π
15

.

答案  
2π
15

,
π
3

,
8π
15

.

5 如果 x = nπ+
π
4

( n∈Z) ,则 x的终边落在第    

 象限 ,又可写成集合     与集合     的并集 .

解析  注意整数 n的奇偶性讨论 .

答案  第一或第三象限 , α|α= 2 kπ+
π
4

, k∈Z ,

α|α= ( 2k + 1)π+
π
4

, k∈Z

6 一个半径为 r 的扇形 ,若它的周长等于弧所在的半

圆的长 ,那么扇形的圆心角是多少弧度 ? 扇形的面积是

多少 ?

解 :设扇形的圆心角为θ,依题意 ,可得 2 r + rθ=πr ,

∴θ=π- 2(弧度 ) ,扇形的面积 S =
1
2

r2θ=
1
2

r2 (π- 2) .

拓展训练

  7 若α是第四象限角 ,则π -α一定是 (   )

A 第一象限角 B 第二象限角

C 第三象限角 D 第四象限角

解析  若α是第四象限角 ,则

2 kπ-
π
2

<α< 2 kπ, ( k∈Z)

∴ - 2 kπ< -α< - 2 kπ+
π
2

.

∴π- 2 kπ<π-α< - 2kπ+
3π
2

.

∵ k∈Z,∴ - k∈Z .∴π -α是第三象限角 .

答案  C

8 若 M = α|α=
kπ
2

-
π
5

, k∈Z , N = {α| -π<α<π} ,

则 M∩ N = (   )

A -
π
5

,
3π
10

B -
7π
10

,
4π
5

C -
π
5

,
3π
10

,
4π
5

, -
7π
10

D
3π
10

, -
7π
10

解析  由题意得 -π<
kπ
2

-
π
5

<π,

∴ -
8
5

< k <
12
5

.

又 k∈Z ,∴ k = - 1 , 0 ,1 ,2 .∴α= -
7π
10

, -
π
5

,
3π
10

,
4π
5

.

答案  C

9 若α和β的终边关于 y 轴对称 ,则 (   )

A α+β=
π
2

B α+β= 2 k +
1
2
π ( k∈Z)

C α+β= 2 kπ ( k∈Z)

D α+β= ( 2 k + 1 )π ( k∈Z)

解析  ∵α和β的终边关于 y 轴对称 ,

∴β= 2kπ+ (π-α) , ( k∈Z) .∴α+β= (2 k + 1)π( k∈Z) .

答案  D

10 设集合 A = x | x =
kπ
2

, k∈Z ,集合 B = { x | x = kπ,

k∈Z} ,则 A∩ B等于 (   )

第四章  三角函数⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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A A B B

C { x | x =
2k + 1

2
π, k∈Z} D �

解析  因为当 k = 2 n , n∈Z 时 , A = B;当 k = 2 n + 1 , n∈Z

时 , A∩ B = � .所以 A∩ B = B .

答案  B

11 已知扇形的圆心角为α,半径为 r,弧长为 l:

(1)若 l = 3 , r = 2 ,则α=     (弧度 ) .

(2)若α= 3π, r = 4 ,则 l =     .

(3)若α= - 216°, l = 7π,则 r =     .

(4)若 l = 7π, r = 2 ,则α=     (弧度 ) .

解析  (1 )α=
l
r

=
3
2
 (取α> 0) .

(2)由 |α| =
l
r
及α= 3π, r= 4 ,∴ l = 12π .

(3)由 |α| =
l
r
及α= - 216°= -

6π
5

, l = 7π,∴ r =
35
6

.

或由 l =
| n |πr
180
及 n = - 216°, l = 7π,可得 r =

35
6

.

(4)α=
l
r

=
7π
2
 (取α> 0 ) .

答案  (1 )
3
2
 (2 )12π (3)

35
6
 (4 )

7π
2

12 圆的弧长等于该圆内接正三角形的边长 ,则该弧所

对的圆心角的弧度数是     .

解析  设圆半径为 r,则内接正三角形边长为 3 r ,当弧长 l

= 3 r时 ,其所对圆心角α=
l
r

= 3 .

答案  3

13 若α角的终边与
8π
5
角的终边相同 ,则在 [ 0 , 2π]上终

边与
α
4
角的终边相同的角是     .

解析  ∵α角的终边与
8π
5
角的终边相同 ,

∴α= 2 kπ+
8π
5

( k∈Z) .即
a
4

= k·
π
2

+
2π
5

( k∈Z) .

又∵
α
4
∈[ 0 , 2π] ,∴分取 k = 0 ,1 ,2 , 3 ,可得

α
4
的值分别

为 :
2π
5

,
9π
10

,
7π
5

,
19π
10

.

答案  
2π
5

,
9π
10

,
7π
5

,
19π
10

14 若 2π < α< 4π, 且 α与 -
7π
6
的角的终边垂 直 ,

则α=     .

解析  由题意得α= -
7π
6
±
π
2

+ 2 kπ, k∈Z .

又 2π<α< 4π .∴α=
7π
3
或

10π
3

.

答案  
7π
3
或

10π
3

15 已知四边形的四个内角之比是 1∶3∶5∶6 ,分别用

角度和弧度将这些内角的大小表示出来 .

解 :设四边形的四个内角分别是α, 3α, 5α, 6α,则有α+

3α+ 5α+ 6α= 360°,得α= 24°.

∴用角度制表示 ,这四个内角的大小是 24°, 72°, 120°,

144°;若用弧度制表示 ,则是
2π
15

,
2π
5

,
2π
3

,
4π
5

.

16 蒸汽机飞轮的直径为 1 .2 m ,以 300 周/ 分的速度作

逆时针旋转 ,求

( 1)飞轮每一秒转过的弧度数 ;

( 2)轮轴上一点每一秒所转过的弧长 .

解 : ( 1)因为蒸汽机的飞轮每分钟转 300 周 ,故每秒钟应

转
300
60

= 5周 ,因此飞轮每 1 秒转过的弧度数为 10π .

( 2)由弧长公式 l = |α|· r = 10π·
1 .2
2

= 6π (m ) ,

∴轮轴上一点每一秒所转过的弧长为 6πm .
综合创新

图 4 - 2 - 1

  17 已知如图 4 - 2 - 1 ,扇形 AOB的

面积为 4 cm2 ,周长为 10 cm,求扇形 AOB

的中心角的弧度和弦 A B的长 .

解 :设 A B的弧长为 l ,扇形半径为 r,

则有
l + 2 r = 10 ,

1
2

lr= 4 .
 ∴

r= 1 ,

l = 8;
或

r= 4 ,

l = 2 .

设扇形的中心角的弧度数为α,则α=
l
r

.

图 4 - 2 - 2

当 r= 1 , l = 8 时 ,α= 8 (∵α= 8 > 2π,

不合题意 ,舍去)

当 r= 4 , l = 2 时 ,得α=
1
2

(弧度 )

如图 4 - 2 - 2 ,在△ AOB中 ,作 A B边

上的高 OC,

则 A B = 2 AC = 2 rsin
α
2

= 8sin
1
4

(cm ) .

答 :扇形 AOB的中心角的弧度数为
1
2

,弦 A B 的长为

8sin
1
4

cm .

18 设集合 A = α|α=
3
2

kπ, k∈Z , B = {β|β=
5
3

kπ,

| k |≤10 , k∈Z} .求与 A∩ B的角的终边相同的角的集合 .

分析  先求出 A∩ B中的元素 ,再写出与这些角终边相同

的角的集合 .

解 :设α0∈ A∩ B,则α0∈ A且α0∈ B,

所以α0 =
3
2

k1π,α0 =
5
3

k2π,

所以
3
2

k1π=
5
3

k2π,

即 k1 =
10
9

k2 .

因为 | k2 |≤10 , k2∈Z ,且 k1∈Z ,所以 k1 = 0 ,±10 .

因此 A∩ B = { 0 , - 15π,15π} ,故与 A∩ B的角的终边相

同的角的集合为 {γ|γ= 2 kπ或γ= ( 2 k + 1 )π, k∈Z} = {γ|γ=

nπ, n∈Z} .

19 若角α的终边与角
π
6
的终边关于直线 y = x 对称 ,

魔法数学  同步学与练  高一·下⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯



]11   

且α∈ ( - 4π,4π) .求α.

分析  如图 4 - 2 - 3 所示 ,如果角
π
6
的终边 OA与 OB 关

于直线 y = x对称 ,那么以 OB为终边且在 0 到 2π之间的角

为
π
3

.

图 4 - 2 - 3

解:设角
π
6
的终边为 OA, OA关于直线 y = x对称的射线

为 OB,则以 OB为终边的角的集合为

α|α= 2kπ+
π
3

, k∈Z .

∵α∈ ( - 4π,4π) ,

∴ - 4π< 2kπ+
π
3

< 4π,

∴ -
13
6

< k <
11
6

.

∵ k∈Z ,∴ k = - 2 , - 1 ,0 ,1 .

∴α= -
11π
3

, -
5π
3

,
π
3

,
7π
3

.

20 一个扇形的周长为 l,求扇形的半径、圆心角各取何

值时 ,此扇形的面积最大 .

分析  解答本题 ,需灵活运用弧度制下的求弧长和求面积

公式 .本题是求扇形面积的最大值 ,因此应想法写出面积 S

以半径 r 为自变量的函数表达式 ,再用配方法求出半径 r和

已知周长 l的关系 .

解 :设扇形面积为 S ,半径为 r,圆心角为α,则扇形弧长

为 l - 2 r .所以

S =
1
2

( l - 2 r)· r

 = - r -
l
r

2

+
l2

16
.

故当 r=
l

4
,且α=

l - 2·
l
4

l
4

= 2 时 ,扇形面积最大 .

  一、解题规律

有了弧度制 ,实现了角度集与实数集合之间的一

一对应 ,对应法则是正比例函数α= f ( n) =
π

180
n .( n为

角度集合中的元素 ,α为实数集中的元素 ) .

用“弧度”与“度”去度量每一个角时 ,除了零角

以外 ,所得到的量数都是不同的 ,但它们既然是度量

同一个角的结果 ,二者就可以相互换算 .我们已经知

道若弧是一个整圆 ,它的圆心角是周角 ,其弧度数是

2π,而在角度制里它是 360°,因此 3 60°= 2π rad ,即

180°=π rad .这是一个非常重要的关系式 ,应理解并

熟记 .

二、备选题

1 .在 1 时 15 分时 ,时针与分针所成的最小正角是

多少弧度 ?

解 :1时与 2 时间时针的夹角为
π
6

(弧度 ) ,由于分

针指向 15 分 ,故分针自 0分到 15 分走了一圈的
1
4

,从

而时针也应“同步”走过一份 (即 1 时与 2 时之间 )的

1
4

,即已走过
1
4
×
π
6

=
π
24
弧度 .

故在 1 时 15分时 ,时针与分针的最小正角为
π
3

-

π
24

=
7π
24
弧度 . 或

π
2

-
π
6

+
π
24

=
7π
24

.

2 .一只正常的时钟 ,自零点开始到分针与时针再

一次重合 ,分针所转过的角的弧度数是多少 ?

解 :设再一次重合时分针转过的弧度数为 α,则

α= 12(α- 2π) (∵再一次重合时 ,时针比分针少转了一

周 ,且分针的旋转速度是时针的 12 倍 ) ,得 α=
24π
11

(弧度 ) . (若 考虑 方 向 , 因 为 是顺 时 针方 向 转动 ,

∴α= -
24π
11

(弧度 ) ) .

4 .3  任意角的三角函数

教学建议

  一、需要强调以下几点 :

1 .三角函数的值是一个比值 ,这个值的大小和点 P

在终边上的位置无关 ,而由角α的终边位置所决定 .

2 .要熟练掌握各个不同象限中三角函数值的符号 ,

其符号规律为“一正二正弦 ,三切四余弦”.

  3 .用单位圆中的有向线段分别表示正弦值、余弦值、正

切值时 ,一定要注意这三条有向线段的书写、方向及位置 .

4 .确定三角函数定义域时 ,主要应抓住三角函数定

义中 ,比值的分母不得为零这一制约条件 ,当终边落在坐

标轴上时 ,终边上任一点 P( x , y)的坐标中 ,必有一分量

为 0 ,故相应有一比值无意义 .

二、考查方向 :

本节内容属于三角函数中的重要的基础知识 ,有可

能单独考查 ,更有可能与其他知识一起综合考查 .

预习导引

第四章  三角函数⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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问题 1 :已知α是三角形的内角 ,问 sinα, cosα, tanα, cotα

中 ,可能取负值的有几个 ?

问题 2 :已知点 M 在角θ的终边的反向延长线上 ,且

| OM | = 1 ,则点 M的坐标是 (   )

A (cosθ, sinθ)

B (cosθ, - sinθ)

C ( - cosθ, sinθ)

D ( - cosθ, - sinθ)

问题 3:设α是第一象限的角 ,且 sin
α
2

= - sin
α
2

,则

α
2
是     象限的角 .

分析

1. 由α是三角形的内角可知 , 0 <α<π,所以 sinα

> 0 ,而当
π
2

<α<π时 , cosα< 0 , tanα< 0 , cotα< 0 ,从

而可能取负值的有 3 个 .

2. 由题意可知 ,点 M在单位圆上 .设角θ的终边

与单位圆交于点 M′,则 M 与 M′关于原点对称 .又

M′( cosθ, sinθ) ,所以 M( - cosθ, - sinθ) .

3. 因α是第一象限的角 ,即 2kπ<α< 2 kπ+
π
2

,

( k∈Z) ,所以 kπ<
α
2

< kπ+
π
4

, ( k∈Z) ,从而
α
2
在一、

三象限 .又 sin
α
2

= - sin
α
2

,∴ sin
α
2

< 0 .故
α
2
是第

三象限的角 .

答案

1. 3 个  2.D  3. 第三

知能互动

1 .设α是一个任意角 ,α的终边上任意一点 P 的坐标是

( x , y) ,它与原点的距离是 r( r = x2 + y2 ) ,那么角α的正

弦、余弦、正切、余切、正割、余割可以表示为      、

    、    、    、    、    .

2 .sinα, cosα的定义域是     . tanα的定义域是

    .

3 .正弦值在     象限为正 ,余弦值在     象限

为正 ,正切值在     象限为正 .

4 .终边相同的角的     三角函数的值相等 .

答案

1 .
y
r

;
x
r

;
y
x

;
x
y

;
r
x

;
r
y

2 .R; αα≠
π
2

+ kπ, k∈Z

3 .一、二 ;一、四;一、三

4 .同一

疑难解析

1 .任意角的三角函数定义

设α是一个任意大小的角 ,角α的终边上任意一点 P 的

坐标是 ( x, y ) ,它与原点的距离是 r( r > 0 ) ,那么角α的正弦、

余弦、正切、余切、正割、余割分别是 :

sinα=
y
r

, cosα=
x
r

, tanα=
y
x

, cotα=
x
y

, secα=
r
x

,

cscα=
r
y

;

正弦、余弦、正切、余切、正割、余割分别可看成是从

一个角的集合到一个比值的集合的映射 ,它们都是以角

为自变量 ,以比值为函数值的函数 ,这六个函数统称为三

角函数 .

2 .三角函数的定义域

三角

函数
sinα cosα ta nα cotα secα cscα

定
义
域

R R

{α|α≠ kπ+

π
2

, k∈Z}

{α|α≠ kπ,

k∈Z}

{α|α≠ kπ+

2 �
π

, k∈Z}

{α|α≠ kπ,

k∈Z}

  注 :确定三角函数的定义域时 ,主要应抓住分母为零时

比值无意义这一关键 ,当且仅当角的终边在坐标轴上时 ,点

P的坐标中必有一个为 0 .

图 4 - 3 - 1

3 .三角函数值的符号

各三角函数值在每个象限的符

号如图 4 - 3 - 1 (各象限注明的函数

为正 ,其余为负) .

4 .三角函数线

设角α的终边与以原点为圆心

的单位圆交于点 P (图 4 - 3 - 2 ) ,则
有向线段 M P、OM、A T 的数量分别等于角α的正弦、余弦、

正切的值 ,分别称为角α的正弦线、余弦线、正切线 .

当角α的终边在 x 轴上时 ,正弦线、正切线分别变成一

个点 ;当角α的终边在 y 轴上时 ,余弦线变成一点 ,正切线不

存在 .

   

   

图 4 - 3 - 2

5 .根据三角函数的定义可知 : ( 1 )一个角的三角函数值

只与这个角的终边位置有关 ,即角α与β= 2 kπ+α( k∈Z)的

同名三角函数值相等 ; ( 2) | x |≤ r , | y |≤ r,故有 | sinα|≤ 1 ,

| cosα|≤1 ,这是三角函数中最基本的一组不等关系 .

探究学习

魔法数学  同步学与练  高一·下⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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例 1

若α是第一象限角 ,那么 sin 2α, cos 2α, sin
α
2

, cos
α
2
中

必定能取正值的有哪些 ?

命题意图 :本题考查三角函数的符号及象限角等 .

分析  若α是第一象限角 ,则可得 2α,
α
2
的范围 ,再根据

2α,
α
2
的范围判断其三角函数的符号 .

解 :∵α是第一象限角 ,

∴2kπ<α<
π
2

+ 2 kπ( k∈Z) .

∴ kπ<
α
2

<
π
4

+ kπ,4 kπ< 2α<π+ 4 kπ( k∈Z) .

∴当 k为偶数时 ,
α
2
为第一象限角 ,当 k为奇数 ,

α
2
为第

三象限角 .而 2α为第一或第二象限角 ,或角的终边在 y轴的

正半轴上 .

∴sin 2α必定正值 ,其他的均不一定 .

探究 :应熟练掌握各种三角函数的值在各象限的符号 .

在具体判断时 ,应注意对角的范围的讨论 .

例 2

已知角α的终边上有一点 P( - a, 3 a) ( a > 0 ) ,求α的各

三角函数值 .

命题意图 :考查三角函数的定义 .

分析  已知角α的终边上有一点 P 的坐标 ,关键求出 r .当

然应重视字母 a的范围 .

解 :∵ x = - a, y = 3 a,

∴ r= ( - a)2 + ( 3 a) 2 = 2a( a > 0 ) .

∴sinα=
y
r

=
3
2

, cosα=
x
r

= -
1
2

,

tanα=
y
x

= - 3 , cotα=
x
y

= -
3
3

,

secα=
r
x

= - 2 , cscα=
r
y

=
2 3

3
.

探究 :对字母 a,应注意它的范围 .如果将 a > 0 改为

a < 0 ,哪些三角函数的值会变化 ?

变式题 :已知角 α的终边上一点 P ( - 15 a , 8 a)

( a∈R且 a≠0) ,求α的各三角函数值 .

解 :∵ x = - 15 a, y = 8 a,

∴ r = ( - 15 a)2 + ( 8 a)2 = 17 | a | ( a≠0) .

( 1)若 a > 0 ,则 r = 17 a .

于是 sinα=
8
17

, cosα= -
15
17

,

tanα= -
8
15

, cotα= -
15
8

,

secα= -
17
15

, cscα=
17
8

.

( 2)若 a < 0 ,则 r = - 17 a,于是 sinα= -
8

17
,

cosα=
15
17

, tanα= -
8

15
, cotα= -

15
8

, secα=
17
15

,

cscα= -
17
8

.

例 3

求函数 y =
| cos x |
cos x

+
tan x

| tan x |
的值域 .

命题意图:考查三角函数的符号及分类讨论的思想 .

分析  因角 x的范围不同 ,函数的取值可能不同 ,应注意

分类讨论 .

解 :若角 x是第一象限角 ,则 y = 2 ;

若角 x是第二象限角 ,则 cos x < 0 且 tan x < 0 ,

∴ y = - 2 ;

若角 x是第三或第四象限角 ,则 cos x与 tan x异号 .

∴ y = 0 .

综上 ,函数的值域为 { - 2 ,0 ,2} .

探究 :本题通过对角 x所在象限的讨论 ,进一步掌握三

角函数值的符号 ,应熟练掌握并可以推广 .

变式题 :求函数 y =
| sin x |
sin x

+
| cos x |
cos x

+
tan x

| tan x |
+

co t x
| co t x |
的值域 .

解 :当 x为第一象限角时 ,则 y = 4 .

当 x为第二象限角时 ,则 sin x > 0 , cos x < 0 , tan x

< 0 , cot x < 0 ,∴ y = - 2 .

当 x为第三象限角时 ,则 sin x < 0 , cos x < 0 , tan x

> 0 , cot x > 0 ,∴ y = 0 .

当 x为第四象限角时 ,则 sin x < 0 , cos x > 0 , tan x

< 0 , cot x < 0 ,∴ y = - 2 .

因此 ,函数的值域为 { - 2 ,0 ,4} .

* 例 4

求函数 y = sin x + tan x的定义域 .

第四章  三角函数⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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解 :由
sin x≥0 ,

x≠ kπ+
π
2

.
( k∈Z)得

2kπ≤ x≤2 kπ+π,

x≠2 kπ±
π
2

.
( k∈Z)

∴2kπ≤ x≤2 kπ+π且 x≠2 kπ+
π
2

( k∈Z) .

∴定义域为 2kπ,2kπ+
π
2

)∪(2kπ+
π
2

,2kπ+π ( k∈Z) .

* 例 5

若 sinα· tanα< 0 ,试确定α所在的象限 .

解 :由 sinα· tanα< 0 知 sinα, tanα异号 .

故
sinα> 0 ,

tanα< 0 ;
或

sinα< 0 ,

tanα> .

∴α为第二或第三象限的角 .

高考链接

图 4 - 3 - 3

1 .( 2003 全国 ,5 分 ,5 分钟 )已知长

方形的四个顶点 A( 0 , 0 )、B( 2 , 0 )、C( 2 ,

1)和 D (0 , 1 ) ,一质点从 A B 的中点 P0

沿与 A B夹角θ的方向射到 BC 的点 P1

后 ,依次反射到 CD、DA 和 A B 上的点

P2、P3 和 P4 (入射角等于反射角 ) .若 P4

与 P0 重合 ,则 tanθ等于 (   )

               
A

1
3

B
2
5

C
1
2

D 1

解析  如图 4 - 3 - 3 ,因为 P4 与 P0 重合 ,∴ P1 为 BC中

点 , P2 为 CD中点 , P3 为 AD的中点 .

∴ tanθ=
1
2

.

答案  C

2 .( 2003 上海春 , 5 分 ,限时 4 分钟 ) ,已知点 P( tanα,

cosα)在第三象限 ,则角α的终边在第     象限 .

解析  因为点 P( tanα, cosα)在第三象限 ,因此有 tanα< 0 ,

cosα< 0 ,故角α的终边在第二象限 .

答案  二

达标训练
基础过关

1 若 sinθ·cosθ< 0 ,则θ在 (   )

A 第一、二象限 B 第一、三象限

C 第二、三象限 D 第二、四象限

解析  因为 sinθ· cosθ< 0 ,∴ sinθ, cosθ异号 .∴θ在第

二、四象限 .

答案  D

2 已知α的终边过点 P (4 , - 3 ) ,则下面各式中正确的

是 (   )

A sinα=
3
5

B cosα= -
4
5

C tanα= -
3
4

D cotα= -
3
4

解析  ∵ P(4 , - 3) ,∴ r = 5 .∴ sinα= -
3
5

, cosα=
4
5

, tan

α= -
3
4

, cotα= -
4
3

.

答案  C

3 若 MP和 OM 分别是α=
17π
18
的正弦线和余弦线 ,则

(   )

A MP < O M < 0 B O M < 0 < MP

C OM < MP < 0 D MP > 0 > OM

解析  观察单位圆中的三角函数线 ,注意角α在第二象限 ,

从而 MP > 0 > OM .

答案  D

4 角α终边上一点 P ( 3 a, - 4 a) ,其中 a < 0 ,则α的六

个三角函数值为     .

解析  ∵ P(3 a, - 4 a) ( a < 0 ) ,∴ r = ( 3 a)2 + ( - 4 a)2 = 5

| a | = - 5 a,

∴sinα=
4
5

, cosα= -
3
5

, tanα= -
4
3

, cotα= -
3
4

,

secα= -
5
3

, cscα=
5
4

.

答案  sinα=
4
5

, cosα= -
3
5

, tanα= -
4
3

, cotα= -
3
4

,

secα= -
5
3

, cscα=
5
4

.

5 已知 sinθ> 0 且 tanθ< 0 ,则θ为第     象限角 .

解析  若 sinθ> 0且 tanθ< 0 ,则θ在第二象限 .

答案  二

6 已知角α的终边在直线 y = 2 x 上 ,求α的六个三角

函数值 .

解 :先确定终边位置 .

( 1)若α在第一象限 ,在其上任取一点 P( 1 , 2 ) , | OP | =

5 ,则

sinα=
y
r

=
2

5
=

2 5
5

, cosα=
5
5

, tanα= 2 ,

cotα=
1
2

, secα= 5 , cosα=
5
2

;

( 2)若α在第三象限 ,在终边上任取一点 P( - 1 , - 2 ) ,

| OP | = 5 ,则

sinα= -
2 5

5
, cosα= -

5
5

, tanα= 2 ,

cotα=
1
2

, secα= - 5 , cscα= -
5
2

.

拓展训练

7 若一个 600°的角的终边上有一点 P( - 4 , a) ,则 a的

值为 (   )

A 4 3 B - 4 3 C ±4 3 D 3

解析  ∵ tan 600°= 3 ,∴
a

- 4
= 3 .

∴ a = - 4 3 .

答案  B

魔法数学  同步学与练  高一·下⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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8 若 cosα= 2 - m,则实数 m的取值范围是 (   )

A 1≤m≤9 B 0≤ m≤9

C 0≤ m≤1 D m = 1或 m = 9

解析  ∵ | cosα|≤1 ,∴ - 1≤2 - m≤1 ,解得1≤ m≤9 .

答案  A

9 若
π
4

<α<
π
2

,则 sinα, cosα, tanα的大小关系为

(   )

A tanα< cosα< sinα B sinα< tanα< cosα

C cosα< tanα< sinα D cosα< sinα< tanα

解析  利用角α的三角函数线 ,即得 tanα> sinα> cosα.

答案  D

10已知 | cosθ| = cosθ, | tanθ| = - tanθ,则
θ
2
的终边在

(   )

A 第二、四象限  B 第一、三象限

C 第一、三象限或 x轴上  D 第二、四象限或 x轴上

解析  由 cos θ≥ 0 , 知 -
π
2

+ 2 kπ≤θ≤
π
2

+ 2 kπ; 由

tanθ≤0 ,知
π
2

+ kπ<θ≤( k + 1)π,∴ -
π
2

+ 2 kπ<θ≤2 kπ,

∴ -
π
4

+ kπ<
θ
2
≤ kπ( k∈Z) ,故选 D .

答案  D

11设点 P( x ,2)是角α终边上一点 ,且满足 sinα=
2
3

,

则 x =     .

解析  ∵ P( x ,2 ) ,∴ r = x2 + 2 .又 sinα=
2
3

,

∴
2

x2 + 2
=

2
3

,解得 x = ± 5 .

答案  ± 5

12函数 y = sin x + - tan x的定义域为     .

解析  由
sin x≥0 ,

- tan x≥0 .
得

sin x≥0 ,

tan x≤0 .
∴角 x的终边落在第

二象限 ,或 x轴上 .故定义域为

x 2 kπ+
π
2

< x≤2 kπ+π或 x = 2kπ, k∈Z .

答案  x 2 kπ+
π
2

< x≤2 kπ+π或 x = 2 kπ, k∈Z

13若角α终边过点 M (3 k, - 4 k) ( k≠0) ,则 4cscα- 3sec

α=     .

解析  ∵ M( 3k, - 4k) ,∴ x = 3 k, y = - 4 k .

∴ r= ( 3 k) 2 + ( - 4 k) 2 = 5 | k | ,因 k≠0 ,

若 k > 0 ,则 r = 5 k,∴cscα= -
5
4

, secα=
5
3

.

∴4cscα- 3secα= - 10 .

若 k < 0 ,则 r = - 5 k,∴cscα=
5
4

, secα= -
5
3

.

∴4cscα- 3secα= 10 .

答案  ±10

14已知角α的终边经过点 (3 a - 9 , a + 2 ) ,且 cosα≤0 ,

sinα> 0 ,则 a的取值范围是     .

解析  由 cosα=
x
r
≤0 及 r > 0 ,∴ x≤ 0 .同理由 sinα> 0

知 y > 0 .∴由题意得 3 a - 9≤0 且 a + 2 > 0 .

∴ a≤3 且 a > - 2 .即 - 2 < a < 3 .

答案  ( - 2 ,3)

15已知 sinα< 0 且 tanα> 0 , (1)求角α的集合 ; (2)求角

α
2
终边所在的象限 ; ( 3 )试判断 tan

α
2

, sin
α
2
· cos
α
2
的

符号 .

解 : (1)由条件知角α是第三象限角 ,

α 2 kπ+π<α< 2kπ+
3
2
π, k∈Z ;

( 2)由题意得 kπ+
π
2

<
α
2

< kπ+
3π
4

, k∈Z .

故当 k为偶数时 ,
α
2
在第二象限 ,当 k为奇数时 ,

α
2
在第

四象限 .因此 ,角
α
2
终边在第二或第四象限 ;

( 3)由( 2)知 tan
α
2

< 0 , sin
α
2
·cos
α
2

< 0 .

16( 1 ) 角α的终边上一个点 P ( 4 t, - 3 t ) ( t≠ 0 ) , 求

2sinα+ cosα的值 ;

( 2)已知角β的终边在直线 y = 3 x上 ,用三角函数定义

求 sinβ和 cotβ的值 .

分析  由题目特点 ,可考虑利用三角函数的定义求解 .

解 : ( 1 ) 据 题 意 , 有 x = 4 t, y = - 3 t, 所 以 r =

(4 t)2 + ( - 3 t) 2 = 5 | t | .

①当 t > 0时 , r= 5 t, sinα= -
3
5

,

cosα=
4
5

, 2sinα+ cosα= -
6
5

+
4
5

= -
2
5

;

②当 t < 0时 , r= - 5 t, sinα=
- 3 t
- 5 t

=
3
5

,

cosα=
4 t
- 5 t

= -
4
5

,∴2sinα+ cosα=
6
5

-
4
5

=
2
5

;

( 2)设 P( a, 3 a) ( a≠0 )是角β终边 y = 3 x上一点 ,则

cotβ=
a

3 a
=

3
3

,

若 a < 0 ,则β是第三象限角 , r = - 2 a,

此时 sinβ=
3 a

- 2 a
= -

3
2

;

若 a > 0 ,则β是第一象限角 , r = 2 a,

此时 sinβ=
3 a
2 a

=
3
2

.

综合创新

17用单位圆证明 :若 a∈ 0 ,
π
2

,则有 sinα<α< tanα.

解 :如图 4 - 3 - 4 ,设角α的终边与单位圆交于点 P ,单

位圆与 x轴正半轴的交点为 A ,过点 A作圆的切线交 OP 的

延长线于 T ,过 P作 PM⊥OA于 M ,连结 A P .则

在 Rt△ MOP中 ,

sinα=
MP
OP

= MP .
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