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  第九章

直线、平面、简单几何体

一  空间的直线与平面

9. 1  平面的基本性质

教学建议

  本节重点是平面的有关概念和基本性质 ,难点是空

间概念的建立 ,图形、符号、文字三种数学语言的正确

应用 .

1 .平面是不加定义的概念 ,在教学时要充分联系生

活中的实例、实物来加强直观认识 .利用平面图形的“有

限性”作对照来强调平面的“无限延展性”,讲清楚它没有

边界、大小、面积等概念 ,但要指出 ,平面是没有厚度的 .

2 .在讲解用平行四边形表示平面时 ,强调要把它

想象成无限延展的 ,不要认为平面就是平行四边形这

么大 ,也可以用其他的平面图形 ,如菱形、三角形、角、

圆等图形来表示 .

3 .三个公理和三个推论的教学 ,要强调它们的重

要性和作用 .公理 1 是研究直线和平面的公共点的 ,可

用来检验某个物体的表面是否平整 .公理 2 是研究两

个平面的公共点的 ,用它可证明共点、共线、共面等问

题 .公理 3 及其 3 个推论 ,是确定平面的依据 .在教学

中可以举生活中的例子加以说明 ,要特别强调“有且只

有一个平面”的含义 .在证明中用到了反证法 ,要和学

生一起总结反证法的证明步骤 .

4 .要加强图形和符号语言的教学 .我们用集合中的

符号来表示点、线、面的位置关系 ,要注意它们的读法 .引

导学生养成做题时先画图、尽可能用符号表达的习惯 .

5 .在直观图的教学中 ,画图的每一步骤都要严格按

程序操作 ,不能敷衍了事 .

预习导引

问题 1:四条腿的凳子与三条腿的凳子哪种更稳固 ?

问题 2:怎样检查一张桌子的四条腿的下端是否在同一平

面内 ?

问题 3:为什么有的自行车后轮旁只安装一只撑脚 ?

点拨

1. 三条腿的凳子的下端看作不共线的三个点 ,一定

在一个平面内 ,无论放在哪里都比较稳固 ;四条腿的凳

子的下端应看作四个点 ,不一定共面 ,稳固性差一点 .

2. 把两根细绳交叉地放在四条腿的下端 ,拉紧 ,如

果细绳相交 ,则说明四条腿的下端在同一平面内 ,否

则 ,就不在同一平面内 .这样做的根据是公理 3 的推论

2:两条相交直线确定一个平面 .

3. 由公理 3 知道 :不共线的三点确定一个平面 .我

们把自行车的前后轮看作两个点 ,因此 ,只需要在自行

车旁安装一只撑脚作为第三个点 ,由这不共线的三点

可以确定一个平面 .因此 ,自行车旁只需安装一只撑脚

就可以了 .

知能互动

1 .在空间中 ,基本图形有     .

2 .画水平平面 ,通常把平行四边形的锐角画成   ,横

边画成邻边的 2 倍 .

3 .平面通常用   等表示 , 或平行四边形的     

或平行四边形的     表示 .

4 .一个平面被另一平面遮住时 ,被遮部分的线段应画成

  或   .

5 .一条直线的   点在一个平面内 ,那么这条直线上的

  点都在这个平面内 .

6 .有一个公共点的两个平面相交于       一条

直线 .

7 .经过     的三点确定一个平面 .

8 .经过     和直线外     有且只有一个平面 .

9 .两条     或     的直线确定一个平面 .

10 .在直观图的斜二测画法中 ,

( 1) x′O′y′    ,∠ x′O′z′    ,

x′O′y′所确定的平面表示     .

( 2)已知图形中平行于 x轴、y轴、z轴的线段 ,在直观图

中分别画成     的线段 .
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(3)已知图形中平行于 x 轴、z轴的线段 ,在直观图中长

度     ;平行于 y轴的线段 ,长度     .

答案

1. 点、直线、射线、线段、平面  2. 45° 3. 希腊字

母α、β、γ 四个顶点字母 (如平面 A BCD )  对角线顶

点字母 (如平面 AC )  4. 虚线  不画  5. 两个  所有

6. 经过这点  7. 不在同一条直线上  8. 一条直线  

一点  9. 相交  平行  10. ( 1) = 45°或 135° = 90° 

水平平面  ( 2)平行于 x′轴、y′轴、z′轴  ( 3)不变  变

为原来的一半

疑难解析

1 .平面是最基本的几何概念 ,它是无限延展的 ,与平面

几何中的平面图形是不同的 ,没有边界、大小和厚薄 ,没有面

积 .一个平面把整个空间分成两部分 , 如果要想从平面的一

侧到达平面的另一侧 ,则必须穿过这个平面 .

2 .我们无法将一个无限延展的平面画在纸上 ,但可以选

取它的一部分来表示它 ,并且将它想象成无限延展的 .通常

画平行四边形表示平面 ,需要时 ,可以把它延展开来 ,如同在

平面几何中画直线一样 ,直线是无限延伸的 ,但在画直线时

却只画出一条线段来表示 .“通常”两字的意思是根据需要也

可用其他平面图形来表示平面 ,如三角形、矩形、圆等 ,并不

强求千篇一律 .

3 .本节使用了∈、| 、�、∩等集合符号 ,在读法上仍可用传

统的几何语言 .例如 , A∈α,读作“点 A在平面α内”; a�α,读作

“直线 a在平面α内”;α∩β= l,读作“平面α、β交于直线 l”.

4 .公理 1 是研究直线和平面的关系 ,反映了平面与曲面

的本质区别 ,通过直线的“直”和“无限延伸”的特性 ,揭示了

平面的“平”和“无限延展”的特性 .从集合的角度看 ,这个公

理是说 ,如果一条直线(点集 )中有两个元素 (点 )属于一个平

面 (点集 ) ,那么这条直线就是这个平面的真子集 .用它既可

判定直线是否在平面内 ,又可检验平面 .

5 .公理 2 是研究平面与平面关系的基础 ,说明了若两平

面相交 ,必交于一条直线 ,这是由平面的无限延展性决定的 .

它是确定两平面交线的依据 ,即先找两平面的公共点 ,再作

连线 .

6 .公理 3 及其推论是研究有关确定平面的条件 ,要透彻

理解“有且只有一个”的含义 . 这里“有”是说图形存在 ,“只

有一个”是说图形惟一 .本公理强调的是存在和惟一两方面 ,

不能仅用“只有一个平面”代替“有且只有一个平面”,否则就

不表达存在性和惟一性了 .

7 .表示空间图形的平面图形 ,叫做空间图形的直观图 ,

要把空间图形在平面内画得既富立体感 ,又能表达出图形各

主要部分的位置关系和度量关系 .

探究学习

例 1

判断下列命题是否正确 ,并说明理由 .

( 1)平面的形状是平行四边形 ;

( 2)任何一个平面图形都是一个平面 ;

( 3)空间图形中先画的是实线 ,后画的是虚线 ;

( 4)如果平行四边形 A BCD 的面积大于平行四边形

A1 B1 C1 D1的面积 ,则平面 A BCD大于平面 A1 B1 C1 D1.

( 5) 8个平面重叠起来要比 6个平面重叠起来厚 ;

( 6)用斜二测画法画水平放置的平面图形的直观图时 ,

由于选轴的不同所画的直观图可能不同 .

命题意图: 熟悉巩固平面的基本概念 , 增强分析问题、

辨别正误的能力 .

分析  仔细分析每个命题的条件和结论 ,与平面的概念和

性质认真对照 ,找出共同点和区别 ,即可辨明正误 .

答案  (1 )不正确 .平面是无限延展的 ,我们只是画平行四

边形表示平面 .

( 2)不正确 .平面图形和平面是两个完全不同的概念 .平

面图形是由大小、有面积可以度量的 ,而平面具有无限延展

性 ,类似于直线可以无限延长 ,是不可度量的 .

( 3)不正确 .在空间图形中 ,我们一般是把能够看得见

的线画成实线 ,把被平面遮住看不见的线画成虚线 (无论是

题中原有的还是后引的辅助线)或者不画 .

( 4)不正确 .平面是无限延展的 ,不论大小 ,不计面积 .

( 5)不正确 .平面是没有厚度的 .

( 6)不正确 .图形中线面的位置关系是不变的 ,所以不

论坐标轴怎样选取 ,直观图都是一样的 .

探究 : 对平面的性质要真正理解 ,牢牢抓住无限延展

性这个特点 ,严格区分“平面图形”和“平面”这两个概

念 , 注意和平面图形性质的区别 .

例 2

一条直线与三条平行直线都相交 ,

求证:这四条直线共面 .

命题意图 : 熟悉公理 3 及其推论 ,掌握线共面的证明

方法 .

分析  先将已知和求证改写成符号语言 .要证明诸线共

面 ,一种方法是先由 a、b确定一个平面 ,由公理 1 证明 c, l也

在此平面内 ;另一种方法是先由 a、b确定一个平面 , c、l确定

另一平面 ,再证两平面重合 .

答案  已知 : a∥ b∥c, l∩ a = A , l∩ b = B, l∩ c= C .

求证:直线 a, b, c, l共面 .

证法 1 : ∵ a∥ b,

∴ a、b确定一个平面α,

∵ l∩ a = A , l∩ b = B ,

∴ A∈α, B∈α,故 l�α.

魔法数学  同步学与练  高二·下⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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又∵ a∥ c,

∴ a、c确定一个平面β,

同理可证 l�β,

∴α∩β= a且α∩β= l,

∵过两条相交直线 a、l有且只有一个平面 ,

故α与β重合 .

即直线 a, b, c, l共面 .

证法 2: 由证法 1得 a、b、l共面α,

也就是说 b在 a、l确定的平面α内 ,

同理可证 c在 a、l确定的平面内 .

∵过 a和 l只能确定一个平面 ,

∴ a , b, c, l共面 .

探究 : (1 )本题可推广到更一般的情形 :若一条直线和

一组平行线都相交 ,则这条直线和该组平行线是共面

直线 .

(2)分别由某些直线 (相交直线或平行直线 )确定

出平面 ,然后证明这几个平面重合 (由公理 3 及其三个

推论 ) ,也是一种行之有效的证明线共面的方法 .

(3)解决线共面问题的基本方法是 :

①由推论 2 及推论 3 ,直接得出某两条相交或平行

直线共面 ;

②先由两个推论确定出平面 ,然后再由公理 1 证

明其余的直线也在这个平面内 ;

③由一部分直线确定一个平面 ,再由另一部分线

确定另一个平面 ,最后由公理 3 或其推论证明这两个

平面重合 .

例 3

已知 :如图 9 - 1 - 1 ,△ A BC在平面α外 , A B∩α= P ,

AC∩α= R , BC∩α= Q,

求证 : P、Q、R三点共线 .

命题意图 :熟悉公理 2的应用 ,掌握点共线问题的证明

方法 .

分析  证明 P、Q、R为平面 A BC与α的公共点 ,则由公理

2 可知 ,它们在两平面的交线上 .

图 9 - 1 - 1

答案  ∵ A B∩α= P, A B�平面 A BC,

∴ P∈平面 A BC, P ∈α,

∴ P在平面 A BC与α的交线上 .

同理可证: Q、R也在平面 A BC 与α的交线上 .

∴ P、Q、R三点共线

探究 :证明空间三点共线通常采用以下方法 :

( 1)首先找出两平面的交线 ,然后证明这三点都是

两个平面的公共点 , 根据公理 2 知 ,这些点都在交

线上 .

( 2)选择其中两点确定一条直线 ,然后证明另一点

在这条直线上 .

例 4

如图 9 - 1 - 2 ,水平放置的△ A BC的斜二测画法的直观

图△ A′B′C′是边长为 a的正三角形.

试求原三角形 A BC的面积 .

命题意图 :熟悉直观图的斜二测画法的规则 ,提高应用

能力 .

图 9 - 1 - 2

分析  先建立

坐标系以便确定

点、线的相对位置

关系 .△ ABC高是

OA,由斜二测画法

的 规 则 知 , 它 是

O′A′的两倍 ,三角

形的底 BC等于 B′C′.为了求 O′A′,先求△ A′B′C′的高 A′D′,在

△ A′O′D′中 ,由∠ A′O′x′= 45°即可求得 .

答案  在△ A′B′C′所在的平面上建立坐标系 ,

使 x′轴 y′轴成 45°角 ,使 x轴 y轴成 90°角 .

由△ A′B′C′为正三角形可知:

△ A′B′C′的高 A′D′=
3
2

,

∴ O′A′= 2  A′D′=
2
2

a .

∵在直观图中平行于 y轴的线段为原线段的一半 ,

平行于 x轴的线段与原线段等长 ,

∴ 在原图中: OA = 2 O′A′= 6 a, BC= B′C′= a ,

∴ S△ A B C =
1
2

BC·OA =
6
2

a .

探究: (1)本题应明确原图形与直观图的线段长度关系 .

(2)合理地建立坐标系 ,找到△ A BC的高是解决本题

的关键 .

达标训练
基础过关

  一、选择题

1 点 P在平面α内 , 直线 a、b相交于点 P, 下列表示法正

确的是 (   )

A a∩b= P, a�b, b� a

B a∩b= P, P∈α

C a∪b= P, P∈α

第九章  直线、平面、简单几何体⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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D a∩ b= P, P�α

答案  B

2 下列四个命题:

(1)两个相交平面有不在同一直线上的三个公共点

(2)经过空间任意三个点有且只有一个平面

(3)一个角一定是平面图形

(4)在空间两两相交的直线必共面

其中正确命题的个数是 (   )

A 1          B 2

C 3 D 4

解析  命题(1)是错误的 .因为由公理 2 知两平面相交必交于

一直线且由公理 3 知两平面有不在同一直线上的三个公共点

时 ,两平面必重合 .命题(2)也是错误的 .因为由公理 3 知只有经

过空间不共线的三点才能仅有一个平面 .若三点共线 , 则经过

此三点的平面有无数个 .命题(3)是正确的 .若角是平角或周角 ,

则此时角为直线或射线 ,为平面图形;若角不是平角或周角 , 角

的两边必相交 ,确定一个平面 ,为平面图形 .命题 (4)是错误的 .

两两相交的三直线可能相交于一点 ,此时三直线未必共面 .

答案  C

3 过一条直线和这条直线外不共线的三点 ,最多可确定

(   )

A 三个平面 B 四个平面

C 五三个平面 D 六个平面

解析  直线和每一个点分别确定一个平面 ,三个点又确定一

个平面 .

答案  B

4 两个平面重合的条件是它们的公共部分中有 (   )

A 三个点 B 一个点和一条直线

C 无数个点 D 两条相交直线

解析  A和 C中的点如果在一条直线上 ,则两个平面不一定

重合 ;B中的点也可以在直线上 ,不能保证重合 .

答案  D

5 已知平面α与平面β和平面γ都相交 ,则这三个平面可

能的交线有 (   )

A 1条或 2条 B 2 条或 3条

C 1条或 3条 D 1 条或 2条或 3 条

解析  当β和γ相交 ,α过交线时 ,三平面交于一条直线;当β

和γ平行时 ,交线有 2 条;当β和γ相交 ,α不过交线时 , 交线有

3条 .

答案  D

6 在空间中 ,可以确定一个平面的条件是 (   )

A 两两相交的三条直线

B 三条直线 ,其中的一条与另外两条直线分别相交

C 三个点

D 三条直线 ,它们两两相交 , 但不交于同一点

E 两条直线

解析  A中两两相交的三条直线 ,可能交于同一点 ,此时三条

直线不一定在同一平面内; B中另两条直线不在同一平面内 ,或

三条直线交于同一点 ,都不能确定一个平面 ; C中三个点如果在

一条直线上 ,则可以有无数个平面 ; E中两条直线可能不共面 ,

所以只有 D符合要求 .

答案  D

7 下列命题:

①公理 1可用集合符号叙述为:若 A∈ l, B∈ l,且 A∈α, B

∈α,则必有 l∈α

②四边形的对角线必交于一点

③用平行四边形表示的平面 ,以平行四边形的四条边作为

平面的边界

④梯形是平面图形

其中正确命题的个数为 (   )

A 1 B 2

C 3 D 4

解析  对于① ,注意到直线是点集 ,平面也是点集 ,当直线在

平面上时 ,直线是平面的真子集 ,应表示为 l�α;

对于② ,当四边形是平面图形时 ,命题正确 ,但当四边形的

四个顶点不共面时 ,两条对角线是不能相交的 ;

对于③ ,平面是无限延展的 ,没有边界;

对于④ ,梯形的两底是两条平行线 ,可确定一平面 ,由于腰

的两端点均在此平面上 ,故腰也在平面上 ,所以梯形是平面

图形 .

答案  A

图 9 - 1 - 3

8 一个水平放置的平面图形的斜二

测直观图是一个底角为 45°,腰和上底均

为 1的等腰梯形 ,则这个平面图形的面积

等于 (   )

A
1
2

+
2
2

B 1 +
2
2

C 1 + 2

D 2 + 2

解析  在直观图中建坐标系如图 9 - 1 - 3 ,则在原图中有 OA

⊥OC,

∴原图形是直角梯形 ,

高 OC = 2O′C′= 2 , CB = C′B′,

OA = O′A′= C′B′+ 2·
2
2
·O′C′= 1 + 2 ,

由面积公式易求得结果 .

答案  D

二、填空题

9 用符号语言表示下列语句:

(1)点 A在平面α内 ,但在平面β外 ,可表示为 ;

(2)直线 a经过平面α外一点 M ,可表示为 ;

(3)直线 a在平面α内 ,又在平面β内 ,即平面α和平面β相

交于直线 a, 可表示为 .

答案  (1) A∈α, A| β

(2) M∈α, M| α

(3) a�α,且 a�β,即α∩β= a

10 相等的线段在直观图中 .

解析  如一条线段平行于 x轴 ,另一条平行于 y轴 , 则在直观

魔法数学  同步学与练  高二·下⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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图中它们是两倍关系 .

答案  不一定相等

11 空间不共线的四点可确定 个平面 ?

解析  若空间四个点恰在同一平面上 ,则只确定 1个平面 ;若

空间四个点不共面 ,则其中任意三个点必不共线(否则这四个点

必共面) ,经过四个点中任意三个点均可确定惟一的一个平面 ,

所以共可确定 4个平面 .

答案  1或 4

12 空间四点 A、B、C、D共面但不共线 ,有下列四个判断 :

①必有三点共线;

②必有三点不共线 ;

③至少有三点不共线;

④不可能有三点共线 .

其中正确的判断是序号是 .

解析  若任三点都共线 ,则四点一定共线 ,与已知矛盾 .

答案  ②

13 如图 9 - 1 - 4 , A、B、C、D为不共面的四点 , E、F、G、H

分别在 AB、BC、CD、DA上 ,

(1)如果 E H∩ FG= P,那么点 P在 上 ;

(2)如果 EF∩GH= Q,那么点 Q在 上 .

图 9 - 1 - 4

解析  (1)由 AB、AD确定平面α,

∵E、H在 AB、DA上 ,

∴E∈α, H ∈α,

∴直线 E H�α,又∵E H ∩ FG = P,

∴ P∈E H,  P ∈α.

设 CB、CD确定平面β,

同理可证 : P∈β.

∴ P是平面α、β的公共点 ,

∵α∩β= BD,

∴点 P在直线 BD上 .

同理可得 (2)的结论 .

答案  (1) BD所在的直线 ;

(2) AC所在的直线 .

14 有下面几个命题:

①如果一条线段的中点在一个平面内 ,那么它的两个端点

也在这个平面内 ;

②两组对边分别相等的四边形是平行四边形;

③两组对边分别平行的四边形是平行四边形;

④四边形有三条边在同一个平面内 ,则第四条边也在这个

平面内 ;

⑤点 A在平面α外 ,则点 A和平面α内的任意一条直线都

不共面 .

其中正确命题的序号是 .(把你认为正确的命题

的序号都填上)

解析  ①中 ,当一条线段与平面相交且中点在平面内 ,但两个

端点可以不在平面内;②中 ,空间四边形可以两组对边分别相

等 ,但平行四边形一定是平面图形;⑤中 ,又公理 3 的推论 1 可

知 ,点 A和任意直线都共面 .

答案  ③④

三、解答题:

15 将下面用符号语言表示的关系改用文字语言予以叙

述 ,并用图形语言予以表示:

α∩β= l, A ∈ l, AB�α, AC�β.

解析  文字语言叙述为:

图 9 - 1 - 5

点 A在平面α与平面β的交线 l上 , A B、AC

分别在α、β内 .

图形语言表示为:

16 已知: A、B、C、D、E五点 ,其中 A、B、C、D

共面 , B、C、D、E共面 ,则 A、B、C、D、E一定共面吗 ?

错解:∵ A、B、C、D共面 ,

∴点 A在 B、C、D确定的平面内 .

∵B、C、D、E共面 ,

∴点 E在 B、C、D确定的平面内 .

∴点 A、E都在 B、C、D确定的平面内 ,

即点 A、B、C、D、E一定共面 .

错误分析:上述解法中 , 由于没有注意到 B、C、D三点不一

定确定平面 ,即默认了 B、C、D三点一定不共线 , 因而出错 .也即

由题设条件 B、C、D三点不一定确定平面 ,因此就使得五点的共

面失去了基础 .

答案  正解 : A、B、C、D、E五点不一定共面 .

(1)当 B、C、D三点不共线时 ,

由公理 3可知 , B、C、D三点确定一个平面α,

由题设知 A∈α, E∈α,

故 A、B、C、D、E五点共面于α.

(2)当 B、C、D三点共线时 ,设共线于 l,

若 A∈ l, E∈ l,则 A、B、C、D、E五点共面;

若 A、E有且只有一个点在 l上 ,

则 A、B、C、D、E五点共面;

若 A、E都不在 l上 ,

则 A、B、C、D、E五点可能不共面 .

即当 A、E所在的直线与 l相交或平行时 ,

A、B、C、D、E五点共面;否则 ,五点不共面 .

17 已知:空间四点 A、B、C、D不在同一平面内 ,

求证: A B和 CD既不平行也不相交 .

答案  证明 :假设 AB和 CD平行或相交 ,

则 AB、CD可确定一个平面α,

于是 AB�α, CD�α,

可得 A、B、C、D ∈α,

这与已知 A、B、C、D不共面矛盾 .

因此 AB和 CD既不平行也不相交 .

18 作出下列多边形水平放置的直观图(不写画法) .

图 9 - 1 - 6

答案

图 9 - 1 - 8

第九章  直线、平面、简单几何体⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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图 9 - 1 - 7

19 已知: l1、l2、l3、l 4是两两相交且不共点的四条直线 ,

求证: l1、l2、l3、l 4共面

答案  证明:情形(1)如图 9 - 1 - 8 ,

设直线 l1、l2、l3交于点 A, l1、l2、l3分别与直线 l4交于点 D、

C、B .

证法 1(归一法) :

∵ li ( i= 1 ,2 ,3 ,4)不交于一点 , A| l4 ,

∴过 A、l4确定平面α,则 B、C、D∈α,

由 A、B∈α得 l3�α,同理 l1、l2�α,

∴ l1、l2、l3、l4共面

证法 2(重合法) :

∵ l1∩ l2 = A, ∴过 l1、l2确定平面α,

又∵ l3∩ l4 = B, 过 l3、l4确定平面β,

∵D∈ l1 ,∴ D∈α,

又∵C∈ l2 , C∈α,

又 C、D ∈ l4 ,

∴ l4∈α,∴ B∈α.

由 A∈ l3可知 ,α、β为 l3、l4确定平面 ,

∴α、β重合 .

∴ l1、l2、l3、l4共面

图 9 - 1 - 9

情形(2)如图 9 - 1 - 9 ,

设 l1∩ l2 = F, l1∩ l3 = E,

l1∩ l4 = A, l2∩ l3 = D,

l2∩ l4 = B, l3∩ l4 = C .

证法 1:设 l1、l2确定平面α,

则 A、E、F∈α, B、D∈α,

得 l4�α,∴C∈α.

由 C、D∈α,∴ l3�α.

∴ l1、l2、l3、l 4共面

证法 2: 设 l1、l2确定平面α,

则 A、B、D、E、F∈α,

过 l2、l3确定平面β,

则 B、C、D、E、F∈α,

可知α、β为 B、E、F确定的平面 ,α、β重合于α,

由 A、B∈α,∴ l4�α.

∴ l1、l2、l3、l4共面

知能拓展

20在正方体 A BCD - A1 B1 C1 D1中 ,点 E、F分别是棱 AA1、

CC1的中点 ,

求证:点 D1、E、F、B共面

图 9 - 1 - 10

答案  证明: ∵D1、E、F三点不共线 ,

∴D1、E、F三点确定一个平面α.

又由题意可知 D1 E与 DA共面且

不平行 ,

故分别延长 D 1 E、D A相交于 G ,

则 G∈直线 D 1 E�平面α.

∴G∈α.

同理设直线 D 1 F与 DC的延长线交于点 H,

则 H∈平面α.

又∵点 G、B、H均属于平面 AC,

又 E为 A A 1中点 ,且 AE∥DD 1 ,

∴ AG = AD = A B, ∴∠ A BG = 45°.

同理∠CB H = 45°,

又∵∠ ABC = 90°,

∴点 G、B、H共线于 GH �平面α,从而点 B∈α.

∴点 D 1、E、F、B四点共面 .

图 9 - 1 - 11

21如图 9 - 1 - 11 ,已知四边形 ABCD

中 , AB∥DC, AB、BC、CD、DA所在直线分

别与平面α交于 E、G、F、H .

求证: E、H、F、G四点共线 .

答案  证明 :∵ AB∥DC,

∴四边形 A BCD是平面图形 .

设 ABCD确定平面β.

∵点 E、F、G、H 分别在直线 AB、CD、

BC、AD上 ,

∴E、F、G、H都在β内 .

又∵点 E、F、G、H都在α内 ,

∴E、F、G、H是α和β的公共点 ,在α和β的交线上 ,

由公理 2 ,两个平面有且只有一条交线 ,

∴E、H、F、G四点共线 .

图 9 - 1 - 12

22已知:如图 9 - 1 - 12 , △ A BC与△ A1

B1 C1对应边平行 ,且不是全等三角形 ,

求证:延长 A A1、B B1、CC1后必交于一点 .

答案  证明: 由△ ABC与△ A 1 B 1 C 1 对应

边平行 ,得 AB∥ A 1 B 1 ,

设 AB与 A 1 B 1确定平面α.

∵两三角形不全等 ,∴ AB≠ A1 B1 ,

则 AA 1与 BB 1延长交于一点 ,设为 O .

同理 ,设 BC与 B1 C1确定平面β,

AC与 A1 C 1确定平面γ,

可知 O在β与γ的交线 CC 1上 ,

∴ AA 1、BB 1、CC 1的延长线交于一点 .

综合创新

图 9 - 1 - 13

23如图 9 - 1 - 13 ,已知直线 a与 b不共

面 ,直线 c∩a = M,直线 b∩c= N,又

a∩平面α= A, b∩平面α= B, c∩平面α= C,

求证: A、B、C三点不共线 .

答案  证明 : 假设 A、B、C三点共线 ,

即都在直线 l上 ,

∵ A、B、C∈α,∴ l�α.

∵c∩平面α= C, 即 c∩ l= C,

∴c与 l确定平面β.

魔法数学  同步学与练  高二·下⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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∵c∩a = M,∴M∈β,又 A∈β,

∴a�β.

同理可证 b�β.

∴直线 a、b共面 ,

这与已知 a与 b不共面矛盾 .

因此 , A、B、C三点不共线 .

图 9 - 1 - 14

24如图 9 - 1 - 14 ,在正方体 ABCD

- A1 B1 C1 D1 中 ,点 E、F分别是棱 A B、

AA1的中点 ,

求证: (1) E、C、D1、F四点共面 ;

(2) CE、D1 F、DA三线共点 .

答案  证明:(1)分别连结 EF、

A 1 B、D 1 C .

∵E、F分别是棱 AB、A A 1的中点 ,

∴E F∥ A 1 B且 EF =
1
2

A1 B .

又∵ A1 D 1∥ B 1 C 1∥ BC,

A 1 D1 = B1 C1 = BC,

四边形 A 1 D 1 CB是平行四边形 ,

∴ A1 B∥CD1 ,

∴E F∥CD1 .

∴由推论 3 , EF和 CD1确定一个平面 ,

∴E、C、D1、F四点共面 .

(2)∵ EF∥CD1且 EF =
1
2

CD1 ,

∴直线 D1 F和 CE必相交 ,

设 D1 F∩CE = P .

∵D1 F�平面 AA1 D1 D, P∈ D1 F,

∴ P∈平面 AA1 D1 D .

又 CE�平面 ABCD, P ∈EC,

∵ P∈平面 ABCD .

即 P是平面 A BCD与平面 A A1 D1 D的公共点 ,

而平面 A BCD∩平面 A A1 D1 D = AD,

∴ P∈ AD(公理 2) ,

∴CE、D1 F、DA三线共点 .

(2)的第二种证法如下 :

∵在正方体中 , F是棱 A A1的中点 ,

∴直线 D1 F和 DA必相交 ,

设 D1 F∩ DA = P .

∵ AF =
1
2

AA1 =
1
2

DD1 , A F∥DD1 ,

∴ AP = AD .

同理可证 :直线 CE和 DA也相交 ,

设 CE∩DA = P′, A P′= AD .

AP = A P′,∴ P与 P′′重合 ,

∴直线 D1 F、DA、CE交于点 P .

  立体几何的公理法知识:

选取少数不加定义的原始概念 (基本概念 )和无条件

承认的规定(公理)作为出发点 ,再加以严格的逻辑推理 ,

将某一数学分支建成演绎系统的方法 ,叫数学系统的公理

化方法 ,简称“公理法”.

两千多年来 ,欧几里得的《几何原本》在传播几何知识

方面做出了巨大的贡献 ,并一直被人们作为标准的教科书

使用 .《几何原本》的特点是建立了一个比较严密的几何体

系 ,提出了几何学的“根据”和它的逻辑结构问题 .但是 ,随

着时间的推移 ,人们逐渐发现《几何原本》的体系还存在不

少破绽和漏洞 ,例如使用一些未知的定义来解释另一个未

知的定义 ,这样的定义既不能逻辑地确定几何名词和术

语 ,也不能在逻辑推理中起作用;《几何原本》也使用了一

些未曾定义的概念 ,如“连续”的概念就未定义而被使用 .

正是由于对《几何原本》在逻辑结构方面存在的破绽和漏

洞的发现 ,推动了几何学的不断发展 .

1899 年 ,德国数学家希尔伯特在他的《几何基础》一书

中 ,首次用公理化的方法提出了一个比较完善的几何学的

公理系统 ,即希尔伯特公理体系 ,克服了《几何原本》中的

一些缺点 .

希尔伯特公理体系的主要思想包含:

(1)把几何中的点、直线、平面等概念 ,作为不加定义

的“原始”概念 ,叫基本对象 .

(2)给出几何元素的一些基本关系 :结合关系、顺序关

系、合同关系 .

(3)规定了五组公理 ,用它阐述基本对象的性质 .希尔

伯特还提出建立一个公理化体系的原则 ,即在一个公理体

系中 ,取哪些为公理 ,应包含多少公理 ,必须考虑以下

三点:

第一 ,相容性 ,即各公理必须是互相不矛盾的 ,同存于

一个体系中 .

第二 ,独立性 ,即每条公理都是各自独立的 ,不能由其

他公理推出 .

第三 ,完备性 ,即体系中所包含的公理应足以推出本

学科的任何命题 .

欧几里得的几何体系实际上是公理化体系的雏形 ,常

称之为古典公理体系 .

第九章  直线、平面、简单几何体⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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图 9 - 1 - 15

  公理化方法给几何学的研究带来了一个新的观点 .

在公理体系中 ,由于基本对象不加以定义 ,因此就不

必考虑研究对象的直观形象 ,只要研究抽象的对象之间的

关系、性质 .凡符合公理体系的元素都可以作为这个几何

体系的直观解释 ,或称几何学的模型 .因此 ,几何学的研究

对象更广泛 ,其含义也更抽象 .

20世纪以来 ,由于公理化方法在研究几何基础方面

所取得的成就 ,促使公理化方法渗透到数学的其他分支 ,

诸如代数、泛函、拓朴等比较抽象的数学分支的研究 .公理

化方法对近代数学的发展所产生的巨大影响 ,已成为举世

公认的事实 ,公理化方法早已超过数学理论范围 ,进入其

他自然科学的领域 .如本世纪 40年代波兰数学家巴拿赫

完成了理论力学的公理化 ,物理学家还将相对论表述为公

理体系等等 .当然 ,公理化方法若不与实验方法相结合 ,不

与科学方法相结合 ,也不会更好地解决和发现问题 .

补充: 公理 3的两个推论的证明 .

推论 2:经过两条相交直线有且只

有一个平面 .

已知:直线 a∩b= A,

求证:经过直线 a、b有且只有一个

平面α.证明:①如图 9 - 1 - 15 ,在直线

a、b上分别取不同于 A点的点 C、B,得到不在一直线上的

三点 A、B、C, 过这三个点有且只有一个平面α(公理 3)

∵B∈b, A∈ b, B∈α, A∈α,

∴b�α,

图 9 - 1 - 16

  又∵C∈ a, A∈a, C∈α, A∈α,

∴a�α(公理 1) ,

∴平面α是经过相交直线 a、b的平面 .

②如果过直线 a、b还有另一个平面β,

那么 A、B、C三点也一定都在平面β内 ,

这样过不在一条直线上的三点 A、B、C就有两个平面

α、β了 ,这与公理 3 矛盾 .

∴过直线 a、b的平面只有一个 .

综上知 , 过直线 a、b有且只有一个平面 .

推论 3: 经过两条平行直线有且只

有一个平面 .

已知: 直线 a∥b,

求证:经过直线 a、b有且只有一个

平面α.

证明:①如图 9 - 1 - 16, 由平面几何的知识 :当两条

直线在同一平面内且不相交时 , 叫作平行直线 .

∴两条平行直线 a、b必在某个平面内 ,

就是说 ,过两条平行直线有一个平面.

②如果过直线 a、b还有另一个平面β,

那么 ,在 a上任取一点 A,它一定在平面β内 ,

这样过点 A和直线 b就有两个平面α和β,

这和推论 1 矛盾 .

∴过两平行直线 a、b的平面只有一个 .

综上知 , 过直线 a、b有且只有一个平面 .

魔法数学  同步学与练  高二·下⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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9 .2  空间的平行直线与异面直线

教学建议

  重点是公理 4和异面直线的概念 ,难点是空间异面直线

的定义及其所成的角 .

1 .在引入异面直线这一概念时应充分联系生活中的实

例 ,为了让学生更好地理解“不同在任何一个平面内的两条

直线”,可以通过画图举例来说明 .

图 9 - 2 - 1

  

图 9 - 2 - 2

图 9 - 2 - 3

  

图 9 - 2 - 4
2. 两条直线异面等价于这两条直线既不平行也不相交 ,

因此异面直线的定义又可理解为“经过这两条直线无法作出

一个平面”.

3 .在讲平行公理和等角定理时 ,可以用类比的方法与平

面几何中的结论加以对照 .

4 .关于两条异面直线所成的角 ,讲解时要突出以下几点:

①将角的概念从“交角”拓广为“空间两直线的方向

(或倾斜度)之间的差异”.它的大小反映二异面直线方向

上的差异 ,与点 O的位置无关 ;

②计算异面直线 a、b所成角的大小时 ,常将点 O取

在 a或 b上 ,往往只需平移一条直线即可 .

③到后面可以用向量的知识更有效地解决角的问

题 ,因此在这里不用作过多的繁难训练 .

预习导引

问题 :在长方体 A BCD - A1 B1 C1 D1的面 A1 C1上有一点 P

(如图 9 - 2 - 5 所示 ,其中 P点不在对角线 B1 D1上 ) ,

(1)过点 P在空间作一直线 l , 使 l∥直线 BD, 应如何

作图 ? 并说明理由 .

(2)过点 P在平面 A1 C1内作一直线 l′, 使 l′与直线 BD

成α角 ,这样的直线有几条 ?应如何作图 ?

点拨

(1)连结 B 1 D 1 ,

在平面 A1 C1内过点 P作直线 l ,

图 9 - 2 - 5

  使 l∥ B 1 D 1 , 则 l即为所求

的直线 .

∵ B1 D1∥ BD, l∥ B 1 D 1 ,

  ∴ l∥ B D .

  ( 2 ) 在平面 A1 C1 内 , 作直

线 l′,

使 l′与 B 1 D 1相交成α角 ,

∵ B1 D1∥ BD,

∴ l′与 BD 也成α角 , l′即为所求的直线 .

若 l′与 BD 是异面直线 ,则 l′与 B 1 D 1相交成α

角 ,α∈( 0 ,
π
2

] ,

当α=
π
2
时 ,这样的直线有且只有一条 ,

当α≠
π
2
时 ,这样的直线有两条 ;

若 l′与 BD 是共面 , 则 l′与 BD 平行 ,即α= 0 ,

这样的直线只有一条 .

知能互动

1 .空间直线的位置关系有     .

2 .平行于同一条直线的两条直线     ,这种性质叫

做空间平行线的     .

3 .等角定理的内容是 :如果一个角的两边和另一个角的

两边分别   并且     ,那么这两个角     .

4 .如果空间图形 F的所有点都沿同一方向移动相同的

距离到 F′的位置 ,则就说空间图形 F在空间作了一次   .

5 .    的两条直线叫做异面直线 ,这两条直线既不

    也不     .

6 .连结     与     的直线 ,和这个平面内   

  的直线是异面直线 .

7 .两条异面直线所成的角的范围是     ,如果他们

所成的角等于 90°,我们就说两条直线     .

答案

1. 相交、平行、异面  2. 平行  传递性  3. 平行

方向相同  相等  4. 平移  5. 不同在任何一个平面

内  平行  相交  6. 平面内一点  平面外一点  不经

过此点  7. (0 ,
π
2

]  互相垂直

疑难解析

1 .公理 4“平行于同一条直线的两条直线互相平行”,说

明把平行线的传递性推广到空间也能成立 .这个公理是判断

两直线平行的重要方法之一 ,其关键在于寻找联系所证两条

平行直线的第三条直线 .

第九章  直线、平面、简单几何体⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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2 .常把定理“如果一个角的两边和另一个角的两边分别

平行并且方向相同 ,那么这两个角相等”叫做等角定理 ,等角

定理主要解决了角在空间中的平移问题 ,这为后面建立异面

直线所成角打下基础 ,并为解决异面直线角的问题提供了解

题方法 .

在学习等角定理时要注意 :①如果一个角的两边与另一

角的两边分别平行 ,但方向相反 ,那么这两角相等;②如果一

个角的两边与另一个角的两边分别平行 ,有一组对边方向相

同 ,有一组对边方向相反 ,那么这两个角互补 .

图 9 - 2 - 6

3 .异面直线定义中“不同在任何一个平面

内”是指这两条直线“不能确定一个平面”,其

中的“任何”是异面直线不可缺少的前提条件 .

(1)不能把“不同在任何一个平面内”误解

为“不同在某一个平面内”,例如图 9 - 2 - 6 ,直

线 a�α, b�β, a∥ b ,不能由 a、b不同在平面α

上就误认为 a与 b异面 ,实际上 ,由 a∥ b可知 a与 b共面 ,它

们不是异面直线 ;

图 9 - 2 - 7

( 2)也不能误解为“分别在某两个平面内

的两条直线”,前者是说不可能找到一个同时

包含这两条直线的平面 , 而后者的直线只是

画在某两个平面内 ,并不能确定这两条直线异

面 ,它们可以是平行直线 ,如图 9 - 2 - 6 ,也可

以是相交直线 ,如图9 - 2 - 7 .

4 .两条异面直线既然不相交 ,但它们之间又有一个角 ,

这对于初学立体几何者来说 ,是较难理解的 .实际上这个角

是指这两条直线经过平移后处于相交位置时所成的锐角或

直角 ,因此异面直线所成的角的范围是 ( 0 ,
π
2

] ,要注意其中

不含 0 弧度 .

5 .两条异面直线所成角的大小只由异面直线的位置来

决定 ,而与 O点的位置无关 .所以为了便于计算出异面直线

所成角的大小 ,常根据题目的需要把 O点选在具有特殊的点

上或特殊的直线上 .

探究学习

例 1

已知棱长为 a的正方体 A BCD - A1 B1 C1 D1中 , M、N分

别是棱 CD、A D的中点 .

求证 :四边形 M N A1 C1是梯形 .

命题意图 :考查平行公理的应用 ,熟悉正方体的性质 ,

加强平面几何与立体几何的联系 .

分析  要证明 M N A1 C1是梯形 ,须找对边平行 ,由图知 A1

N与 C1 M不可能平行 ,须证 M N∥ A1 C1 ,由中点联想到三角

形的中位线 ,即可得证 .

答案  如图 9 - 2 - 8 ,连结 AC .

在△ ACD中 ,

∵ M、N 是 CD、A D的中点 ,

∴ M N是三角形的中位线 ,

∴ M N∥ AC, M N =
1
2

AC .

图 9 - 2 - 8

由正方体的性质得 :

AC∥ A1 C1 , AC = A1 C1 ,

∴ M N∥ A1 C1 ,且 M N =
1
2

A1 C1 ,

即 M N≠ A1 C1 ,

∴ 四边形 M N A1 C1是梯形 .

探究:要证明四边形是梯形 ,必须证明有两边平行且不

相等 ,有中点时常构造三角形的中位线来证明平行 .本

题利用公理 4 时 , 发挥了 AC的桥梁作用 .

例 2

如图 9 - 2 - 9 ,在正方体 A BCD - A1 B1 C1 D1中 , E、F、G

分别是棱 CC1、B B1及 DD1的中点 ,

求证: ∠ BGC = ∠ FD1 E

命题意图 :考查等角定理的应用 ,熟悉证明角相等的常

用方法 .

图 9 - 2 - 9

分析  要证明两角相等 ,由等角定

理 ,首先考虑角的对应边是否平行 ,也

可以像证明等角定理那样 ,通过证明

三角形全等或相似来证明 .

答案  ∵ E、F、G 分别是棱 CC1、

B B1及 DD1的中点 ,

∴ CE∥GD1 , CE = GD1 ,

B F∥ GD1 , B F = GD1 ,

∴四边形 CED1 G与四边形 BF D1 G均为平行四边形 .

∴ GC∥ D1 E, GB∥ D1 F .

又∵∠ BGC与∠ F D1 E的对应两边的方向相同 ,

∴∠ BGC = ∠ F D1 E .

探究 : (1)本题证明过程中容易忽视角的对应两边方向

相同 的论 述 . ( 2 ) 本题 也可 以 通过 证 明△ BGC≌

△ FD1 E,得到∠ BGC =∠ FD1 E .

图 9 - 2 - 10

  例 3

如图 9 - 2 - 10 , 空间四边形 A BCD

中 , A B≠ AC, A E 是△ A BC 的边 BC

上的高 , DF 是△ BCD 的边 BC 上的

中线 .

求证: A E和 D F是异面直线 .

命题意图 :熟悉异面直线的判定定理及反证法的应用 ,

掌握异面直线的证明方法 .

分析  要证明两直线异面 ,可借助平面 BCD,证明不在平

面内 ,在平面内且不在上 ,由判定定理即可得证 .或用反证法

也可证明 .

答案  证法 1 : 由题设条件可知 E、F不重合 ,

设△ BCD所在平面为α .

∵ DF�α, A| α, E∈α, E| DF,

魔法数学  同步学与练  高二·下⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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∴ A E和 DF 异面直线 .

证法 2: 假设 A E和 DF 不是异面直线 ,

则 A E和 DF 共面 ,

设过 A E、DF的平面为β .

(1) 若 E、F重合 ,则 E是 BC的中点 ,

这与题设 A B≠ AC矛盾 .

(2)若 E、F不重合 ,

∵ B∈ E F, C∈ E F, E F�β,∴ BC�β,

又∵ A∈β, D∈β,∴ A、B、C、D四点共面 ,

这与题设 A BCD是空间四边形矛盾 .

综上 , A E和 DF不是异面直线不成立 ,

故 A E和 DF 是异面直线 .

探究 : (1 )证明两条直线异面通常用反证法 , 它是一种

间接证法 ,一定要严格按照步骤分层次进行 ;

第一步 :作出和结论相反的假设 ;

第二步:从假设出发 ,推导出一个与已知条件或某

一公理、定理 ,或某一已获证的命题相矛盾的结论 ,从

而得到一对逻辑矛盾 ;

第三步 :推翻假设 ,肯定题中的结论 .

在假设时常有两种方法:一是假设两直线共面;二是

假设两直线平行或相交 .后一种假设需要分别否定平行和

相交两种情况 ,不如前一种假设优越 .

(2)定理法也是判断两直线异面的一种重要方法 ,

在证明时要积极寻找定理成立的条件 .

图 9 - 2 - 11

例 4

如图 9 - 2 - 11 ,等腰直角三角形 A BC

中 ,∠ A = 90°, BC = 2 , DA⊥ AC, DA⊥

A B,若 DA = 1 ,且 E为 D A 的中点 .

求异面直线 B E与 CD 所成的角的余

弦值 .

命题意图 :熟悉异面直线所成的角的概念 ,掌握求异面

直线所成的角的常用方法 .

分析  根据异面直线所成角的定义 ,我们可以选择适当的

点 ,分别引 B E与 CD 的平行线 ,即平移 B E (或 CD) .设想平

移 CD,沿着 D A的方向 ,使 D 移向 E ,则 C移向 AC 的中点

F ,这样 B E 与 CD 所成的角即为∠ B E F 或其补角 , 解

△ E F B即可获解 .

答案  取 AC的中点 F ,连结 E F .

在△ ACD中 , E、F分别是 A D、AC的中点 ,

∴ E F∥CD,

∴∠ B E F即为所求的异面直线 B E 与 CD 所成的角或

其补角 .

在 Rt△EAB中 , AB = 1 , AE=
1
2

AD =
1
2

, ∴BE =
5
2

.

在 Rt△AEF中 , AF =
1
2

AC =
1
2

, AE =
1
2

, ∴EF=
2
2

.

在 Rt△ A B F中 , A B = 1 , A F =
1
2

, ∴ B F =
5
2

.

∴在等腰三角形 EB F中 ,

cos ∠ B E F =

1
2

E F

B E
=

2
4

5
2

=
10

10
.

∴异面直线 B E与 CD 所成角的余弦值是
10

10
.

图 9 - 2 - 12

探究: (1)由于平移的方法很

多 , 为此 ,该题的解法也较

多 ,如图 9 - 2 - 12 ,平移 B E,

让 E沿 AD 方向移至 D ,此

时 B点将沿着 A B的延长线

移至点 M , 此时 BM = A B

, DC与 DM 所成的角即为

异面直线 DC 与 B E 所成的角 ;也可以将 B E的端点 B

沿着 BC方向移动 ,这时点 E怎样移动 ? 或者 DC的

端点 C沿着 CB方向移动 ,这时 D点又怎样移动 ?

( 2)综观以上平移直线寻找两异面直线所成的角

的过程 ,线的平移是在某个面中进行的 ,该面的特点有

两个:①该平面包含其中一条异面直线 ;②该平面与另

一条异面直线相交 .这样 ,我们可以通过该点在该面内

平移一线而找出两异面直线所成的角 .

( 3)求角或求角的三角函数的一般步骤是 :①找

(或作出 )角 ,适合题意 ;②求角或求角的三角函数值 ,

往往化归成一个三角形的内角 ,通过解三角形求得 .

高考链接

1. ( 2004·天津 )如图 9 - 2 - 13 ,在棱长为 2 的正方体

A BCD - A1 B1 C1 D1中 , O是底面 A BCD 的中心 , E、F分别是

CC1、AD的中点 ,那么异面直线 OE和 FD1所成的角的余弦

值等于 (   )

A
10
5
  B

15
5
  C

4
5
  D

2
3

图 9 - 2 - 13

解 析  取 D1 C1 的 中 点 M, 连

结 OM ,

则易知 OM∥ D1 F,

∴∠MOE 就是直线 OE 和 F D1

所成的角 .

连结 ME , 在△ MC1 E中 ,可求得

ME = 2 ,

在△D1 DF中 ,可求得 D1 F = 5 .

连结 CO,在△COE中 ,可求得 OE = 3 .

∴在△ MOE中 , 由余弦定理可得结果 .

答案  B

2. (2003·北京春)如图 9 - 2 - 14 , 在正三角形 A BC中 ,

D、E、F分别为各边的中点 , G、H、I、J分别为 A F、AD、B E、

DE的中点 .将△ A BC沿 DE、E F、DF折成三棱锥以后 , GH

与 I J 所成的角的度数为 (   )

第九章  直线、平面、简单几何体⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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A 90° B 60° C 45° D 0°

图 9 - 2 - 14

   

图 9 - 2 - 15

解析  将三角形折成三棱锥如图 9 - 2 - 15 . HG与 I J 为

一对异面直线 .过点 D分别作 HG 与 IJ 的平行线 ,即 D F与

AD .所以∠ AD F即为所求 .因此 , H G与 I J 所成的角为 60°.

答案  B

3. (2001·北京春 )图 9 - 2 - 16是正方体的平面展开图 .

在这个正方体中 ,

图 9 - 2 - 16

   

图 9 - 2 - 17
① BM与 ED 平行    ② CN 与 B E是异面直线

③CN 与 B M成 60°角  ④ DM与 B N 垂直

以上四个命题中 ,正确命题的序号是 (   )

A ①②③ B ②④ C ③④ D ②③④

解析  展开图可以折成如图 9 - 2 - 17 的正方体 ,由图可

知①②不正确 ,∴③④正确 .

答案  C

4. ( 2003·上海 )在正四棱锥 P - A BCD中 ,若侧面与底

面所成二面角的大小为 60°,则异面直线 P A与 BC所成角的

大小等于 .(结果用反三角函数表示 )

图 9 - 2 - 18

解析  如图 9 - 2 - 18 , ∠ P A D即为异

面直线 P A与 BC 所成的角 .

∵△ P A D≌△ P BC,

∴∠ P B E = ∠ P AD .

设 OE = a, 则 P E = 2 a,

B E = a, ∴ tan ∠ P B E = 2 .

答案  arctan 2

5. ( 2002·上海春 )图 9 - 2 - 19 表示一个正方体表面的

一种展开图 ,图中的四条线段和在原正方体中相互异面的有

对 .

解析  如图 9 - 2 - 20 所示 ,相互异面的线段有 A B与 CD ,

E F与 GH , A B与 G H 三对 .

答案  3

图 9 - 2 - 19

  

图 9 - 2 - 20

图 9 - 2 - 21

6. ( 2002·北京春 )在三棱锥 S - A BC 中 , ∠ SA B =

∠ SAC = ∠ ACB = 90°, AC = 2 , BC = 13 , SB = 29 .

求异面直线 SC与 A B 所成角的大小 (用反三角函数表

示) .

解析  过点 C作 CD∥ B A ,过点 A作 BC 的平行线交 CD

图 9 - 2 - 22

于 D ,连结 SD,则∠ SCD 是异面直线 SC 与

A B 所成的角 .如图9 - 2 - 22 .

又四边形 A BCD是平行四边形 ,

DC = A B = AC2 + BC2 = 17 ,

SA = SB2 - A B2 = 2 3 ,

SD = SA2 + AD2 = S A2 + BC2 = 5 ,

在△ SCD中 ,

cos ∠ SCD =
SC2 + DC2 - S D2

2· SC· DC

=
42 + ( 17 ) 2 - 52

2×4× 17
=

17
17

,

∴ SC与 A B 所成的角的大小为 arccos
17

17
.

达标训练
基础过关

  一、选择题

1 异面直线指的是 (   )

A 不同在一个平面内的两条直线

B 分别在某两个平面内的两条直线

C 既不平行又不相交的两条直线

D 平面内的一条直线和平面外的一条直线

解析  选项 A 只说明两直线不同在一个平面内 ,没有说

明平面的任意性 .选项 B 把两直线放到特定的两个平面内 ,

也不具有任意性 .选项 D 中的平面也不具有任意性 .选项 C

从反面肯定了两直线的异面 .

答案  C

2 分别和两条异面直线相交的两条直线的位置关系是

(   )

A 相交 B 异面

C 平行 D 相交或异面

解析  两条直线与两条异面直线的交点的个数可以是三

个或四个 .在一条直线上的两个交点重合时 ,就是三个 ,此

时与两条异面直线相交的两直线相交 ;若交点的个数为四

个 ,则两直线异面 .

答案  D

3 如果直线 a、b分别与直线 c所成的角相等 ,则

(   )

A a∥ b B a与 b 相交

C a、b为异面直线 D 不能确定

解析  A、B、C中三种情况都有可能 ,只能选 D

答案  D

4 空间四边形 A BCD 中 , AC = BD, E、F、G、H 分别

魔法数学  同步学与练  高二·下⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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是 A B、BC、CD、D A的中点 ,则四边形 E FGH 是 (   )

A 菱形 B 矩形

C 梯形 D 正方形

解析  邻边相等的平行四边形是菱形 .

答案  A

5 直线 a、b是异面直线 , a�α, b�β, 且平面α∩β= c,

则 (   )

A c与 a、b都不相交

B c与 a、b都相交

C c至少与 a、b的一条相交

D c至多与 a、b的一条相交

解析  从反面考虑 ,若 c与 a、b都不相交 ,从而 a∥ c,

b∥c,则 a∥b矛盾 .

答案  C

6 空间四边形 A BCD中 , A B = CD,且异面直线 A B和

CD 成 30°的角 , E、F分别是边 BC 和 A D 的中点 ,则异面直

线 EF和 A B所成角等于 (   )

A 15° B 75°

C 30° D 15°或 75°

解析  取 BD的中点 M ,连结 MF, ME,由 E、F分别是边

BC和 AD 的中点得 MF∥ A B , ME∥CD, ∴∠ E FM或其补

角就是 E F 和 A B 所成角 ,且为等腰三角形的底角 ,顶角为

A B和 CD 所成的角或其补角 ,为 30°或 150°,所以底角为 15°

或 75°

答案  D

二、填空题

7 若 a、b、c是空间三条直线 , a∥b, a与 c相交 ,则 b与

c的位置关系是 .

解析  由公理 4 可证得 b与 c不平行 .

答案  异面或相交

8 设 a、b、c表示直线 ,给出四个论断 :

① a⊥b; ② b⊥ c; ③ a⊥ c; ④ a∥c .

以其中任意两个为条件 ,另外的某一个为结论 ,写出你

认为正确的一个命题是 .

解析  由两异面直线所成的角的定义知 ,两平行直线和同

一直线所成的角相等 .

答案  ①④�② ;或②④�① .

9 正方体 A BCD - A1 B1 C1 D1中 ,与对角线 AC1异面的

棱有 条 ?

解析  从定义出发 ,同时考虑到正方体的一条对角线与 6

条棱有公共点 A 和 C1 , 而正方体有 12 条棱 , 故异面的

有6条 .

答案  6

10 给出下列四个命题 :

①既不平行又不相交的两条直线是异面直线 ;

②一条直线与两平行直线中的一条直线异面 ,那么它与

另一条直线也异面 ;

③一条直线与两异面直线中的一条直线相交 ,那么它和

另一条直线可能相交或平行或异面 ;

④两条异面直线的距离 ,是分别在两直线上的两点间的

最短距离 .

其中 ,正确命题的序号是 .

解析  ②中一条直线和另一条直线除了异面外还可以

相交 .

答案  ①③④

图 9 - 2 - 23

11四面体 S - A BC的所有棱长均为

a , E、F分别是 SC 和 A B 的中点 .则异面

直线 E F和 SA 所成的角为 .

解析  取 AC的中点 G,连结 EG,则 EG

∥ SA .

∴ E F和 GE 所成的锐角或补角就是

异面直线 E F和 S A 所成的角 .

连结 FG,

由题干可易得出 E A = EB

从而得出 E F⊥ A B

∵ A E2 = EG2 + AG2 - 2 EG· AG·cos ∠ EGA

∴ A E =
3
2

a

∴在 Rt△ A EF中 , EF =
2
2

a

又∵ EG=
1
2

a, GF =
1
2

a

∴cos ∠GE F =
EG2 + EF2 - GF2

2× EG× E F

∴∠GE F = 45°.

故异面直线 E F和 S A所成的角为 45°.

答案  45°

三、解答题

12 求证 :过直线外一点有且只有一条直线和这条直线

平行 .

解析  已知 :点 P| a直线 .

求证:过点 P和直线 a 平行的直线 b有且只有一条 .

证明:∵ P| a, ∴点 P和直线 a 确定一个平面α,

在平面α内过点 P 作直线 b与直线 a平行 (由平面几何

知识知这样的直线存在 ) .

假设过点 P 还有一条直线 c与直线 a平行 .

∵ a∥ b, a∥ c,∴ b∥ c,

这与 b、c共点矛盾 .故假设不成立 ,因此直线惟一 .

所以过直线外一点有且只有一条直线和这条直线平行 .

图 9 - 2 - 24

13 如图 9 - 2 - 24 , 已知α∩β= a ,

b�β, a∩ b= A , c�α且 c∥ a,

求证: b、c为异面直线 .

解析  证法 1: ∵ c�α, a∩ b= A ,

α∩β= a, ∴ A∈ a �α,

而 a∥ c,∴ A| c,

在直线 b上任取一点 B (不同于 A ) ,

∵b�β,∴ B| α,

∴ A B与 c是异面直线 ,即 b、c为异面直线 .

证法 2 : 假设 b、c不是异面直线 ,

即假设 b、c在同一平面γ内 ,则 b�γ, c�γ,

在直线 b上任取不同于 A的一点 B , 则 B| α,

第九章  直线、平面、简单几何体⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯



]14   

从而 B∈γ, c�γ.

又 A∈ a , a∥c,∴ A| c .

于是过 c与 c外一点 A 的平面就是平面α,

而这样的平面只能有一个 (公理 3 的推论 1) .

从而 b、c都在α内 ,但 B∈ b�α,

这与 B| α矛盾 ,

因此 b、c为异面直线 .

图 9 - 2 - 25

14 已知 :如图 9 - 2 - 25 , S 是△ A BC

所在平面外一点 , D、E 分别是△ S A B 和

△ SBC的重心 .

求证 : D E∥ AC

解析  证明 :分别连结 S D、S E并延长交

A B于点 P ,交 BC于点 F ,连结 P F .

∵ D、E 分别是 △ SA B 和△ SBC 的

重心 ,

∴ P、F分别是 A B、BC的中点 .

∴ P F是△ A BC的中位线 .∴ P F∥ AC .

∵
SD
SP

=
SE
SF

=
2
3

,∴ DE∥ P F,

∴ DE∥ AC .

15 已知 a、b是两条异面直线 ,直线 a上的两点 A、B的

距离为 6 ,直线 b上的两点 C、D的距离为 8 , AC、BD的中点

分别为 M、N 且 M N = 5 ,

求异面直线 a、b所成的角 .

图 9 - 2 - 26

解析  如图 9 - 2 - 26 ,连结 BC,

并取 BC的中点 O ,连结 OM、O N,

∵OM、O N 分别是△ A BC和△ BC D

的中位线 ,

∴OM∥ A B, O N∥CD,

即 O M∥ a , O N∥ b .

∴OM、O N 所成的锐角或补角是异

面直线 a、b所成的角 .

又∵ A B = 6 , CD= 8 ,

∴OM = 3 , O N = 4 .

在△OM N 中 ,

∵ M N = 5 ,∴OM2 + O N2 = M N2

∴∠MO N = 90°.

故异面直线 a、b所成的角是 90°.

知能拓展

16 如图 9 - 2 - 27 , a、b是异面直线 , A、B∈ a, C、D∈ b,

E、F分别是直线段 AC和 BD 的中点 ,判断 E F和 a , E F和

b的位置关系 ,并证明你的结论 .

图 9 - 2 - 27

解析  假设 E F和 a共面 ,

设这个平面为α,

则 E F�α, A B�α.

∴ A、B、E、F∈α,

∴ F B�α, E A�α,

又∵C∈ E A , D∈ FB ,

∴ C、D∈α.

于是直线 b�α.

从而 a、b共面于α,

这与题设条件 a、b是异面直线矛盾 .

∴ E F和 a共面的假设不成立 .

∴ E F和 a 是异面直线 ,同理可得 E F 和 b 也是异面

直线 .

17 如图 9 - 2 - 28 ,设 E、F、G、H 分别是空间四边形

A BCD 的边 A B、BC、CD、DA 的中点 , P、Q分别是两条对角

线 B D、AC的中点 .

求证: EG、F H、PQ三线共点 .

图 9 - 2 - 28

解析  ∵ E 、H 分别是 A B、A D的中点 ,

∴ E H∥ BD, E H =
1
2

BD .

同理可得 : FG∥ BD, FG=
1
2

BD .

∴ E H∥ FG, E H = FG .

∴ 四边形 E FGH 是平行四边形 .

∴对角线 EG、F H 相互平分于点 O .

同理可证四边形 P FQH 也是平行四边形 ,

∴ PQ、F H 互相平分 ,

即 PQ经过 F H 的中点 O .

∴ EG、F H、PQ三线共点 .

18 空间四边形 A BCD中 , A B = BC = CD = D A = B D =

AC = a, M、N 分别是 BC和 AD 的中点 .

求 A M与 CN 所成角的余弦值 .

图 9 - 2 - 29

解 析  设 O 为 M D 的 中 点 , 连 结

O N、OC .

∵ N 是 AD 的中点 ,

∴ O N 是△ A MD的中位线 ,

∴ O N∥ AM , O N =
1
2

AM ,

∴∠ O NC或其补角为异面直线 AM 与

CN 所成的角 .

∵ A B = BC = CD = D A = BD = AC = a,

∴ O N =
1
2

AM =
3
4

a, C N =
3
2

a,

OC = MC2 + MO2 =
1
4

a2 +
3

16
a2 =

7
4

a,

在△O NC中 ,由余弦定理可得 ,

cos ∠O N C =

3
4

a2 +
3
16

a2 -
7
16

a2

2×
3
4

a×
3
2

a

=
2
3

.

综合创新

19如图 9 - 2 - 30所示 ,在棱长为 1 的正方体 A BCD -

A1 B1 C1 D1中 , M 为 A B 的中点 , N 为 B B1 的中点 , O 为面

BCC1 B1的中心 .试过 O作一直线与 A N 交于 P ,与 CM交于

Q . (只写作法 ,不必证明)

解析  ∵O N∥ A D,

∴ A D与 O N 确定一个平面α;

魔法数学  同步学与练  高二·下⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
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图 9 - 2 - 30

又 O、C 、M三点确定一个平面β.

∵三个平面α、β和 A BCD 两两相

交 ,有三条交线 OP、CM、D A,其中交

线 D A与 CM 交线不平行但共面 .

∴ D A 与 CM 必 相交 , 记 交点

为 Q .

∴OQ是α与β的交线 .

  连结 OQ与 A N 交于 P , 与 CM交于 Q,

故 OPQ即为所求做的直线 .

图 9 - 2 - 31

  问题:已知异面直线 a, b所成的角为 60°,在过空

间一定点 P 的直线中 ,与 a, b所成的角均为 60°有

多少条 ?

过 P与 a , b所成的角均为 50°,70°的直线又各有

多少条 ?

答案:①3条 ; ②2条 ; ③4条 .

拓展:已知异面直线 a, b所成的角为θ0 ,且θ0 <

90°,在过空间一点 P的直线中 ,与 a, b所成的角均为θ

的有多少条 ?

答案 :如图 9 - 2 - 31 ,过点 P

分别作异面直线 a、b 的平行线

a′、b′.设 l1、l2是 a′、b′确定平面α

内 ,由 a′、b′所成角的角平分线 .

于是 ,

当θ<
θ0
2
时 , 满足条件的直线不存在 ;

当θ=
θ0
2
时 , 满足条件的直线仅有一条 ,就是 l1 ;

当
θ0
2

<θ<
π
2

-
θ0
2
时 , 满足条件的直线有 2 条 ;

当θ=
π
2

-
θ0
2
时 , 满足条件的直线有 3条 ;

当
π
2

-
θ0
2

<θ<
θ0
2
时 , 满足条件的直线有 4 条 ;

当θ=
π
2
时 , 满足条件的直线仅有 1条 .
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