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１　　　　

!
"１　　　　　　　　　　　实　　数　　　　　　

第一单元　整数的基本知识

知识·规律·方法

１．数的十进制表示

在社会劳动实践中，人类根据需要创造了多种进位制的计数方法，如二进制、十进
制、十六进制等．在计算机中的二进制只有两个数码０、１，日常生活中的十进制有０、

１、２、３、４、５、６、７、８、９十个数码，按照满十进一的原则，表示一切整数．例如十
进制数Ｎ＝ａｎａｎ－１…ａ２ａ１ａ０＝ａｎ×１０ｎ＋ａｎ－１×１０ｎ－１＋…＋ａ２×１０２＋ａ１×１０＋ａ０ 或表示为

Ｎ＝１０×ａｎａｎ－１…ａ２ａ１＋ａ０．

２．数的整除性

对于两个整数ａ、ｂ （ｂ≠０），若存在一个整数ｎ，使ａ＝ｂｎ则称ｂ整除ａ或ａ被ｂ整
除，记作ｂ｜ａ；若ｂ不整除ａ，记作ｂａ．

３．规律与方法

（１）若ａ｜ｂ，ｂ｜ｃ，则ａ｜ｃ；
（２）若ｃ｜ａ，ｃ｜ｂ则ｃ｜ｍａ＋ｎｂ，特别地，ｃ｜ａ－ｂ，ｃ｜ａ＋ｂ；
（３）若ａ＋ｂ＝ｃ＋ｄ，ｅ｜ａ，ｅ｜ｂ，ｅ｜ｃ，则ｅ｜ｄ；
（４）若ｂ｜ａ，ｃ｜ａ，则 ［ｂ，ｃ］｜ａ；
（５）若ｂ｜ａ，ｃ｜ａ，且 （ｂ，ｃ）＝１，则ｂｃ｜ａ；
（６）若ｃ｜ｂａ，（ａ，ｃ）＝１，则ｃ｜ｂ；
（７）若ａ≠ｂ，ｎ为自然数，则ａ－ｂ｜ａｎ－ｂｎ；
（８）若ａ≠－ｂ，ｎ为正偶数，则ａ＋ｂ｜ａｎ－ｂｎ；若ａ≠－ｂ，ｎ为正奇数，则ａ＋ｂ｜

ａｎ＋ｂｎ．

４．整数整除性的特征

（１）被２整除的特征：个位数字是偶数；
（２）被５整除的特征：个位数字是０或５；
（３）被４整除的特征：末两位数能被４整除；被２５整除的特征：末两位数能被２５

整除；
解析　Ａ×１００＋ａｂ，所以ａｂ能被４，２５整除即可．
（４）被８整除的特征：末三位数能被８整除；被１２５整除的特征：末三位数能被
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１２５整除；
解析　Ａ×１０００＋ａｂｃ，所以ａｂｃ能被８，１２５整除即可．
（５）被３整除的特征：各位数字的和被３整除；被９整除的特征：各位数字的和能

被９整除．
解析　ａｂｃｄ＝ａ×１０００＋ｂ×１００＋ｃ×１０＋ｄ＝９ （１１１ａ＋１１ｂ＋ｃ）＋ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ
９｜ａｂｃｄ９｜ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ．
（６）能被１１整除的特征：奇位数字的和与偶位数字的和之差能被１１整除；
解析　ａｂｃｄ＝１０００ａ＋１００ｂ＋１０ｃ＋ｄ
＝１００１ａ＋９９ｂ＋１１ｃ－ａ＋ｂ－ｃ＋ｄ
∴１１｜ａｂｃｄ１１｜ａ－ｂ＋ｃ－ｄ．
（７）能同时被７、１１、１３整除的特征：奇位千进位的总和与偶位千进位的总和之差

能被７或１１或１３整除．

范例·解析·拓展

　　例１　若一个首位数字为１的六位数１ａｂｃｄｅ乘以３所得的是一个末位为１的六位数

ａｂｃｄｅ１，求原来的六位数．
解析　方法一　观察算式

１ａｂｃｄｅ
　　×３
ａｂｃｄｅ１

，

因为３只有乘以７，其积的末位数字为１，所以ｅ＝７，且进于十位，这说明３乘以ｄ
得到一个末位数字为５的整数，所以ｄ＝５，且进于百位，用这种方法依次推算下去，可
得六位数为１４２８５７．
这种方法需要有较强的观察、分析、推理能力．
方法二　设ａｂｃｄｅ＝ｘ，１ａｂｃｄｅ＝１×１０５＋ａｂｃｄｅ＝１０５＋ｘ，ａｂｃｄｅ１＝１０ｘ＋１，所以３

（１０５＋ｘ）＝１０ｘ＋１，解得ｘ＝４２８５７，所以原来的六位数为１４２８５７．
这种方法用整数的十进制表示方法，运用方程的思想解决问题，思路清晰．

拓展一　一个数的末位数字为７，若将７移到头一位去，其它数字的顺序不变，则
所得的新数是原数的７倍，求该数中的最小者．

答案提示　设原数为ａｎａｎ－１…ａ２ａ１７，ｘ＝ａｎａｎ－１…ａ２ａ１，则原数为１０ｘ＋７，新数为

１０ｎ·７＋ｘ，得１０ｎ·７＋ｘ＝７ （１０ｘ＋７），于是数７００…０被６９除，遇到的第一个余数为

４９ 的 数， 计 算 得 到 ｘ ＝ １０１４４９２７５３６２３１８８４０５７９， 所 求 的 最 小 数 是

１０１４４９２７５３６２３１８８４０５７９７．

拓展二　试确定最小的正整数ｎ，其末位数字为６，若将末位数的６移作首位数字，
则为原数的４倍．

答案提示　设ｎ是ｋ位数，

ｎ＝ａｋａｋ－１…ａ２６，
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∴１２０｜ｎ （ｎ２－１）（ｎ２－５ｎ＋２６）．
　　例４　九位数３２３５７１７能被７２整除，其中每一个代表一个数码，求这个九位
数．
解析　设九位数ｘ＝３２ａ３５７１７ｂ，若ｘ能被７２整除，则一定能被８和９整除．若被９

整除，则３＋２＋ａ＋３＋５＋７＋１＋７＋ｂ能被９整除，所以ａ＋ｂ＝８或１７；若被８整除，
则１７ｂ能被８整除，则ｂ＝６，因此ａ＝２，ｘ＝３２２３５７１７６．

拓展一　能被３３整除的六位数１９ｘｙ８７的个数是多少？

答案提示　能被３３整除的数一定能被３整除，也能被１１整除．

即满足

１＋９＋ｘ＋ｙ＋８＋７＝３ｋ
１－９＋ｘ－ｙ＋８－７＝１１｛ ｍ
ｘ＋ｙ＝３ｋ－２５
ｘ－ｙ＝１１ｍ｛ ＋７

因为０≤ｘ≤９，０≤ｙ≤９，∴０≤ｘ＋ｙ≤１８，－９≤ｘ－ｙ≤９，于是ｘ＋ｙ可取２，５，

８，１１，１４，１７，ｘ－ｙ可取－４，７，检查组成的十二个二元一次方程组，满足条件的解

有
ｘ＝２
ｙ｛＝６， ｘ＝５

ｙ｛＝９， ｘ＝９
ｙ｛＝２，故本题答案是３．

拓展二　证明由数字０、１、２、３、４、５组成的不重复六位数不可能被１１整除．

答案提示　设组成的六位数是ａ５ａ４ａ３ａ２ａ１ａ０，若能被１１整除，则ａ０－ａ１＋ａ２－ａ３＋
ａ４－ａ５＝１１ｎ，（ｎ为整数）

ａ０＋ａ１＋ａ２＋ａ３＋ａ４＋ａ５＝１１ｎ＋２ （ａ１＋ａ３＋ａ５）
由ａ０＋ａ１＋ａ２＋ａ３＋ａ４＋ａ５＝１５，∴２ （ａ１＋ａ３＋ａ５）＝１５－１１ｎ
∴ｎ＝－１，ａ１＋ａ３＋ａ５＝１３，不符题意 （最大３＋４＋５＝１２）

ｎ＝０，２ （ａ１＋ａ３＋ａ５）＝１５，不符题意 （左偶右奇）

ｎ＝１，ａ１＋ａ３＋ａ５＝２，不符题意 （最小０＋１＋２＝３）

ｎ为其他整数也不可能，故结论成立．

或
（０＋１＋２）－ （３＋４＋５）≤１１ｎ≤ （３＋４＋５）－ （０＋１＋２），

－９≤１１ｎ≤９，∴ｎ＝０．

拓展三　用０，１，２，３，…９这十个不同的数字组成能被１１整除的十位数，求出
这类数中的最大者和最小者．

答案提示　先求能被１１整除的最大十位数．
设十位数的五位奇数位的数字和为ｘ，五位偶数位的数字和为ｙ，所以ｘ＋ｙ＝４５．
又由能被１１整除的数的特征，ｘ－ｙ能被１１整除，｜ｘ－ｙ｜＝０，１１，２２，又因为

ｘ＋ｙ是奇数，所以ｘ－ｙ也是奇数，所以｜ｘ－ｙ｜＝１１，由此得出ｘ＝２８，ｙ＝１７，或ｘ
＝１７，ｙ＝２８．
为了排出最大的十位数，在前几位数字尽量取９，８，７，６．
若前四位数为９８７６，则９＋７＝１６，８＋６＝１４，可知ｘ≠１７，只有ｘ＝２８，ｙ＝１７．
所以除９，７外，另三位奇数位的数字和是２８－１６＝１２；除８，６外，另三位偶数位
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的数字和为１７－１４＝３，所以偶数位的数字只能取２，１，０，从而奇数位的数字取５，４，

３．由此得到的能被１１整除的最大的十位数是９８７６５２４１３０．
同样的方法得到最小的十位数是１０２４３７５８６９．

　　例５　证明整数Ａ能被１３整除的条件是：划去个位数后所得的数加个位数的４倍能
被１３整除．
解析　设Ａ的个位数为ｂ，划去个位数后所得的数是ｋ，则Ａ＝１０ｋ＋ｂ，划去个位数

后所得的数加个位数的４倍所得的数是Ａ′＝ｋ＋４ｂ，就要证明若Ａ′＝ｋ＋４ｂ是１３的倍
数，则Ａ也是１３的倍数．∵Ａ－１０Ａ′＝１０ｋ＋ｂ－１０ｋ－４０ｂ＝－３９ｂ，
即Ａ＝１０Ａ′－３９ｂ，所以若１３｜Ａ′，则１３｜Ａ．

拓展一　若ａ，ｂ，ｃ，ｄ是互不相等的整数且整数ｘ满足等式
（ｘ－ａ）（ｘ－ｂ）（ｘ－ｃ）（ｘ－ｄ）－９＝０
证明：４｜ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ．

答案提示　
∵ （ｘ－ａ）（ｘ－ｂ）（ｘ－ｃ）（ｘ－ｄ）＝９
９＝１×３× （－３）× （－１）
（ｘ－ａ），（ｘ－ｂ），（ｘ－ｃ），（ｘ－ｄ）
是互不相同的整数，

∴ｘ－ａ，ｘ－ｂ，ｘ－ｃ，ｘ－ｄ的值是１，－１，－３，３，

∴ （ｘ－ａ）＋ （ｘ－ｂ）＋ （ｘ－ｃ）＋ （ｘ－ｄ）＝０，

∴ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＝４ｘ，

∴４｜ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ．

拓展二　在体育彩票销售活动中，若买到的奖券的六位数号码前三位与后三位数
字完全相同，则可以得到大奖，试证明得奖的奖券的号码能被１３整除．

答案提示　设中奖的奖券的号码为Ａ＝１０００ａ＋ａ，所以Ａ＝１００１ａ，１００１＝１１×１３×
７，故Ａ是１３的倍数．

拓展三　１７３　是个四位数，在这个空格处先后填入３个数字，所得的３个四位
数，依次被９、１１、６整除，求先后填入的３个数字的和是多少？

答案提示　解此题的关键是，怎样的自然数能被９，１１，６整除？其中能被６整除的
数是能被３整除的偶数．
因为能被９整除的数的各位数字的和能被９整除，１＋７＋３＝１１，所以应填入７．
能被１１整除的数的奇数位的和与偶数位的和的差是１１的倍数，设填入ｘ，则７＋ｘ

－１－３＝３＋ｘ是１１的倍数，所以ｘ＝８．
能被３整除的数的各位数字的和能被３整除，因为１＋７＋３＋ｘ＝１１＋ｘ，故ｘ＝４

（ｘ只能为偶数）．ｘ＝８不合条件，舍去．
　　例６　三个连续奇数的平方和加１，能被１２整除，但不能被２４整除．
解析　设三个连续的奇数是

２ｎ－１，２ｎ＋１，２ｎ＋３，则 （２ｎ－１）２＋ （２ｎ＋１）２＋ （２ｎ＋３）２＋１＝１２ （ｎ２＋ｎ＋１）
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∵ｎ２＋ｎ＋１＝ｎ （ｎ＋１）＋１是奇数，所以１２ （ｎ２＋ｎ＋１）能被１２整除，不能被２４
整除．

拓展　证明对一切整数ｎ，ｎ２＋２ｎ＋１２不是１２１的倍数．

答案提示　因为ｎ２＋２ｎ＋１２＝ （ｎ＋１）２＋１１，若１２１｜ （ｎ＋１）２＋１１，则一定有

１１｜ （ｎ＋１）２＋１１，∴１１｜ （ｎ＋１）２，∵１１是质数，１１２｜ （ｎ＋１）２，所以１２１｜１１，这
是不可能的，故结论成立．

检测·反馈·应用

一、选择题

１．一个六位数，如果它的前三位数码与后三位数码完全相同，顺序也相同，则此
六位数可以被（　　）整除

Ａ．１１１　　　　　　Ｂ．１０００　　　　　　Ｃ．１００１　　　　　Ｄ．１１１１
２．在十进制表示的数中，若个位数字和百位数字互换时，该数不变，这些数中存
在一个最大的偶三位数，这个偶三位数的数字之和为（　　）

Ａ．２３ Ｂ．２４ Ｃ．２５ Ｄ．２６
３．从１到１０００的整数中，能被５整除或能被７整除的数有（　　）个

Ａ．３１６ Ｂ．３１４ Ｃ．３４２ Ｄ．３４４
４．下列各数中能被９整除的数是（　　）

Ａ．６０８４７ Ｂ．３５１４ Ｃ．３１１９６ Ｄ．７１２３５
５．已知五位数４ｘ９７ｘ能被３整除，它的最末两个数字组成的两位数能被６整除，则

ｘ所代表的数字是（　　）

Ａ．２或６ Ｂ．２或８ Ｃ．４或６ Ｄ．４或８
６．设ｐ是任意三个相邻的正奇数的积，则能整除所有这样的ｐ 的最大整数是

（　　）

Ａ．１５ Ｂ．６ Ｃ．５ Ｄ．３
７．已知ｍ是被３除余１，被７除余５，被１１除余４的最小自然数，则ｍ被４除余

（　　）

Ａ．０ Ｂ．１ Ｃ．２ Ｄ．３
８．设六位数Ｎ＝ｘ１５２７ｙ是４的倍数，且Ｎ 被１１除余５，那么ｘ＋ｙ的值为（　　）

Ａ．８ Ｂ．９ Ｃ．１０ Ｄ．１１

二、填空题

９．五位数ａｂｃｄｅ是 ９ 的倍数，其中ａｂｃｄ是 ４ 的倍数，那么ａｂｃｄｅ的最小值是

．
１０．若自然数ｎ的各位数字之和为５２７，则ｎ的最小值是 ．
１１．一个两位数被７除余１，如果交换它的十位与个位数字的位置，所得的两位数
被７除余１，那么这样的两位数有 个，它们是 ．
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上的只能是８，所求的ａｂｃｄｅ的最小数是１０００８．
１０．如果是两位数，数字之和最多是１８；如果是三位数，数字之和最多是２７；……
如果是５８位数，数字之和最多是５２２，因此这个数一定是５９位数．要使ｎ最小，ｎ＝５
９９…
︸
９

５８个９

．

１１．设十位数字为ｘ，个位数字为ｙ，并设１０ｘ＋ｙ＝７ｍ＋１，１０ｙ＋ｘ＝７ｎ＋１，则有

９ （ｘ－ｙ）＝７ （ｍ－ｎ），可知ｘ＝ｙ或ｘ－ｙ＝±７．当ｘ＝ｙ时，ｘ＝ｙ＝２或ｘ＝ｙ＝９；
当ｘ－ｙ＝７时，ｘ＝９，ｙ＝２；当ｘ－ｙ＝－７时，ｘ＝２，ｙ＝９．共有４个，这样的两位数
为２２、９９、９２、２９．
１２．因为１１１１１１＝１５８７３×７，２０００＝３３３×６＋２，所以１１１…

烐烏 烑
１

２０００个

被７除的余数与１１被

７除的余数相同，而１１被７除余数为４，所以从今天算起，到第１１１…
烐烏 烑
１

２０００个

天是星期三．

１３．９９＝９×１１，所以６２ｘｙ４２７能被９和１１整除．９｜６＋２＋ｘ＋ｙ＋４＋２＋７即９｜ｘ
＋ｙ＋２１，１１｜６＋ｘ＋４＋７－ （２＋ｙ＋２）即１１｜１３＋ｘ－ｙ．

设
２１＋ｘ＋ｙ＝９ｈ，

１３＋ｘ－ｙ＝１１ｋ｛ ．
得到

ｘ＋ｙ＝９ｈ－２１，

ｘ－ｙ＝１１ｋ－１３｛ ．
因为０＜ｘ＋ｙ≤１８，－９＜ｘ－ｙ≤９，

所以

０＜９ｈ－２１≤１８，７３＜ｈ≤
１３
３
，

－９＜１１ｋ－１３≤９，４１１＜ｋ≤
烅
烄

烆 ２
所以ｈ＝３，４．ｋ＝１，２．

由方程组解出

ｘ＝１２
（９ｈ＋１１ｋ－３４）

ｙ＝１２
（９ｈ－１１ｋ－８

烅
烄

烆
）
可以知道ｈ，ｋ同奇同偶．

所以
ｈ＝３，

ｋ＝１｛ ，
或
ｈ＝４，

ｋ＝２｛ ．
代入求出

ｘ＝２，

ｙ＝４｛ ，
或
ｘ＝１２，

ｙ＝３｛ ．
（舍去），所以ｘｙ＝２４．

１４．８个．因为能被１１整除的数的奇数位数字和与偶数位数字的和之差能被１１整
除，而６＋９＝７＋８，差为０，能被１１整除．组成的四位数为６７９８，６８９７，９７６８，９８６７，

８９７６，８６７９，７９８６，７６８９．
１５．ａｂｃｄ＝２５ｃ２＋１０ｃ＋１，即

ａ×１０３＋ｂ×１０２＋１０ｃ＋ｄ＝２５ｃ２＋１０ｃ＋１，ａ×１０３＋ｂ×１０２－２５ｃ２＝１－ｄ．
所以２５能整除１－ｄ，将ｄ＝１代入上式得到ｃ２＝４ （ｂ＋１０ａ），所以ｃ是偶数，设ｃ

＝２ｋ （ｋ是整数），则ｋ２＝ｂ＋１０ａ，所以只有ｂ＝６，ａ＝１，ｄ＝１，ｃ＝８，ｋ＝４．所求的四
位数是１６８１．
１６．因为２４＝３×８，且３与８是互质的，下面只要证明３｜ｐ２－１和８｜ｐ２－１．
先证明３｜ｐ２－１．
设ｐ＝３ｋ＋１，或ｐ＝３ｋ＋２．
当ｐ＝３ｋ＋１时，ｐ２－１＝３ （３ｋ２＋２ｋ），３｜ｐ２－１；
当ｐ＝３ｋ＋２时，ｐ２－１＝３ （３ｋ２＋４ｋ＋１），３｜ｐ２－１．
再证明８｜ｐ２－１．因为ｐ是大于３的质数，所以ｐ是奇数，设ｐ＝２ｋ＋１，ｐ２－１＝
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４ｋ （ｋ＋１），因为２｜ｋ （ｋ＋１），所以８｜ｐ２－１．

１７．１５ｘ
５＋１３ｘ

３＋７１５ｘ＝
３ｘ５＋５ｘ３＋７ｘ

１５ ．其中３ｘ５＋５ｘ３＋７ｘ

＝３ （ｘ－２）（ｘ－１）ｘ （ｘ＋１）（ｘ＋２）＋５ （ｘ－１）ｘ （ｘ＋１）＋１５ｘ＋１５ｘ （ｘ－１）
（ｘ＋１），容易得到是１５的倍数．
１８．ｘｙｚ＝１００ｘ＋１０ｙ＋ｚ＝１００ （７－ｙ－ｚ）＋１０ｙ＋ｚ＝７００－９０ｙ－９９ｚ．
当ｙ＝ｚ时，ｘｙｚ＝７００－１８９ｙ，结论成立；
当７｜ｘｙｚ＝７｜７００－９１ｙ－９８ｚ＋ （ｙ－ｚ），所以７｜ｙ－ｚ．再由ｘ＋ｙ＋ｚ＝７知０≤ｙ

＜７，０≤ｚ＜７，－７＜ｙ－ｚ＜７，所以ｙ－ｚ＝０．

第二单元　奇数与偶数

知识·规律·方法

１．奇数和偶数的概念

在整数中，能被２整除的数叫做偶数，不能被２整除的数叫做奇数．偶数一般用２ｎ
表示，奇数用２ｎ－１，２ｎ＋１表示 （ｎ为整数）．

２．奇数和偶数的性质

（１）奇数与偶数不可能相等；奇数±奇数＝偶数；
（２）奇数±偶数＝奇数；偶数±偶数＝偶数；
（３）奇数个奇数的和是奇数；偶数个奇数的和是偶数；
（４）若ａ，ｂ为整数，则ａ＋ｂ与ａ－ｂ有相同的奇偶性；
（５）两个连续的整数中，必有一个奇数，一个偶数；三个连续的整数中，至少有一

个奇数，一个偶数；
（６）奇数×奇数＝奇数，奇数×偶数＝偶数，偶数×偶数＝偶数 （４的倍数）；
（７）若干个整数的积为奇数，则每一个数为奇数；若干个整数的积为偶数，则至少

有一个偶数．
（８）奇数的平方为４ｋ＋１型的数；偶数的平方为４ｋ型的数；
（９）ｎ个偶数的积必为２ｎ 的倍数；
（１０）若ｎ２ 为偶数，则ｎ为偶数；若ｎ２ 为奇数，则ｎ为奇数．

３．奇偶数的特殊表示法

奇数与偶数是以被２除的余数为１和０进行分类的，这种分类只有两类，即用整数
的两种状态研究整数．在解题时可以用另外的两种状态来表示奇数与偶数．如用红色代
表奇数，黄色代表偶数，即用染色的方法研究奇数与偶数；用０代表偶数，１代表奇数；
或＋１代表偶数，－１代表奇数即赋值进行奇偶分析．
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求证：（１－ａ１）（１－ａ２）（１－ａ３）… （１－ａｎ）必为偶数．
解析　∵ａ１，ａ２，ａ３，…，ａｎ 为１，２，３，…，ｎ的任一种排列，则 （１－ａ１），（１－

ａ２），（１－ａ３），…，（１－ａｎ）中至少有１个偶数．
所以 （１－ａ１）（１－ａ２）（１－ａ３）… （１－ａｎ）必为偶数．

拓展　设有ｎ个实数ｘ１，ｘ２，ｘ３，…ｘｎ，其中每一个不是＋１就是－１，且
ｘ１
ｘ２＋

ｘ２
ｘ３

＋…＋ｘｎ－１ｘｎ ＋
ｘｎ
ｘ１＝０．

求证：ｎ是４的倍数．

答案提示　由于ｘ１，ｘ２，ｘ３…ｘｎ 不是＋１就是－１，设有ａ个＋１，ｂ个－１，则ａ＋

ｂ＝ｎ，ａ－ｂ＝０，所以ａ＝ｂ＝ｎ２．
又因为ｘ１

ｘ２
ｘ２
ｘ３
…ｘｎ－１
ｘｎ
ｘｎ
ｘ１＝１

，所以 （－１）ｂ·１ａ＝１，即ｂ

是偶数，设ｂ＝２ｋ，所以ｎ＝４ｋ．
　　例５　设ａ，ｂ，ｃ是三个互不相等的正整数，求证：在ａ３ｂ－ａｂ３，ｂ３ｃ－ｂｃ３，ｃ３ａ－
ｃａ３ 三个数中，至少有一个数能被１０整除．
解析　因为ａ３ｂ－ａｂ３＝ａｂ （ａ２－ｂ２），ｂ３ｃ－ｂｃ３＝ｂｃ （ｂ２－ｃ２），

ｃ３ａ－ｃａ３＝ａｃ （ｃ２－ａ２）．
易知上面三个数都是偶数；
（１）当ａ，ｂ，ｃ中有一个是５的倍数时结论成立．
（２）当ａ，ｂ，ｃ中没有一个是５的倍数时，则ａ２，ｂ２，ｃ２ 的个位数字是１，４，６，９，

所以ａ２－ｂ２，ｂ２－ｃ２，ｃ２－ａ２ 的个位数字是从１，４，６，９中任取两个相减必有０或５，
所以三个数一定能被２和５整除，而２和５互质，所以结论成立．
说明：注意分类讨论．

拓展　设ａ，ｂ是两个相邻的整数，ｃ＝ａｂ，Ｍ２＝ａ２＋ｂ２＋ｃ２．求证：Ｍ２ 是奇数．
答案提示　设ａ＝ｎ，ｂ＝ｎ＋１ （ｎ为整数），则ｃ＝ｎ （ｎ＋１）．于是 Ｍ２＝ｎ２＋ （ｎ＋

１）２＋ｎ２ （ｎ＋１）２，因为ｎ２ （ｎ＋１）２ 是偶数，ｎ２＋ （ｎ＋１）２ 是奇数，所以Ｍ２ 是奇数．
　　例６　能否把１，１，２，２，３，３，…，１９８６，１９８６这些数排成一行，使得两个１之
间夹着一个数，两个２之间夹着两个数，…两个１９８６之间夹着１９８６个数？试证明你的
结论．
解析　把已知的３９７２个数排成一行，并且每一个数对应一个位置，在这些位置上

编上１，２，３，４，…，３９７２号码．
（１）先考察两个偶数ｍ之间夹ｍ 个数．若一个ｍ在奇数号位置上，则另一个ｍ在

偶数号位上．由于共有９９３对偶数，所以所有的偶数恰好占住９９３个偶数号码位置，９９３
个奇数号码位置上；

（２）再考察两个相同的奇数ｎ．两个奇数ｎ之间夹着奇数个数，则只要有一个占住
奇数位置，则另一个一定占住奇数位置．所以设所有的奇数占住２ｋ个奇数位置，１９８６
－２ｋ个偶数位置．则１９８６＝９９３＋２ｋ，矛盾！所以这是不可能的．
说明：用反证的方法，能够很好地解决问题．

拓展一　在黑板上写上１，２，３，４，…，２００２，只要在黑板上还有两个或两个以
上的数就擦取其中的任意两个数ａ，ｂ，并写上｜ａ－ｂ｜，问黑板上剩下的数是奇数还
是偶数？
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答案提示　由于只讨论数的奇偶性，而不是求它们的具体数值．在不改变奇偶性的
前提下，可将产生这些数的过程改变，使问题容易解决．因为ａ＋ｂ与｜ａ－ｂ｜有相同的
奇偶性，所以每次写上ａ＋ｂ而不是｜ａ－ｂ｜，那么最后剩下的数与我们所求的数的奇偶

性相同．因为１＋２＋３＋…＋２００２＝２００３×２００２２
是奇数，所以最后剩下的数是奇数．

拓展二　是否存在整数ａ，ｂ，ｃ，ｄ，使得对所有的整数ｘ，等式

ｘ４＋２ｘ２＋１９９２ｘ＋３０＝ （ｘ２＋ａｘ＋ｂ）（ｘ２＋ｃｘ＋ｄ）成立？

答案提示　等式右边＝ｘ４＋ （ａ＋ｃ）ｘ３＋ （ｂ＋ｄ＋ａｃ）ｘ２＋ （ａｄ＋ｃｂ）ｘ＋ｂｄ，根据

题意得到

ａ＋ｃ＝０， ①
ｂ＋ｄ＋ａｃ＝２， ②
ａｄ＋ｃｂ＝１９９２，　③
ｄｂ＝３０．　　　　

烅

烄

烆 ④

由④知道ｂ，ｄ一个是奇数，一个是偶数，不妨设ｂ是奇

数，ｄ是偶数，所以ａｄ是偶数，由③知道ｂｃ是偶数，所以ｃ是偶数，即ａｃ是偶数．
由②知道ａｃ是奇数，与上面的结论矛盾！所以题中所要的ａ，ｂ，ｃ，ｄ不存在．

　　例７　某展览会有如图７×７＝４９间展厅，相邻展厅有门可通，参观者从图中的１号
展厅开始参观，希望依次不重复，也不遗漏的参观每一个展厅，并且回到１号展厅，试
问参观者的愿望能否实现？

员解析　将１号厅涂上白色，相邻的涂上黑色，如图，用黑白相间的
方法涂色，显然只能从白厅进入黑厅，从黑厅进入白厅，从１号厅出来，
再回到１号厅，必须经过４９次回到１号厅，经过观察发现第奇数次进入
黑厅，第偶数次进入白厅．这显然是不可能的．

拓展　证明：只用２×２，３×３的两种瓷砖不能恰好铺盖２３×２３的正方形地
面．

答案提示　将２３×２３的正方形的第１，４，７，１０，１３，１６，１９，２３
列涂上黑色，其余的涂上白色，于是白色方格的个数有１５×２３个，是奇
数．因为每个２×２的方格盖住二黑二白，或四个白色格子，每个３×３
盖住三黑六白，无论如何总盖住偶数个白色格子，所以结论成立．
说明：染色是一种分类的方法，形象而易懂．

　　例８　在一个国家里，国王要建ｎ个城市，并在它们之间建ｎ－１条道路，使得从每
一个城市可到任一个城市 （每条道路连接两个城市，道路不相交也不经过其他城市），

国王要求每两个城市间的最小路程分别等于１千米，２千米，３千米，…１２ｎ
（ｎ－１）千

米，这样的要求能否做到？（１）ｎ＝６　 （２）ｎ＝２００２

←

→
Ａ

Ｂ
２ ５

←

→
→

Ｅ４

８
ＤＣ

１

Ｆ

解析　 （１）当ｎ＝６时如图具体如下：Ａ－Ｃ （１），Ｂ－Ｃ
（２），Ａ－Ｃ－Ｂ （３），Ｄ－Ｅ （４），Ｃ－Ｄ （５），Ａ－Ｃ－Ｄ （６），

Ｂ－Ｃ－Ｄ （７），Ｄ－Ｆ （８），Ｃ－Ｄ－Ｅ （９），Ａ－Ｃ－Ｄ－Ｅ
（１０），Ｂ－Ｃ－Ｄ－Ｅ （１１），Ｅ－Ｄ－Ｆ （１２），Ｃ－Ｄ－Ｆ （１３），

Ａ－Ｃ－Ｄ－Ｆ （１４），Ｂ－Ｃ－Ｄ－Ｆ （１５）．
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（２）当ｎ＝２００２时，在ｎ个城市之间建 （ｎ－１）条道路，从任一城市到另一城市的
道路只有一条道路．考虑任一城市Ａ，将城市Ａ染成红色．若城市Ｂ与Ａ 之间的路程
为偶数是４，则Ｂ也染上红色，否则染上黄色，这样将所有的城市都染上红色与黄色，
则同色的城市之间的路程为偶数，异色的城市之间的路程为奇数．
设ｘ个城市染上红色，ｙ个城市染上黄色，则ｘ个红色与ｙ个黄色可配ｘｙ 对，在

所有的城市之间的路程数为ｘｙ个奇数．

①若ｎ
（ｎ－１）
２
为偶数时，则１，２，３，…，ｎ

（ｎ－１）
２
中有一半为奇数，一半为偶数．

所以ｎ （ｎ－１）
４ ＝ｘｙ，又ｘ＋ｙ＝ｎ，所以ｎ＝ｎ２－４ｘｙ＝ （ｘ－ｙ）２．

②若ｎ
（ｎ－１）
２
为奇数时，ｎ （ｎ－１）

４ ＋１２＝ｘｙ
，得到ｎ－２＝ （ｘ－ｙ）２，所以ｎ，ｎ－

２是完全平方数，而ｎ＝２００２是不可能的．

拓展　某县初中生参加数学竞赛，竞赛题共３０道．评分标准是：基础分１５分，答
对一道加５分，不答记１分，答错一道倒扣１分，请说明该县１８５名同学参赛，那么
所有同学的得分总和一定是奇数．

答案提示　每个学生答对所有的题的得分是１５＋５×３０＝１６５，若答错一题扣去６
分，不答扣去４分，扣去的数总是偶数，所以每个学生的得分总是奇数，１８５名学生参
赛，总分是奇数．

检测·反馈·应用

一、选择题

１．如果ｍ是 正整数，则１８
［１－ （－１）ｍ］（ｍ２－１）（　　）

Ａ．一定是奇数

Ｂ．一定是偶数

Ｃ．当ｍ是奇数时，该式是偶数；当ｍ是偶数时，该式是奇数

Ｄ．当ｍ是奇数时，该式是奇数；当ｍ是偶数时，该式是偶数

２．设ｎ是一个整数，若３ｎ２＋４ｎ＋２００３是一个偶数，则ｎ一定是（　　）

Ａ．奇数 Ｂ．偶数

Ｃ．任意整数 Ｄ．有时为奇数，有时为偶数

３．３个连续奇数的和能被ｍ整除，则ｍ的值一定是（　　）

Ａ．３ Ｂ．４ Ｃ．５ Ｄ．６
４．设ａ，ｂ是整数，给出四个命题：
（１）若ａ＋５ｂ是偶数，则ａ－３ｂ也是偶数
（２）若ａ＋５ｂ是奇数，则ａ－３ｂ也是奇数
（３）若ａ＋ｂ能被３整除，则ａ，ｂ能被３整除







１６　　　

个．但ｂ１ｂ２ｂ３…ｂｎ＝ａ１ａ２ａ３…ａｎ，所以 （ａ１ａ２…ａｎ）２＝１，从而－１的个数为偶数，与题设
矛盾！结论成立．

第三单元　素数与合数

知识·规律·方法

１．全体正整数可以分成三类

（１）素数：一个大于１的正整数，如果它的因数只有１和它本身，则称为素数．
（２）合数：一个大于１的整数，如果它的因数超过２个，即有不同于１和它本身的

因数，则称为合数．
（３）素因数：如果一个正整数的一个因数是素数，则叫素因数．
（４）单位数：数１既不是素数，也不是合数．

２．素数与合数的性质

（１）素数与合数有无穷多个，最小的素数是２，但不存在最大的素数．
（２）除２以外的全体素数都是正奇数 （单数），除２以外的正偶数都是合数 （双数）．
（３）若素数ｐ｜ａｂ，则ｐ｜ａ或ｐ｜ｂ．
（４）若正整数ａ，ｂ的积为素数ｐ，则一定ｐ＝ａ或ｐ＝ｂ．
（５）任何整数ｎ （ｎ＞１）可以惟一地分解为ｎ＝ｐａ１１ｐａ２２ …ｐａｋｋ ，其中ｐ１＜ｐ２…＜ｐｋ，

且ｐ１，ｐ２，…，ｐｋ 是素数，ａ１，ａ２，…，ａｋ 是正整数．

范例·解析·拓展

　　例１　已知ｐ是素数，ｐ４＋３是素数，求ｐ５＋３的值．
解析　因为ｐ是素数，所以ｐ４＋３＞３．又ｐ４＋３是素数，所以ｐ４＋３是奇数．所以

ｐ４ 是偶数，即ｐ是偶数，而ｐ是素数，所以ｐ＝２．所以ｐ５＋３＝３５．

拓展　有四个数，一个是最小的奇素数，一个是偶素数，一个是小于３０的最大素
数，另一个是大于７０的最小素数．求它们的和．

答案提示　最小的奇素数是３，惟一的偶素数是２，小于３０的最大素数是２９，大于

７０的最小素数是７１，它们的和为１０５．
说明：本题主要是对素数的分类，了解常见的素数．

　　例２　求素数ｐ，使ｐ＋１０，ｐ＋１４均为素数．
解析　由于素数的分布没有规律，因此可以用具体的素数进行试验，找到要求的素

数，再加以说明．
因为２＋１０＝１２，２＋１４＝１６，所以２不符合题意；
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