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第 三 版 序

拿着笔，眼前不断地浮现出孙维刚老师著述时的情景。

他真的很忙，也很累。对于出版社的约稿，从不会拒绝别人要求的孙老师，总是一拖又拖，直至

无法再拖，最后，只好硬着头皮放下手里永远干不完的“活儿”，伏案而书。

每逢写作，他总习惯桌子上除了稿纸以外，就是一支笔，其他东西统统搬走。

桌子还是那张桌子，灯光依旧。

我还清楚地记得他写作本书时用的那支笔，一支套着白色金属帽，有着草绿色笔杆的普通钢

笔。因长时间的频繁使用，笔尖早已磨秃了，但写起字来却很流畅。他说：“这支笔可立了功，从一

参加工作，我就用它，从没有离开过。”后来，这支笔在一次开会时不慎遗失，为此，他遗憾了很多日

子。

孙老师写作起来，速度很快。从早晨到晚上，头都不肯抬一抬，只看见他握笔的手在稿纸上疾

速地移动，发出沙沙的声音，间或夹杂着晃动涂改液的嗒嗒声。就这样，一天一万字，一气呵成。那

笔尖流淌出的智慧，分明是他和学生心的碰撞。因此，读他的文字，就像听见他在课堂上的讲课，娓

娓道来，带领着他的学生思潮如涌。

当这部著述终于完成时，他微微活动一下早已疲惫的身躯，细细地审视着手中的稿子，自言自

语地说：“我要对得住我的读者。”这是他的心声。我还清楚地记得他很多次地引用过好友周沛耕老

师的话：“教师的一切成就都是学生给的。”

另外，当您拿到这本由北京大学出版社出版的《孙维刚高中数学》时，一定要将前面“作者的话”

细细地阅读，因为里面有很多重要的话要告诉您，这也是孙老师生前常常说给来信、来电或当面咨

询的读者的话。

最后，衷心地希望这本《孙维刚高中数学》能对广大青少年朋友学习数学有所启迪。

如今，斯人已逝，谨以此序寄以无限的思绪。

王海亭

摇摇圆园园猿年元月于北京
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第二版修订说明

摇摇幸蒙老师和同学们的关怀，拙述《初中数学》、《高中数学》两本书，至今已六次印刷，逾员远万册。
其间，我受到各地老师和同学们热情来信的勉励和盛情建议，使两本书修订再版。

在保留原书主体的基础上，两书都在解题思考规律的应用，即提高解题能力方面，进行了补充。

《初中数学》在一些主要章节，补充了一些新的例题分析；《高中数学》，则补充了“第四篇摇解题思考
分析的再示范”。

《初中数学》书中某些知识，在新的九年义务教育大纲中列为选学或不学，本次再版，仍予保留。

我的考虑是：

员援读者中许多学生初中毕业后要继续学习，特别是要升入普通高中，书中对这些少量知识的学
习指导，还是很有价值的；

圆援本书立足于对知识分析把握的指导，立足于对方法和思想的建议和指导，所以阅读这些部分
是有益的。

另外，想多说几句的是关于如何学好数学的问题。

数学，是学生投入最多的一门课程，但许多同学却为并没取得理想效果所苦，部分同学甚至陷

入题海，昏天黑地，以至望而却步。

究其原因，在于方法不得要领，或根本不当。

本人认为，学好数学，首重概念扎实、基础知识牢固，这几乎是人所共识。但究竟什么是“扎

实”、“牢固”？又怎样才能“扎实”、“牢固”？则恐多有差异，甚至大相径庭了。

汽车飞驰，离不开动力的心脏———发动机，但必须通过变速箱、大轴，最后作用到轮子上。解数

学题亦如此，概念、基础知识（发动机），要发挥作用，也必须靠一连串连接装置，即对概念的理解、引

伸，概念外围的规律、方法，以及解题思考规律，这些在课本上是没有的。

学好数学，还要学会聪明地
獉獉獉
做题。既要在做题的实践中加深理解、增长才干，又不为其所累。

怎样才是
獉獉
和才能
獉獉
“聪明地做题”？

而最根本的出路，是在学习过程中，提高了能力，完善了自己的素质。

怎样实现这美好的一切？本书就是要向广大同学、青年教师展示其途径。

限于水平，书中疏误仍将很多，诚请批评指正，不胜感谢。

摇 孙维刚
员怨怨怨年圆月于北京

Ⅱ 此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



作 者 的 话

摇摇“有谁能相信，北京圆圆中今年毕业的高三（源）班，全班源园人中，有员缘人被清华大学、北京大学
录取。”

这是《北京日报》员怨怨圆年怨月愿日的一篇报道“润物细无声（记北京市特级教师孙维刚）”的第
一自然段。所报道的是我第二轮实验班（员怨愿远 员怨怨圆年）的情况。
第三轮实验班的情况又如何呢？

“中学数学特级教师孙维刚创下一个纪录———

他当班主任的北京圆圆中高三（员）班，全班源园人，员怨怨苑年高考百分之百上了录取线，猿愿人上重
点线，有圆圆人考入北京大学、清华大学，占全班总人数的缘缘豫，这在全市各校的统计中是绝无仅有
的。而六年前，这源园名来自工薪阶层家庭的子弟入初中时，圆远人达不到区重点中学的录取分数线，
员源人是就近入学的‘大拨轰学生’。”
这是《北京日报》员怨怨苑年怨月员园日第六版的整版报道“特级教师孙维刚”的第一自然段，由于

员怨怨员 员怨怨圆学年我同时带第二和第三两轮班，所以，第三轮班（员怨怨员 员怨怨苑）在员怨怨苑年苑月中学毕
业。

特别是，这轮班的闫珺同学，员怨怨远年苑月夺得了第猿苑届国际数学奥林匹克的金牌，为祖国争得
了荣誉。

北京圆圆中是一所非重点中学，面对学生来源并不十分理想的现实，从员怨愿园年起，我在各级领导
和同志们的帮助下，进行了六年一循环的数学教育改革实验。从初一接新生，教数学兼班主任，直

到学生高三毕业，全面落实党的教育方针，努力使学生德智体全面发展，大幅度提高学生素质。这

个素质，首先是思想品德素质，同时是紧密结合的智力素质，是以思维水平为核心的智力素质。从

数学课来说，在第三轮班的中学六年，我基本没留过硬性家庭作业，从未收过作业，考试极少，又由

于别的科目的老师留作业量也很少，因而使同学们每天晚上怨点半左右就可以睡眠，优秀生则在怨
点左右睡眠。即使上高三后，大多数学生也能保证怨个小时左右的睡眠，这种做法保持了学生清醒
的头脑和旺盛的精力，使他们不是以题海战术取胜，而是以高水平的思维使难题迎刃而解。更重要

的是这种良好的习惯为学生将来进一步的学习和深造，为他们毕生事业的成功打下了坚实的基础。

员怨愿远年秋初一入学的第二轮班，当年入学成绩排北京市东城区第愿位（小学升中学，是按区考
试的）。三年后，在员怨愿怨年全国初中数学联赛北京赛区一、二等奖的共员缘名得奖者中，本班占了苑
名。又过三年，在全国高中数学联赛北京赛区的一、二等奖的共员缘名得奖者中，本班占了源名，并且
是第员、源、苑、怨这源个靠前的名次。实验班的彭壮壮同学，员怨怨员年赴美探亲，随即在全美数学竞赛中
考入前圆缘名（由于不是美国公民也不是永久居留者，未能获得美国奥林匹克数学国家集训队资格，
不能参加集训和进一步选拔），员怨怨圆年初，他又以一篇数学论文“韵晕杂韵蕴灾陨晕郧云砸粤悦栽陨韵晕杂砸耘孕砸耘鄄
杂耘晕栽耘阅月再孕原粤阅陨悦陨晕栽耘郧耘砸杂”及答辩，获美国 宰藻泽贼蚤灶早澡燥怎泽藻杂糟蚤藻灶糟藻栽葬造藻灶贼杂藻葬则糟澡悦燥灶贼藻泽贼奖（西
屋寻找科学天才竞赛，是一年一度美国高中学生最高规格竞赛），十多家报纸杂志报导了这一消息

并刊登照片，他被哈佛大学免试录取。
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第三轮班，不但夺得了国际数学奥林匹克的金牌，同时，在员怨怨远 员怨怨苑年度全国高中数学联赛
中，获一等奖缘人，二等奖猿人，三等奖远人，高考时数学平均分为员员苑分，这个分高出当年北京市任
何一所中学的校平均分。这个班高考五科总分平均分为缘缘愿援远苑分，而在当年升中学时，全班圆辕猿的
学生成绩低于区属重点中学的录取线。我是不是只抓了数学，挤了别的科目？以上事实已经作出

回答。

那么，是什么原因，促成了学生的进步呢？

客观条件上，实验班的工作，得到了北京圆圆中校长的领导和支持，三轮实验班的全体老师：张振
良老师、何启真老师（政治），金润芝老师、李向前老师、李锦文老师、关益成老师（语文），娄宁老师、

聂影梅老师、贾桂芳老师、隋志伟老师（物理），董爽老师、邹法瑜老师（化学），蒋倩梅老师、姚远老

师、费松丽老师、徐崇孝老师、韩春英老师（英语），周宝兰老师、景文老师、华亚铃老师（体育），肖尧

望老师、周强老师（生物），王青梅老师、宋立真老师（历史），王淑芳老师、李式娴老师（地理），他们

不但业务造诣很深，而且热爱学生，热爱教育事业，使整个教师集体和学生集体心心相印、息息相

通、血肉相连。

东城区教育局、区委、区政府，北京市教育局，一直关怀我们实验班的工作，许多著名教师，如陶

晓勇等常常来班讲学，使学生受益匪浅。

主观上，实验班一贯重视把对学生的思想教育落到实处，教育学生勤奋学习、积极进取，做诚

实、正派的人，立志为人民多作贡献。

另外，师生共同在探索一个新的思路，一套崭新的数学学习方法。

本书，就是要向读者介绍这套方法。

这套方法，首先是指导思想上的新认识，而后，才是由此而产生和由它所决定的具体做法。本

书的第一篇“怎样学好高中数学”，就是介绍上述认识和方法。结合实例，边叙边议。阅读本书时要

两者兼顾，既不要光看条条，也不能只读举例。一定请读者结合例题，认真体会所介绍的思想和方

法的真谛。

学习方法产生于具体数学内容的学习过程中，其价值在于促成高水平的学习。为此，在本书第

二篇“高中数学各章学习指要”的每一章中，都分为“学习指导”和“解题思考方法小结”，这主要是

着眼于本章知识的联系和规律，进行简要分析，帮助读者深入认识知识本质，并能做到切实掌握；总

结本章题目内容有关特点，学会归纳解题思路。在写法上，凡课本上已写出的定义、定理、公式及解

题方法，均不再重复。议叙分析一般从简，多数情况不再配以例题。

为了避免造成读者浮光掠影，收益受限，本书第一篇第源章中分别举例，就如何学习概念，如何
学习定理、公式，如何学习和小结一个单元，如何总结一章习题的解题思考方法，做了示范，请读者

细读消化之后，能运用到第二篇的各章，依照“学习指导”和“解题思考方法小结”所列出的纲目，结

合课本和习题，依照第一篇第源章，写出深入详细的分析和总结。这是请读者一定要完成的作业。
本书修订后，还增加了第四篇“解题思考分析的再示范”。

我们反对题海战术，反对让学生通过大量考试、大量做题以成为做题的“熟练工”，而去对付考

试应试教育的做法，这种做法不但与我们的教育方针相悖，而且损害学生健康，使学生思维僵化，其

结果只能是劳民伤财，于国于民不利。

但是要学好数学，不做题是不行的。题要精彩，做题不在多而在精；对待做题的思想认识和方

法要对头，要通过做题，深刻理解概念，扎实掌握基本知识，学会运筹帷幄、纵横捭阖，使自己的思维
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水平不断上升，高屋建瓴，只有这样，学生在面对千变万化、面目各异的题目时，才能做到胸有成竹、

应付自如，使一道道的难题“落花流水”。当然，这里最关键的是学生形成了系统的解题思考规律。

在“解题思考分析的再示范”中，我们对此将作典型的示范。

鉴于篇幅的限制，本书各章之后不再编配习题，请读者在完成上述作业的基础上，选择质量好的习

题集，检验自己的解题思考方法，以便提高解题技巧。同时，对新发现的不足之处要及时进行修正。这

种循环往复、螺旋式上升的过程，会使自己的思维方法的水平以及能力的水平扶摇直上。
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第一篇摇怎样学好高中数学

第 ! 章摇热爱数学，学好数学

一、热爱数学，是学好数学的前提与途径

要完成任何一番事业，首先要热爱它，只有这样，才会满腔激情、全身心地投入，聪明才智、灵感

悟性一齐涌上心头，铺平成功之路援这是人人皆知的道理援
但是，数学凭什么让人“爱”？

近两年来，我接到过上百封信，希望了解怎样才能学好数学，这些信北京和其他省市的都有，不

但来自中学生，还来自许多家长援
广大中学生希望学好数学，他们的父母也都希望自己孩子的数学“棒”！为什么呢？

做家长的谁不望子成“龙”，成为祖国四化建设栋梁之材！但成“龙”之路怎么走？一些人认为，

必须要升高中、上大学，甚至考硕士、当博士援而每每考试，数学总首当其冲，必考，又最难；况且，数
学又是许多课程的基础，应用广泛，于是，尽管数学十分枯燥，拼命也得学好援
我不怀疑，伟大目标，将为刻苦学习数学带来巨大的力量，但是能否学好，这里就大有文章了援
因为，被迫地刻苦学习，有如捏住鼻子灌药，咽下去，又可能呕吐出来援近来，许多苦口良药外面

裹上了糖衣，大概就是要避免这种遗憾吧！

如果拼命去学的动力，是发现了数学的美，为数学本身的魅力所吸引，则将如美味佳肴，凭它的

色香味，使人油然升起强烈的向往援这才是美好数学的沧桑正道援
但是，数学是美味佳肴吗？它的色香味在哪里？

数学的美，是由它的高度严谨和合理而达到的和谐，这是一种令人神怡的内在和谐援
举个小小的例子援
小学生开始学习除法，老师说：把一个量分成若干等份，求其中“员份”那个量（一倍量）的运算

叫除法援这样，孩子便产生了一个想法：商肯定不会大于被除数！

可是后来，远米衣员圆越员圆米，商怎么大于被除数呢？不可思议！只好死记：这是分数除法法则中

“颠倒相乘”的结果援于是，

远米 衣员圆 越远米 伊
圆
员 越员圆米援

摇摇其实，把一个量分成若干等份，可以换言为：一个量（指被除数）如果是“员份”那个量的若干倍，

除法，就是去计算那个“员份”是多少援于是，在本例中，远米即是那个“员份”的员圆倍，那么“员份”当然

员此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



应该是远米衣员圆越员圆米了援

这样，在寻求彼此孤立的现象统一解释的过程中，对一个概念（除法）的认识不知不觉地深化

了援

事情并未到此结束，从这里继续想下去援由于远米还可以是那个“员份”的员圆园倍，
员
圆园园倍，
员
圆园园园倍，

⋯，这时，那个“员份”就是员圆园米，员圆园园米，员圆园园园米，⋯，越来越大援可以想见，对于远衣葬，当葬→园时，
远衣葬将无限地增长，由于葬→园可以从正、负两个方向进行，所以，远衣葬也将向正或负两个方向无限

增大援记做，当葬→园时，
远
葬→依肄援这时，我们就从小学算术，经过初中代数、高中代数，而达到高等

数学的边缘了援因为，我们从中对高等数学的极限问题，获得了初步的感性认识援

当然，再深入一步，又会产生新的疑问，葬→园在数轴上，是趋向于一个点，而
远
葬→依肄，却是背道

而驰的两个方向援这怎么统一呢？
在非欧空间中统一这个矛盾现象，并非难事，当然，这远远超出了中学的范围援
这样的例子，数学中俯拾皆是援而这种寻求联系、统一的过程，不仅令人兴趣盎然，也是学好数

学的正确途径援这样就能置知识于系统中，从系统的高度去理解、去把握每一个概念，着眼于并掌握
每个环节的内涵和它与它以外事物的关联，以及相互联系中的规律援
这样学习，将能扎实地掌握知识援因为，得到的知识是具有结构的整体援不仅如此，由于总是着

眼于联系的发现和规律的研究，一方面，养成了联想的习惯；另一方面，经常需要从本质上认识事

物，逐步形成较深刻的观点，从而提高了能力，完善了素质援这其实是学习数学的重要目的援因为，近
年有人提出，数学不但是研究现实世界的存在形式和数量关系的科学，数学还要研究人类的存在形

式和人类思维的模式援
当然，伴随着能力的提高，素质的发展，学习效果必不可同日而语了援

二、学好数学，需“醉翁之意不仅在酒”

据说，爱因斯坦曾对一位朋友说：“我有一位朋友，他是一位才子，他认为，当一名学生毕业离开

老师和学校时，如果把几年来所学的功课全部忘记了（当然，这是不可能的），这时，他所剩下的，才

是这所学校和他的老师的教学及教育的实在成果援”
都忘光了，谈何成果？不可思议援
细想之下，令我折服援这段话的意思是，教学和教育的真谛在育人，在学生能力的提高，素质的

发展和完善援
那么，作为学生，不是也应该有同样的理解和认识吗！自己的目标，当是通过学习知识来学习

思考，学会分析和解决问题，培养和提高自己的能力，发展和完善自己的素质，把自己变得更加聪

明，实现了这个目标后，无论是继续进一步的学习，还是指导实践，都会干出突出的成就援
这就是说，学习的是知识，但“醉翁之意不在酒（知识）”，而在能力、素质的发展援
但是，能力和素质的追求，实现于学习知识的过程中，离不开知识援而且，掌握知识，是进学校的

初衷援所以，应该全面地认识“醉翁之意不仅
獉獉
在酒”的深刻道理援

怎样才能实现上述的目标？
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就学习数学而言，要掌握以下几个方面：学习任何知识，都要从系统的角度出发，着眼于知识的

联系和规律，发掘其本质，注意数学思想的渗透和哲理观点的升华；为此，要经常进行总结，善于比

较和区别，学习知识要总结，做题也要经常总结，一题多解，多解归一，多题归一，有所发现，有所创

造，有所前进；从而，在主动学习中，实现扎实掌握知识、提高自己能力、完善自己素质的目标援
本书第一篇，将分别就以上几个方面，进行详细地讲解援
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第 " 章摇站在系统的高度学习

一、理解概念要深入本质，注意抓住知识之间的联系

中学课程的每一门学科，都有自己的基本概念、基础知识，即通常所说的双基援它们不仅本身有
着广泛的应用，而且，对于其他知识有着较大的甚至规定性的影响，所以，掌握好它们，就成为十分

必要的了援
但是，怎样才算把它们抓住了？背得滚瓜烂熟，是没有多大价值的援重要的是，理解它们，才能

掌握和应用它们援那么，怎样才算理解呢？字面上弄懂仅仅是第一层次，还必须弄清它和它以外事
物的关联，从本质上融会贯通，这当然应该从系统的角度去分析认识它们了援
举个例子援
有一次，我曾对一所高中数学奥林匹克学校的学生提出一个问题：

摇摇请你写出，命题“直角相等”的否命题援

居然，在数百名数学学习的尖子生中，几乎没有人能正确作出回答援他们异口同声地答道：所求
否命题是，“不是直角不相等援”
问他们，根据是什么？他们说，一个命题的否命题，就是在原命题的题设和结论的前面，分别添

上“不是”两个字援
多么表面和肤浅的理解！

因为，所谓添上“不是”二字，只是形式援它的实质，是要把原来的说法否定，就是写出原来说法
的反面情况援
原来题设的反面情况是什么呢？

∠员，∠圆，∠猿，⋯，∠灶都是怨园毅的反面情况，既包括它们都不是直角，也包括它们之中有的角是
直角，有的角不是直角，一言以蔽之，应当说，∠员，∠圆，∠猿，⋯，∠灶不都是直角援
同样地，∠员，∠圆，∠猿，⋯，∠灶都相等的否定，应当是，不都相等援
这样，所提问题的正确回答应当是，“不都是直角的角，不全相等援”
同学们所犯错误的根源，即在于，对于“不是”的理解只求表面现象，不抓实质援
其实，这个错误，不仅暴露了同学们对“否命题”概念的理解还停留在表面上，而且，对于“补集”

概念的理解，也没有抓住实质援

如果，记∠员越怨园毅为粤员，∠圆越怨园毅为 粤圆，∠猿越怨园毅为 粤猿，⋯，∠灶越怨园毅为 粤灶，那么，∠员，∠圆，∠猿，
⋯，∠灶都是直角，就可表示为粤员∩粤圆∩粤猿∩⋯∩粤灶，那么，它的补集是粤员∩粤圆∩粤猿⋯∩粤灶越粤员∪粤圆∪

粤猿∪⋯∪粤灶，意思就是，∠员≠怨园毅，或，∠圆≠怨园毅，⋯，或∠肄 越灶≠怨园毅，换言之，∠员，∠圆，⋯，∠灶不都
是直角援
类似地可以得到：∠员越∠圆，并且，∠员越∠猿，并且∠圆越∠猿，⋯，∠（灶原员）越∠灶援它的补集是，

∠员≠∠圆，或∠圆≠∠猿，或∠员≠∠猿，⋯，或∠（灶原员）≠∠灶，即∠员，∠圆，∠猿，⋯，∠灶不都相等援
由此看来，无论是在理解“否命题”这个概念，还是在理解“补集”这个概念时，如果能抓住它们

的实质，上述错误都可避免援不仅如此，还将发现，在课本上，相距“迢迢”的两个概念（“否命题”出现
源



在初中《几何》中，“补集”出现在高中代数中），竟然互相沟通了起来援
挖掘知识之间的联系，会使我们加深对每个知识的理解，它，多么重要！

二、在类比中发现和谐，简化记忆

数学，是中学课程中的一门主科，课时最多，内容浩瀚，记忆和掌握起来，都比较困难援
站在系统的高度，注意比较知识间的联系和区别，不但有利于抓住问题本质，而且可以找出规

律即共性，简化记忆，便于掌握援这也是因为，联系、规律、和谐，正是数学科学的本来面目援
举一个例子援
如果在学习初中代数正比例函数赠越噪曾（噪≠园）的图像时，注意到函数的图像是随函数解析式中

常数噪的不同而不同，换言之，噪决定着图像直线的位置援在这里，噪的符号，决定着直线所在象限的
位置；渣噪渣则决定着直线向上方向和赠轴正向夹角的大小援而当噪值遍取（原肄，垣肄）上的全体实数
时，直线赠越噪曾则绕原点旋转而扫遍除赠轴以外的整个坐标平面（若允许噪越园）援
这样，后来学习二次函数赠越葬曾圆（葬≠园）时，可以事先就猜想，是否常数葬的取值将决定曲线赠越

葬曾圆的位置？结果发现葬的符号决定着曲线所在象限的位置情况；渣葬渣则决定着曲线与 赠轴的相对
位置情况；当葬值跑遍在（原肄，垣肄）上的全体实数时，曲线赠越葬曾圆将扫过除 赠轴之外的整个坐标
平面援那么，这将在入门伊始，就抓住了学习二次函数的关键，使得利用二次函数求最大（小）值，解
一元二次不等式等一系列问题，不难得到解决援
当然，由于赠越葬曾圆的图像是一条曲线，渣葬渣在决定曲线与赠轴相对位置的时候，已经影响了曲线

的形状援
升入高中，学习幂函数赠越曾葬，在同样思想的指导下，不难发现，仍是常数葬决定着曲线赠越曾葬的

位置和形状援当然，由于常数的位置发生了变化，从系数的位置，移动了指数的位置，那么，常数 葬的
符号，已不再决定曲线所在象限的位置情况，而是决定曲线通过（园，园）点还是（员，员）点；渣葬渣则决定着
曲线在曾取定某个值时，曲线的曲率情况援但有一方面又是类似的，即 葬跑遍在（原肄，垣肄）上的实
数时，曲线扫遍除直线曾越员以外的整个第一象限援
以上的两次类比，启发我们去想像，函数解析式中的常数，可能总是以某种分类方式（按符号分

类，是以园作为界点的分类）来影响着函数图像曲线的某种持征，而且，当这个常数跑遍它所允许范
围内的每个实数时（是连续取值），图像曲线总是扫遍某个区域援
对于指数函数赠越葬曾（葬跃园，并且葬≠员），由于葬跃园，我们以员作分类的界点援当葬跃员时，函数图

像曲线呈上升状态；当园约葬约员时，曲线呈下降状态；渣葬渣较大时，则在曲线的高于直线赠越员的部分，
较靠近赠轴正向；渣葬渣较小时，则在曲线的高于赠越员的部分，比较远离赠轴正向援抓住了这几点，以及
曲线都在曾轴上方并且通过（园，员）点，那么，熟记指数函数的各种性质，将易如反掌援
例如，由于曲线都在曾轴上方，当然，赠跃园，如图圆鄄员所示援

摇摇又如，园约葬约员时，曲线呈下降状态，当然函数赠越葬曾为减函数，如图圆鄄圆所示援又由于，曲线通过
（园，员）点，当曾约园时，赠跃员；当曾跃园时，赠约员，如图圆鄄圆所示援这样掌握和记忆指数函数的性质，当然
比单纯死记用列表法写出的性质表，要好得多了援
摇摇关于对数函数赠越造燥早葬曾（葬跃园，并且葬≠员）中常数葬作用的讨论，与对于指数函数中 葬的讨论十
分相似，请读者自己动手完成援
上述这种讨论，对于高中数学中所学习的最后一种函数———三角函数，同样是有益的援

缘



图圆鄄员摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇图圆鄄圆

摇摇例如，在赠越葬泽蚤灶（ω曾垣φ园）中，有三个常数：ω，φ园，葬援
比较赠越泽蚤灶ω曾与赠越泽蚤灶曾，渣ω渣大于员或是小于员，决定着赠越泽蚤灶渣ω渣曾是对曲线赠越泽蚤灶曾在原点处

固定后，沿曾轴向两方进行压缩或伸长变换；而 ω 的符号，则决定着曲线 赠越泽蚤灶ω曾是否由曲线
赠越泽蚤灶渣ω渣曾以曾轴为对称轴，作翻转变换援
对于常数葬，φ园，也可以作类似的分析，请同学们自己动手去完成援
上述讨论，从对函数解析式中常数作用的类比分析，使我们对函数性质的认识系统化了援
甚至，对于等差数列、等比数列，也可以做类似的讨论援
因为，数列｛葬灶｝可以看做是以灶为自变量的一种函数（离散型函数），那么，在等差数列 葬灶越葬员
垣（灶原员）凿的图像中，常数葬员，是排头兵的高度，而常数凿的符号和绝对值，就对于图像的点列是呈
上升还是下降的状态，以及点列中相邻两点的高度差，起着决定作用援在等比数列中，也有类似的分
析，请读者完成援
回顾上面的类比和总结，它使代数中许多分散的知识，统一在一个认识之下，这种系统化的结

果，加深了理解，简化了记忆援
顺便说一句，从对解析式中常数的某种分析入手，分析相应曲线的特征，是一个常用的方法，不

仅适用于代数，我们还可举个解析几何的例子：

图圆鄄猿

在分析坐标平面上的线段的定比分点公式时发现，对于 λ 越
孕员孕
孕孕圆
，

当 λ从原肄→ 垣肄遍取全体实数时，分点 孕跑遍 孕员孕圆直线，如图 圆鄄猿
所示援
当 λ越园时，孕点和孕员点重合；当 λ由园→员时，孕点由孕员向孕员孕圆的中点移动；当 λ越员时，孕点

在孕员孕圆的中点上；当 λ由员→垣肄时，孕点由孕员孕圆的中点向孕圆移动，从孕圆的左侧，无限接近孕圆；而
当 λ由原肄→原员时，孕点从孕圆的右侧无限接近孕圆，沿孕员孕圆的方向，向无穷远方移动；当 λ 从无限
接近原员的原员右侧向园连续取值时，孕点则从沿孕圆孕员方向的无穷远方移向 孕员，直至 λ 越园时，孕再
次回到孕员上援
这个讨论还使我们发现，整个过程是一个从实数集（λ 取值）到点集直线 孕员孕圆（孕点位置）上的

一一映射，这样几何和代数又融合到一起了援
并且，在这里又出现了本篇第员章例子中所出现的有趣现象：当 λ 往两个相反方向趋向无穷远

时，孕点在直线孕员孕圆上，却从两个方向无穷趋近于一点 孕圆；当 孕点在 孕员孕圆直线上往两个相反方向
趋向无穷远时，λ则在数轴上从两个方向无穷趋近于一点原员援不言而喻，解释这个乍看矛盾、细想合
理的有趣问题，当然又超出了中学数学的范围，而要到非欧空间中了援
上面两个例子表明，抓住知识之间的联系和规律学习数学，是深入到数学王国去的好方法援

远



第 # 章摇把知识的学习、能力的培养、素质
摇摇摇的发展与完善有机地结合起来

一、主动学习

一个学生的学习过程，有人把它分成了“预习”、“课堂听讲”、“复习”三个环节援也有人把“预
习”、“课堂听讲”合并为“听讲”，因为“课堂听讲”是听老师讲，“预习”则是听编书人在讲援也有人把
“复习”分为“做作业”和“复习”两个环节援
本书第一篇的第缘章和第三篇，将分别就“做题”和“复习”时的主动学习问题提出看法援本章主

要谈谈“听讲”时的主动学习问题援
听讲要专心，但专心的标准是什么？

人们当然会回答：精神集中，不走神援
我认为，这并不是一个理想的回答援因为，只做到把精神集中到老师的讲授内容上，是跟在老师

的后边亦步亦趋呢，还是把老师的讲解作为一个因素，独立思考、主动思考，创造性地进行思维，这

两者之间就有很大差别了援
听讲时，紧跟老师，把老师的每一句话都听进耳朵里，再弄懂它的意思，从而把它们都记熟援一

般地说，这对于知识的学习，能收到较好的学习效果，但总是处于被动的状态，思维的创造性和飞跃

都会受到限制援
怎样才能摆脱这种被动，我建议同学们，给自己的课堂听讲应当规定下面这样两条要求援
一是要“超前思维”援这是指，一个概念提出来了，自己先试着去定义它；一个命题提出来了，自

己先试着去判断它的真假；一个定理或公式写出来了，自己先试着去证明它；一道例题写出来了，自

己先试着分析、解出它；甚至在学习过程中，自己设想，该提出什么命题了，该定义什么概念了等援总
而言之，让自己的思维跑在老师讲解（包括预习阅读时的文字叙述）的前面，达不到大跨度的超前

时，则争取设想老师正在说着的这句话的下一句话是什么援
这样做的结果，由于名词、定理、公式是自己定义、推导出来的，身临其境，清楚过程中的坎坎坷

坷，当然理解就深刻，掌握就会牢固援即使将来忘记了，自己还可以再重新推证出来援而且是在游泳
中学游泳，推理能力、思维能力经常得到训练，当然会逐步地得到培养提高援
二是在判断问题时，敢于“向老师挑战”援在进行“超前思维”的听课中，有时老师已经讲出了结

论，自己还没想出来；或者老师想出了一种解题思路，自己的思路却没完成，这时该怎么办？

我想，从“一分为二”的观点出发，两种极端都是不可取的援
一种极端就是前面所讲的，完全做老师讲课的尾巴、应声虫；另一种极端是，完全撇开老师，自

己另搞一套援
我建议，如果自己的想法和老师的大体一致，要分析老师之所以能完成的原因，找到自己的症

结是在知识上，还是在方法上，或是在思维上？如果自己的大致判断和老师的结论不一致，那么，不

妨试试去推翻老师（包括书上）的结论援
为什么要这样做？因为，第一，老师（包括书上）的结论未必永远正确；第二，在你失败的尝试推

翻的过程中，将会从反面加深对概念的理解援同时，这种独立构思、带有辩论性质的论证，更有助于
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