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基基基基基基基基基基基基基基基基　　　　　　　　　　　　　　　　础础础础础础础础础础础础础础础础　　　　　　　　　　　　　　　　篇篇篇篇篇篇篇篇篇篇篇篇篇篇篇篇
数学是研究现实世界空间形式和数量关系的学科，简说研究“数”与“形”的学

科．圆锥曲线方程属“用代数的方法研究几何问题———解析几何”的后续部分．
圆锥曲线又称为二次曲线，它们的得名源于两个有公共顶点、且一个正立一

个倒立的圆锥被平面从四个不同的角度所截．
在圆锥曲线的研究中，圆的个性和共性都比较突出，人们的坐标观点，绝大部

分是在这个阶段的学习中形成的．而椭圆、双曲线、抛物线除了延续圆在圆锥曲线
中的共性外，它们各自还都有个性的一面，即它们本身的定义、方程、图形和性质．
个性也好，共性也罢，对圆锥曲线的研究仍离不开两个主要问题———根据已知条
件，求出曲线的方程；通过方程，讨论曲线的性质．
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第一讲　圆
本讲知识框图
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圆
点与圆、直线与圆、圆与

圆的位置关系

圆的方程

圆的标准方程

圆的一般方程

［考纲要求］

掌握圆的标准方程和一般方程，了解参数方程的概念，理解圆的参数

方程．

１１　圆的方程

重点难点归纳

重点　①掌握圆的定义．②掌握圆的标准方程、一般方程、参数方程．
难点　领悟研究讨论圆的思维方法，提高坐标观念．
本节需掌握的知识点　掌握圆的标准方程、一般方程、参数方程，深化曲线和方程

的对应思想．

知识点精析与应用

知识点精讲
１．圆的标准方程
（１）圆的定义

平面内与定点距离等于定长的点的集合（轨迹）叫做圆．定点叫做圆心，定长
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叫做半径．
（２）圆的标准方程

圆的标准方程是

（ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）２＝Ｒ２

其中，（ａ，ｂ）为圆的圆心的坐标，Ｒ为圆的半径．
特别地，圆心在原点、半径为ｒ的圆的方程为

ｘ２＋ｙ２＝ｒ２

２．圆的一般方程

ｘ２＋ｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０

把圆的一般方程配方，得 ｘ＋Ｄ（ ）２
２

＋ ｙ＋Ｅ（ ）２
２

＝ Ｄ２＋Ｅ２－４槡 Ｆ（ ）２

２

．可

见，当 Ｄ２ ＋Ｅ２ －４Ｆ ＞０ 时，方 程 表 示 圆 心 为 －Ｄ２
，－Ｅ（ ）２ 、半 径 为

Ｄ２＋Ｅ２－４槡 Ｆ
２

的圆．于是，方程ｘ２＋ｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０表示圆的充要条件为

Ｄ２＋Ｅ２－４Ｆ＞０．
圆的一般方程形式上的特点有二：

（１）ｘ２，ｙ２ 项系数相等且不为０；

（２）无ｘ·ｙ这样的二次（交叉）项．

３．圆的参数方程

圆ｘ２＋ｙ２＝ｒ２（ｒ＞０）的参数方程为
ｘ＝ｒｃｏｓθ

ｙ＝ｒｓｉｎ｛ θ
（θ为参数），其中θ的几何意义

为圆心角．

圆（ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）２＝Ｒ２（Ｒ＞０）的参数方程为
ｘ＝ａ＋Ｒｃｏｓθ

ｙ＝ｂ＋Ｒｓｉｎ｛ θ
（θ为参数）．

解题方法指导
　　１．圆的标准方程、一般方程问题

［例１］　写出满足下列条件的圆的方程：

（１）圆心在原点；（２）过原点；（３）圆心在ｘ轴上；（４）圆心在ｙ轴上；（５）过原

点且圆心在ｘ轴上；（６）过原点且圆心在ｙ轴上；（７）与ｘ轴相切；（８）与ｙ轴相

切；（９）与两坐标轴都相切．
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［解］　为了突出９个方程各自的特点，将答案列表给出：

条　　件 标　准　方　程 一　般　方　程

（１） 圆心在原点 ｘ２＋ｙ２＝ｒ２（ｒ≠０） ｘ２＋ｙ２－ｒ２＝０（ｒ≠０）

（２） 过原点
（ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）２＝
ａ２＋ｂ２（ａ２＋ｂ２≠０）

ｘ２＋ｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＝０
（Ｄ２＋Ｅ２≠０）

（３） 圆心在ｘ轴上 （ｘ－ａ）２＋ｙ２＝ｒ２（ｒ≠０）
ｘ２＋ｙ２＋Ｄｘ＋Ｆ＝０

（Ｄ２－４Ｆ＞０）

（４） 圆心在ｙ轴上 ｘ２＋（ｙ－ｂ）２＝ｒ２（ｒ≠０）
ｘ２＋ｙ２＋Ｅｙ＋Ｆ＝０

（Ｅ２－４Ｆ＞０）

（５）圆心在ｘ轴上且过原点 （ｘ－ａ）２＋ｙ２＝ａ２（ａ≠０） ｘ２＋ｙ２＋Ｄｘ＝０（Ｄ≠０）

（６）圆心在ｙ轴上且过原点 ｘ２＋（ｙ－ｂ）２＝ｂ２（ｂ≠０） ｘ２＋ｙ２＋Ｅｙ＝０（Ｅ≠０）

（７） 与ｘ轴相切
（ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）２＝

ｂ２（ｂ≠０）
ｘ２＋ｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０
（Ｅ≠０，Ｄ２－４Ｆ＝０）

（８） 与ｙ轴相切
（ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）２＝

ａ２（ａ≠０）
ｘ２＋ｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０
（Ｄ≠０，Ｅ２－４Ｆ＝０）

（９） 与两坐标轴都相切
（ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）２＝
ａ２（｜ａ｜＝｜ｂ｜≠０）

ｘ２＋ｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０
（｜Ｄ｜＝｜Ｅ｜≠０，Ｄ２－４Ｆ＝０）

［点评］　本例实质上是给出了具有特殊位置的圆的两种方程的设法，这是今

后的解题依据．

［例２］　求过Ａ（１，４）、Ｂ（３，２）两点，且圆心在直线ｙ＝０上的圆的标准方程．

［解法１］　（待定系数法）

设圆的标准方程为 （ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）２ ＝ｒ２．

∵圆的圆心在ｙ＝０上，

∴ ｂ＝０，

∴圆的标准方程为（ｘ－ａ）２＋ｙ２＝ｒ２． 待定系数ａｒ等待确定

又∵圆过Ａ（１，４）、Ｂ（３，２）两点，

∴
（１－ａ）２＋１６＝ｒ２，

（３－ａ）２＋４＝ｒ２｛ ，

解得 ａ＝－１，ｒ２＝２０．

∴圆的标准方程为（ｘ＋１）２＋ｙ２＝２０．
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［解法２］　（直接求出圆心和半径）
圆的平面几何性质

因为圆过Ａ（１，４）、Ｂ（３，２）两点，所以圆心Ｃ在线段ＡＢ 的垂直平分线ｌ上．

因为ｋＡＢ＝４－２１－３＝－１
，所以ｌ的斜率为１．又线段ＡＢ的中点为（２，３），所以线段

ＡＢ的垂直平分线ｌ的方程为
点斜式　　　　　　　ｙ－３＝ｘ－２，　

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　即ｘ－ｙ＋１＝０．

又知圆心Ｃ在直线ｙ＝０上，由
ｘ－ｙ＋１＝０，

ｙ｛＝０ 得圆心的坐标为Ｃ（－１，０），于

是，半径ｒ＝｜ＡＣ｜＝ （１＋１）２＋４槡 ２＝槡２０．
所以，圆的标准方程为（ｘ＋１）２＋ｙ２＝２０．
［点评］　本例给出了圆的标准方程（ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）２＝ｒ２ 的求法，两种基本

方法各具特色，都很重要，应掌握．

［例３］　一个三角形的三条边所在直线的方程分别为ｘ＋６ｙ－１１＝０，ｘ－ｙ－４

＝０，５ｘ＋２ｙ＋１＝０，求这个三角形的外接圆的方程．

［解］　由方程组
ｘ＋６ｙ＝１１，

ｘ－ｙ｛ ＝４
　
ｘ＋６ｙ＝１１，

５ｘ＋２ｙ｛ ＝－１
　
ｘ－ｙ＝４，

５ｘ＋２ｙ｛ ＝－１
解得该三角

形三个顶点的坐标分别为（５，１），（－１，２），（１，－３）．
设该三角形的外接圆的方程为ｘ２＋ｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０．
把三角形三个顶点的坐标分别代入方程，得

５２＋１２＋５Ｄ＋Ｅ＋Ｆ＝０，

（－１）２＋２２－Ｄ＋２Ｅ＋Ｆ＝０，

１２＋（－３）２＋Ｄ－３Ｅ＋Ｆ＝０
烅
烄

烆 ．

如没有特别说明，圆的标准方
程、圆的一般方程通用 ．用哪
一个，视具体情况而定

解得　Ｄ＝－２５７
，Ｅ＝－３７

，Ｆ＝－５４７．

∴圆的方程是ｘ２＋ｙ２－２５７ｘ－
３
７ｙ－

５４
７＝０．

［例４］　实数ａ取何值时，方程ａ２ｘ２＋（ａ＋２）ｙ２＋２ａｘ＋２ａ＝０表示圆？

［解］　由ａ２＝ａ＋２，得ａ＝２，或ａ＝－１．
（１）当ａ＝２时，方程为４ｘ２＋４ｙ２＋４ｘ＋４＝０，

即 ｘ２＋ｙ２＋ｘ＋１＝０．
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此时Ｄ２＋Ｅ２－４Ｆ＝１２＋０２－４×１＜０，所以ａ＝２不合题意． 难点易错

（２）当ａ＝－１时，方程为ｘ２＋ｙ２－２ｘ－２＝０．
此时Ｄ２＋Ｅ２－４Ｆ＝（－２）２＋０２－４×（－２）＞０，所以ａ＝－１符合题意．
所以，当ａ＝－１时，原方程表示圆．
［点评］　本例给出了方程Ａｘ２＋Ｂｘｙ＋Ｃｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０表示圆的充要

条件，即
Ａ＝Ｃ≠０，

Ｂ＝０，

Ｄ２＋Ｅ２－４ＡＦ ＞０
烅
烄

烆 ．

　　Ｄ２＋Ｅ２－４ＡＦ＞０是其中的必要条件．

２．圆的参数方程问题

［例５］　已知ｘ２＋ｙ２＝２，求ｘ＋ｙ的最大值和最小值．

［解］　依题意，令
ｘ 槡＝ ２ｃｏｓθ，

ｙ 槡＝ ２ｓｉｎθ
烅
烄

烆 ，
　（θ为参数，０≤θ＜２π），则

ｘ＋ｙ 槡＝ ２ｓｉｎθ 槡＋ ２ｃｏｓθ＝２ｓｉｎ（θ＋π４），

∴ｘ＋ｙ的最大值为２，最小值为－２．
［点评］　圆的参数方程通常用于点的三角换元．如，点Ｐ（ｘ，ｙ）满足（ｘ－ｘ０）２＋

（ｙ－ｙ０）２＝Ｒ２ 时，可令
ｘ＝ｘ０＋Ｒｃｏｓθ，

ｙ＝ｙ０＋Ｒｓｉｎθ｛ ，
（θ为参数）．

基础达标演练
　　一、选择题

１．圆ｘ２＋ｙ２－２ｘ＋２ｙ＝０的周长为 （　　）

槡Ａ．２π　　　　Ｂ．２π　　　　 槡Ｃ．２ ２π　　　　Ｄ．４π

２．“ｘ２ 与ｙ２ 的系数相同，且不等于零，没有ｘｙ项”是“二元二次方程Ａｘ２＋

Ｂｘｙ＋Ｃｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０表示圆”的 （　　）

　Ａ．必要不充分条件　　　　　　　　　　Ｂ．充分不必要条件

　Ｃ．充分且必要条件　　　　　　　　　　Ｄ．既不充分也不必要条件

３．ｙ＝｜ｘ｜的图形和圆ｘ２＋ｙ２＝４可围成两个面积不等的封闭图形，其中较小

的一个的面积是 （　　）

　Ａ．π４ Ｂ．π Ｃ．３π４ Ｄ．３π２

４．ｘ２＋ｙ２－ｘ＋ｙ＋Ｒ＝０表示一个圆，则Ｒ适合的条件是 （　　）
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Ａ．Ｒ≤２ Ｂ．Ｒ＜２ Ｃ．Ｒ＜１２ Ｄ．Ｒ≤１２
二、填空题

５．若圆Ｐ：ｘ２＋ｙ２－２ｘ－４ｙ－１＝０和圆Ｐ′关于直线ｘ－ｙ＋３＝０对称，则Ｐ′
的方程是 ．

６．已知正三角形的两个顶点是Ｏ（０，０）和Ａ（６，０），则它的外接圆的方程是

．

７．过原点且和ｘ轴、ｙ轴分别交于（ｍ，０）、（０，ｎ）两点的圆的方程是 ．

８．方程ｘ２＋ｙ２－Ｄｘ－Ｅｙ＋Ｆ＝０（Ｄ２＋Ｅ２－４Ｆ＝０）的图形是 ．
三、解答题

９．已知方程ｘ２＋ｙ２－２（ｔ＋３）ｘ＋２（１－４ｔ２）ｙ＋１６ｔ４＋９＝０．
（１）ｔ为何值时，方程表示圆？

（２）ｔ为何值时，方程表示的圆半径最大？并求出半径最大时的圆的方程．

１０．已知圆ｘ２＋ｙ２－４ｘｃｏｓθ－４ｙｓｉｎθ＋３＝０的圆心为Ｍ．
（１）求点Ｍ 的坐标；

（２）当θ∈Ｒ时，求点Ｍ 的轨迹．

答案与提示
一、选择题

１．Ｃ（原方程化为（ｘ－１）２＋（ｙ＋１）２＝２，∴半径ｒ 槡＝ ２，周长为２πｒ 槡＝２ ２π．）

２．Ａ （Ａｘ２ ＋Ｂｘｙ ＋Ｃｙ２ ＋ Ｄｘ ＋ Ｅｙ ＋ Ｆ ＝０ 表 示 圆 的 充 要 条 件 为

Ａ＝Ｃ≠０，

Ｂ＝０，

Ｄ２＋Ｅ２－４ＡＦ＞０

烅
烄

烆 ．

）

３．Ｂ（画图可得Ｓ扇＝１４πＲ
２＝１４π×２

２＝π．）

４．Ｃ（由Ｄ２＋Ｅ２－４Ｆ＝１＋１－４Ｒ＞０，得Ｒ＜１２．
）

二、填空题

５．已知圆Ｐ的圆心为Ｐ（１，２），半径为槡６，点Ｐ（１，２）关于ｘ－ｙ＋３＝０的对称点的
坐标为Ｐ′（－１，４），所以圆Ｐ′的方程为（ｘ＋１）２＋（ｙ－４）２＝６，即ｘ２＋ｙ２＋２ｘ－８ｙ
＋１１＝０．

６．∵正三角形另外一个顶点为（３， 槡±３ ３），∴圆的圆心为（３， 槡± ３），半径Ｒ 槡＝２ ３，

所求圆的方程为（ｘ－３）２＋（ｙ 槡± ３）２＝１２．
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８　　　　

７．圆心 ｍ
２
，ｎ（ ）２ ，半径 Ｒ＝ ｍ（ ）２

２

＋ ｎ（ ）２槡
２
，∴ 圆的方程为 ｘ－ｍ（ ）２

２

＋

ｙ－ｎ（ ）２
２

＝ ｍ（ ）２
２

＋ ｎ（ ）２
２
，即ｘ２＋ｙ２＝ｍｘ＋ｎｙ．

８．由 于 Ｄ２ ＋Ｅ２ －４Ｆ＝０，且 原 方 程 配 方 后 为 ｘ－Ｄ（ ）２
２

＋ ｙ－Ｅ（ ）２
２

＝

Ｄ２＋Ｅ２－４Ｆ
４ ＝０，∴原方程的图形是点 Ｄ

２
，Ｅ（ ）２ ．

三、解答题

９．（１）由 方 程 表 示 圆 的 充 要 条 件，得［－２（ｔ＋３）］２ ＋ ［２（１－４ｔ２）］２ －

４（１６ｔ４＋９）＞０，即７ｔ２－６ｔ－１＜０，解得－１７＜ｔ＜１．∴
当－１７＜ｔ＜１

时，

方程 表 示 圆．（２）当 － １
７ ＜ｔ＜１ 时，方 程 表 示 圆，其 半 径 为

１
２

［－２（ｔ＋３）］２＋［２（１－４ｔ２）］２－４（１６ｔ４＋９槡 ）＝１２ －４（７ｔ２－６ｔ－１槡 ）＝

－７ｔ２＋６ｔ槡 ＋１＝ －７ｔ－（ ）３７
２

＋１６槡 ７
，∴当ｔ＝３７

时，半径有最大值 １６槡７ ＝
槡４ ７
７
，这时，圆心的坐标为（ｔ＋３，４ｔ２－１），即 ２４７

，－１３（ ）４９ ，所以半径最大时圆的

方程是 ｘ－２４（ ）７
２

＋ ｙ＋１３（ ）４９
２

＝１６７．

１０．（１）将已知圆方程配方，得（ｘ－２ｃｏｓθ）２＋（ｙ－２ｓｉｎθ）２＝１，∴圆心 Ｍ 的坐标为

（２ｃｏｓθ，２ｓｉｎθ）．（２）当θ∈Ｒ时，点Ｍ 为动点．∵（２ｃｏｓθ）２＋（２ｓｉｎθ）２＝４，∴点Ｍ
的轨迹方程是ｘ２＋ｙ２＝４，它是以原点为圆心，半径为２的圆．

视 野 拓 展

ｘ２＋ｙ２＝１与ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α＝１相像的根
源在哪儿

图１１

当ｒ＝１时，圆的标准方程ｘ２＋ｙ２＝ｒ２（ｒ＞０）

为ｘ２＋ｙ２＝１，它与同角三角函数的平方关系之一

ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α＝１十分相像．两者的相像根源在哪儿

呢？对我们的学习又有什么启示呢？

①溯源：如图１１，设角α的终边与圆ｘ２＋ｙ２＝１



基　础　篇

９　　　　

和ｘ２＋ｙ２＝ｒ２（ｒ＞０）分别交于Ｐ１（ｘ１，ｙ１）、Ｐ（ｘ，ｙ）两点，则根据任意角的三角函数的定

义，得

　　　　　　　　　
ｓｉｎα＝

ｙ１
１
，

ｃｏｓα＝
ｘ１
１

烅

烄

烆 ．
　 ①

　　　　　　　　　
ｃｏｓα＝ｘｒ

，

ｓｉｎα＝ｙｒ

烅
烄

烆 ．
　 ②

由①得ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α＝ｘ１２＋ｙ１２＝｜ＯＰ１｜２＝１，即ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α＝１．
由②得ｘ２＋ｙ２＝ｒ２（ｃｏｓ２α＋ｓｉｎ２α）＝ｒ２，即ｘ２＋ｙ２＝ｒ２．特别地，当ｒ＝１时，ｘ２

＋ｙ２＝ｒ２ 为ｘ２＋ｙ２＝１．这时，Ｐ１ 点与Ｐ点重合．由此可知，当Ｐ１ 点与Ｐ点重合

时，ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α＝１源于用α表示Ｐ１ 点的坐标（ｃｏｓα，ｓｉｎα），ｘ２＋ｙ２＝１源于用ｘ、

ｙ表示Ｐ１ 点的坐标（ｘ，ｙ）．

②启示：圆ｘ２＋ｙ２＝ｒ２（ｒ＞０）的参数方程是
ｘ＝ｒｃｏｓα，

ｙ＝ｒｓｉｎα｛ ．
它启示我们圆ｘ２＋ｙ２＝

ｒ２（ｒ＞０）上的任意一点均可表示成（ｒｃｏｓα，ｒｓｉｎα）的形式．于是，对圆ｘ２＋ｙ２＝ｒ２（ｒ＞
０）的研究，可以从解析几何范畴跨跃到三角函数领域，借助三角函数完整的公式体

系，实现最终目的，这其中体现出来的数学思想是等价转化思想．

［例６］　点Ｐ（ｘ，ｙ）是圆ｘ２＋ｙ２＝１上任一点，求ｕ＝ｙ－２ｘ＋１
的取值范围．

［分析］　用圆上任一点的参数坐标代替ｘ与ｙ，转化为三角问题解决．
［解］　设θ∈［０，２π），圆ｘ２＋ｙ２＝１上任一点为Ｐ（ｃｏｓθ，ｓｉｎθ），则

ｘ＝ｃｏｓθ，ｙ＝ｓｉｎθ．

∴ｕ＝ｓｉｎθ－２ｃｏｓθ＋１
，ｕｃｏｓθ＋ｕ＝ｓｉｎθ－２，ｕｃｏｓθ－ｓｉｎθ＝－（ｕ＋２）．

∴ ｓｉｎ（θ－φ）＝
ｕ＋２
ｕ２槡 ＋１

（ｔａｎφ＝ｕ）．

又∵｜ｓｉｎ（θ－φ）｜≤１， 三角函数的有界性

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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∴　　　　　　　｜ｕ＋２｜
ｕ２槡 ＋１

≤１，ｕ≤－３４．

∴ｕ的取值范围是 －∞，－（ ］３４ ．

［例７］　已知对于圆ｘ２＋（ｙ－１）２＝１上任一点Ｐ（ｘ，ｙ），不等式ｘ＋ｙ＋ｍ

≥０恒成立，求实数ｍ的取值范围．

［分析］　设圆上任一点为Ｐ（ｃｏｓθ，１＋ｓｉｎθ）（因为这时Ｐ点坐标满足方程ｘ２＋
（ｙ－１）２＝１），把解析几何问题转化为三角问题来解．
［解］　设圆ｘ２＋（ｙ－１）２＝１上任一点为Ｐ（ｃｏｓθ，１＋ｓｉｎθ），θ∈［０，２π），则

ｘ＝ｃｏｓθ，ｙ＝１＋ｓｉｎθ． 相当于三角换元

∵ｘ＋ｙ＋ｍ≥０恒成立，

∴ｃｏｓθ＋１＋ｓｉｎθ＋ｍ≥０恒成立，即ｍ≥－（１＋ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ）恒成立，

∴只需ｍ不小于－（１＋ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ）的最大值．

∵ｕ＝－（ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ） 槡－１＝－ ２ｓｉｎθ＋π（ ）４ －１，

∴ ｕｍａｘ 槡＝ ２－１，

∴ ｍ≥槡２－１，

∴ｍ的取值范围是［槡２－１，＋∞）．
［点评］　解答中，运用了圆上点的参数设法．一般地，可把圆（ｘ－ａ）２＋（ｙ－

ｂ）２＝ｒ２ 上的点设为（ａ＋ｒｃｏｓθ，ｂ＋ｒｓｉｎθ）（θ∈［０，２π））．采用这种设法一方面可以
减少参数的个数，另一方面可以灵活地运用三角公式．从代数观点看，这种做法的
实质就是三角代换．

　　小常识———两类参数本质上的差别

解析几何中，参数方程和含有参数的方程几乎随处可见，但它们却有着本质的差
别．追根溯源，差别的源头是“参数”．

图１２

看一个例子：设ｔ∈［０，２π），指出参

数方程
ｘ＝２πｃｏｓｔ

ｙ＝２πｓｉｎ｛ ｔ
…①和含有参数的方

程ｘ２＋ｙ２＝ｔ２…②的图形各是什么？

如图１２（１），方程
ｘ＝２πｃｏｓｔ

ｙ＝２πｓｉｎ｛ ｔ
，

ｔ∈［０，２π）表示以原点为圆心、以２π为
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半径的圆．
如图１２（２），方程ｘ２＋ｙ２＝ｔ２（ｔ∈［０，２π））表示原点或以原点为圆心、以ｔ（０＜ｔ

＜２π）为半径的一系列同心圆．
剖析图１２的形成：

当ｔ依次取０，π４
，π
２
，π，…时，有

以方程①的解为坐标的点依次是图１２（１）中的点Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３，Ｐ４，…；
方程②的图形依次是图１２（２）中的原点Ｏ（即Ｃ１），圆Ｃ２，Ｃ３，Ｃ４，…．
由此可以看出，同是一个字母———参数ｔ，由０变化到２π，它在方程①的图形

中影响点的变化，使方程①表示一条曲线，而它在方程②的图形中却影响着曲线
的变化，使方程②表示一点（原点）或无数条曲线．
综上所述，ｔ使方程①和方程②产生的本质上的差别可概述为：方程①的图形

是点集，它表示一条曲线；方程②的图形是点或曲线集，它表示一点或无数条曲

线．用集合可分别表示为 （ｘ，ｙ）｛ ｜
ｘ＝２πｃｏｓｔ，

ｙ＝２πｓｉｎｔ｛ ，
０≤ｔ＜２ ｝π ；｛Ｃ｜Ｃ＝｛（ｘ，ｙ）｜

ｘ２＋ｙ２＝ｔ２，０≤ｔ＜２π｝｝． 集合的集合能理解吗？

思维拓展测试
　　一、选择题

１．方程
ｘ＝２ｃｏｓα，

ｙ＝－１＋２ｓｉｎ｛ α
（α是参数，０≤α≤π）表示的图形是 （　　）

　Ａ．点　　　　　　Ｂ．直线　　　　　Ｃ．圆　　　　　Ｄ．半圆

２．若直线ｘ＋ａｙ＝２ａ＋２与直线ａｘ＋ｙ＝ａ＋１平行，则实数ａ等于 （　　）

　Ａ．１２ Ｂ．－１２ Ｃ．１ Ｄ．－１

３．方程
ｘ＝－ｓｉｎα，

ｙ＝ｃｏｓ｛ α
（α是参数，０≤α≤π２

）的图形是 （　　）

　Ａ．四分之一圆 Ｂ．半圆 Ｃ．圆 Ｄ．线段

４．设曲线Ｃ的方程是ｙ＝ｘ２＋ｐｘ＋ｑ，则Ｃ只通过一、二象限的条件是 （　　）

　Ａ．ｐ＞０且ｑ＜０ 　　Ｂ．ｑ＜０ Ｃ．ｐ＞０ Ｄ．ｐ２－４ｑ＜０
二、填空题

５．圆Ｃ的圆心的坐标为（ｍ，２ｎ），且圆心到直线ｘ－ｙ＝０的距离是槡２，则ｍ、ｎ
的关系是 ．

６．若直线２ｘ＋ｙ－ｂ＝０通过圆ｘ２＋ｙ２－４ｘ＋２ｙ－１５＝０的圆心，则实数ｂ的
值是 ．
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７．若直线ｌ：ｘ＋ｙ－ｍ＝０和圆Ｃ：（ｘ－３）２＋（ｙ－２）２＝２有公共点，则实数ｍ
的取值范围是 ．

８．方程 α＝ ２ｘ－ｘ槡 ２，

ｙ＝ｓｉｎ｛ α
（α是参数）表达的ｘ与ｙ的直接关系是 ．

三、解答题

９．已知圆系Ｃ是半径为５、圆心在直线ｌ：ｘ－３ｙ－３＝０上的圆．在平行于ｌ的
直线中，哪些直线与圆系Ｃ中的各个圆都有公共点．
１０．已知直线ｌ：ｘ＋２ｙ－３＝０与圆Ｃ：ｘ２＋ｙ２＋ｘ－６ｙ＋ｃ＝０相交于Ｐ、Ｑ两
点，Ｏ为坐标原点，且ＯＰ⊥ＯＱ，求ｃ的值．

答案与提示
一、选择题

１．Ｄ（以（０，－１）为圆心、２为半径的半圆．）

２．Ｃ（∵若ａ＝０，则ｘ＝２与ｙ＝１显然不平行，∴ａ≠０．由１ａ＝
ａ
１≠

２ａ＋２
ａ＋１

，得ａ＝１

（－１舍）．）

３．Ａ（ｘ２＋ｙ２＝１，－１≤ｘ≤０，０≤ｙ≤１．）

４．Ｄ（由已知，Ｃ为开口向上的抛物线，方程无解，Δ＜０．）
二、填空题

５．ｍ－２ｎ±２＝０．
６．ｂ＝３．
７．［３，７］．

８．ｙ＝ｓｉｎ ２ｘ－ｘ槡 ２，０≤ｘ≤２．
三、解答题

９．设圆系Ｃ的方程是［ｘ－（３ｔ＋３）］２＋（ｙ－ｔ）２＝２５（ｔ∈Ｒ），平行于ｌ的直线为ｘ－３ｙ＋

３ｂ＝０，则∵直线ｌ与圆系Ｃ中的各圆都有公共点，∴｜３ｔ＋３－３ｔ＋３ｂ｜
槡１０

≤５．ｘ－

３ｙ＋３ｂ＝０为所求，其中－ 槡５ １０
３ －１≤ｂ≤ 槡５ １０

３ －１．

１０．将ｌ：ｘ＝３－２ｙ代入圆Ｃ 方程并整理，得５ｙ２－２０ｙ＋１２＋ｃ＝０．设Ｐ（ｘ１，ｙ１），

Ｑ（ｘ２，ｙ２），则 ∵ＯＰ ⊥ＯＱ，∴ －１＝ ｙ１ｘ１
· ｙ２
ｘ２ ＝

ｙ１ｙ２
（３－２ｙ１）（３－２ｙ２）＝

ｙ１ｙ２
９－６（ｙ１＋ｙ２）＋４ｙ１ｙ２＝

１２＋ｃ
５

９－６×４＋４×１２＋ｃ５

，∴ｃ＝３．
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１２　点与圆、直线与圆、圆与圆的位置关系

重点难点归纳

重点　掌握用代数方法、几何方法解答直线与圆的位置关系问题的两种模式．
难点　①圆的切线问题．②圆系问题．
本节需掌握的知识点　①点与圆三种位置关系的判断．②直线与圆三种位置关系

的判断及应用．③两个圆五种位置关系的判断方法．④圆系问题．

知识点精析与应用

知识点精讲
１．点与圆、直线与圆的位置关系
（１）点与圆的位置关系

点与圆有三种位置关系，即点在圆外、圆上、圆内．

①点Ｐ（ｘ０，ｙ０）与圆（ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）２＝Ｒ２（Ｒ＞０）的三种位置关系描述如下：

点Ｐ在圆外 （ｘ０－ａ）２＋（ｙ０－ｂ）２ ＞Ｒ２；

点Ｐ在圆上 （ｘ０－ａ）２＋（ｙ０－ｂ）２ ＝Ｒ２；

点Ｐ在圆内 （ｘ０－ａ）２＋（ｙ０－ｂ）２ ＜Ｒ２ ．

②点Ｐ（ｘ０，ｙ０）与圆ｘ２＋ｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０（Ｄ２＋Ｅ２－４Ｆ＞０）的三种位

置关系描述如下：

点Ｐ在圆外 ｘ０２＋ｙ０２＋Ｄｘ０＋Ｅｙ０＋Ｆ＞０；

点Ｐ在圆上 ｘ０２＋ｙ０２＋Ｄｘ０＋Ｅｙ０＋Ｆ＝０；

点Ｐ在圆内 ｘ０２＋ｙ０２＋Ｄｘ０＋Ｅｙ０＋Ｆ＜０．
（２）直线与圆的位置关系

直线与圆有三种位置关系：相交，相切，相离．
设①圆的半径为ｒ，圆心到直线的距离为ｄ；②直线的方程和圆的方程组成

的方程组为Ｐ．这时，直线与圆的位置关系可描述如下：
位置关系 相交 相切 相离

几何特性 ｄ＜ｒ ｄ＝ｒ ｄ＞ｒ
代数特性 Ｐ有两组不同的实数解 Ｐ有一组实数解 Ｐ无实数解
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２．圆与圆的位置关系
设①两圆的半径分别为Ｒ，ｒ（Ｒ≥ｒ），圆心距为ｄ；②两圆的方程组成的方程

组为Ｐ．这时，两圆的位置关系可描述如下：

位置关系 外切 内切 相交 内含 外离

几何特性 ｄ＝Ｒ＋ｒ ｄ＝Ｒ－ｒ Ｒ－ｒ＜ｄ＜Ｒ＋ｒ ｄ＜Ｒ－ｒ ｄ＞Ｒ＋ｒ

代数特性 Ｐ有一组
实数解

Ｐ有一组
实数解

Ｐ有两组不同
的实数解

Ｐ无
实数解

Ｐ无
实数解

３．圆系问题
一组有公共几何特性的圆称为圆系．常用的圆系方程如下：

（１）以（ａ，ｂ）为圆心的同心圆系方程

（ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）２ ＝λ２（λ≠０，λ是参数）．
（２）与圆ｘ２＋ｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０（Ｄ２＋Ｅ２＋４Ｆ＞０）同心的圆系方程

ｘ２＋ｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋λ＝０（Ｄ２＋Ｅ２－４λ＞０）．
（３）经过同一定点（ａ，ｂ）的圆系方程

（ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）２＋λ１（ｘ－ａ）＋λ２（ｙ－ｂ）＝０．
（４）过直线Ａｘ＋Ｂｙ＋Ｃ＝０与圆ｘ２＋ｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０交点的圆系方程

ｘ２＋ｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＋λ（Ａｘ＋Ｂｙ＋Ｃ）＝０．
（５）过两圆Ｃ１：ｘ２＋ｙ２＋Ｄ１ｘ＋Ｅ１ｙ＋Ｆ１＝０和Ｃ２：ｘ２＋ｙ２＋Ｄ２ｘ＋Ｅ２ｙ＋Ｆ２＝０交

点的圆系方程

（ｘ２＋ｙ２＋Ｄ１ｘ＋Ｅ１ｙ＋Ｆ１）＋λ（ｘ２＋ｙ２＋Ｄ２ｘ＋Ｅ２ｙ＋Ｆ２）＝０（λ≠－１）．
这个圆系中不含有圆Ｃ２，解题时要注意检验Ｃ２ 是否满足题意，以防丢解．
特别地，当λ＝－１时，圆系表示直线ｌ：（Ｄ１－Ｄ２）ｘ＋（Ｅ１－Ｅ２）ｙ＋（Ｆ１－Ｆ２）＝

０（ｌ称为两圆的“根轴”）．

①若两圆相交，则ｌ为两圆公共弦所在的直线．

②若两圆相切（内切或外切），则ｌ为过两圆的公共点的公切线．

４．圆的切线问题
（１）过圆上一点作圆的切线

①圆ｘ２＋ｙ２ ＝ｒ２ 上一点Ｐ（ｘ０，ｙ０）处的切线方程为ｘ０ｘ＋ｙ０ｙ＝ｒ２．

②圆 （ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）２ ＝ｒ２ 上一点Ｐ（ｘ０，ｙ０）处的切线方程为（ｘ－ａ）·

（ｘ０－ａ）＋（ｙ－ｂ）（ｙ０－ｂ）＝ｒ２．

③圆ｘ２＋ｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０上一点Ｐ（ｘ０，ｙ０）处的切线方程为ｘ０ｘ＋ｙ０ｙ＋

Ｄ·ｘ＋ｘ０２ ＋Ｅ·ｙ＋ｙ０２ ＋Ｆ＝０．
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（２）过圆外一点作圆的两条切线

①设切线的方程为点斜式，用圆心到直线的距离等于圆的半径求出直线的斜

率，从而求出切线的方程．注意有时两条切线中有一条切线的斜率不存在．

②设切线的方程为点斜式，将直线与圆的方程联立，用判别式Δ＝０求得斜

率，从而求出切线的方程．
上述两种方法中，法１具有个性的一面，它仅限于解决直线与圆的相切问题．

法２是解决直线与圆锥曲线相切问题的通法．
（３）已知圆的切线的斜率求圆的切线的方程

斜率为已知的圆的切线有两条，其方程可设为斜截式，解法同上．

特别地，圆ｘ２＋ｙ２＝ｒ２ 的斜率为ｋ的切线方程为ｙ＝ｋｘ±ｒ １＋ｋ槡 ２．
（４）两圆的公切线的数目

两圆的位置关系与公切线条数如下表：

位置关系 内切 外切 相交 相离 内含

公切线
条数

１条 ３条
（１内２外）

２条 ４条
（２内２外）

无

（５）切线长的计算公式

过圆外一点Ｐ（ｘ０，ｙ０）引圆的切线，则切线长为

ｄ＝ ｘ０２＋ｙ０２＋Ｄｘ０＋Ｅｙ０＋槡 Ｆ（一般方程），

或ｄ＝ （ｘ０－ａ）２＋（ｙ０－ｂ）２－Ｒ槡 ２（标准方程）．

解题方法指导
　　１．直线与圆的位置关系问题

［例１］　已知直线ｌ：ｙ＝ｋｘ＋５和圆Ｃ：（ｘ－１）２＋ｙ２＝１，试问ｋ为何值时，

直线ｌ与圆Ｃ相离、相切、相交．

［解］　圆Ｃ：（ｘ－１）２＋ｙ２＝１的圆心为Ｃ（１，０），半径ｒ＝１．
设直线ｌ：ｙ＝ｋｘ＋５与圆心Ｃ的距离为ｄ．

当｜ｋ＋５｜
ｋ２槡 ＋１

＞１，即ｋ＞－１２５
时，直线ｌ与圆Ｃ相离；

当｜ｋ＋５｜
ｋ２槡 ＋１

＝１，即ｋ＝－１２５
时，直线ｌ与圆Ｃ相切；

解 这 一 类 问 题
时，应先解不等
式，后解方程，这
样只要正确地求
出一个不等式的
解，其他情况就
可以顺次推出
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