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基基基基基基基基基基基基基基基基 础础础础础础础础础础础础础础础础 篇篇篇篇篇篇篇篇篇篇篇篇篇篇篇篇
数学是研究现实世界空间形式和数量关系的学科，简说是研究“数”与“形”的

学科．数学来源于实践又反过来作用于实践，其中普遍存在着对立统一、运动变

化、相互联系、相互转变，并可为自然现象、社会系统提供应用模型．
本书分为四大部分：极限，导数与微分，积分，极限、导数与微分、积分的应用．
导数与微分、积分是特殊形式的极限．极限是研究变量在无限变化中的变化

趋势的一门科学，它的本质是从静止中认识运动，从有限中认识无限，从近似中认

识精确，从量变中认识质变．
本篇知识框图

极限、导数与
微分、积分

定积分的概念与运算

不定积分

微分的概念与运算

导 数

函数的连续性

函数的极限

数列的极限

数学归纳法及其应用举例

用微积分思想解应用题举例

微积分思想

导数与微分的应用

极限的应用

积分的应用

极 限

积 分

导数与微分

极限、导数与微
分、积分的应用

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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第一讲　极　限

本讲知识框图

ｘ ｘ０时函数ｆｘ的极限

函数的左、右极限

常见函数的极限

连续函数

极限的四则运算

最大值、最小值定理

几种常见数列的极限

数列的极限

数学归纳法

不完全归纳法与完全归纳法
数学归纳法及其
应用举例

函数的连续性

函数的极限

极 限

数列的极限

ｘ 时函数ｆｘ的极限→∞

→

学 习 指 导

［考纲要求］

理解数学归纳法的原理，能用数学归纳法证明一些简单的数学命题．
了解数列的极限和函数的极限的概念，掌握极限的四则运算法则，会求某

些数列与函数的极限．
了解连续函数的意义，了解闭区间上的连续函数有最大值和最小值的

性质．
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１１　数学归纳法及其应用举例

重点难点归纳

重点　数学归纳法的一般步骤．
难点　对数学归纳法原理的领悟．
本节需掌握的知识点　了解不完全归纳法和完全归纳法的相同点和不同点；

数学归纳法的一般步骤．

知识点精析与应用

知识点精析
１不完全归纳法与完全归纳法
（１）不完全归纳法

不完全归纳法是根据事物的部分特例得出一般结论的推理方法．
由不完全归纳法得到的命题，可能是真命题，也可能是假命题．因此，不完全

归纳法不能作为推理论证的方法．尽管如此，我们仍然可以把不完全归纳法视为

研究数学的一把钥匙，用它去打开数学研究中的特例研究的大门，通过这些特例

的不完全归纳，先是形成一些猜想，或者说发现其中的规律，然后再试图去证明猜

想或规律的正确性，或者否定这些猜想与规律．
（２）完全归纳法

完全归纳法是一种在研究了事物的所有特殊情况后得出一般结论的推理方

法，它又叫枚举法．
用完全归纳法得出的结论是可靠的．
如果事物包括的特殊情况不多，那么对该事物的推理，通常采用完全归纳法．

２数学归纳法
（１）数学归纳法的适用范围

用数学归纳法可以判断与正整数有关的数学命题的真假．
（２）数学归纳法

对于由不完全归纳法得到的某些与正整数有关的数学命题，常用两个步骤来

证明它们的正确性：

①证明当ｎ取第一个值ｎ０（如ｎ０＝１或ｎ０＝２等）时，命题成立；
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②假设当ｎ＝ｋ（ｋ∈Ｎ，ｋ≥ｎ０）时，命题成立，证明当ｎ＝ｋ＋１时命题也成立．
在完成了这两个步骤以后，就可以判定命题对于从ｎ０ 开始的所有正整数ｎ

都成立．这种证明方法叫做数学归纳法．
用数学归纳法证明某些数学命题时，①的完成往往是通过验证的方式去实施

的，其中ｎ０ 称为初值；②中的“假设当ｎ＝ｋ（ｋ∈Ｎ，ｋ≥ｎ０）时，命题成立”，一般称

为“归纳假设”，归纳假设的起始值从ｎ０ 开始．①、②都完成以后，命题对ｎ＝ｎ０成

立，对ｎ＝ｋ＋１（ｋ∈Ｎ，ｋ≥ｎ０）也成立，于是命题对

ｎ０，ｎ０＋１，ｎ０＋２，…

都成立．
值得注意的是用数学归纳法证明数学命题时，必须使用归纳假设，否则，无论

怎样，其证明都要算作是错误的，因为它脱离了数学归纳法的轨道．

解题方法指导
１用数学归纳法证明等式

［例１］　用数学归纳法证明

　　　 １·１！＋２·２！＋３·３！＋…＋ｎ·ｎ！＝（ｎ＋１）！－１（ｎ∈Ｎ）

证明　（１）当ｎ＝１时，有

左边＝１·１！＝１，右边＝（１＋１）！－１＝２－１＝１，

∴　等式成立．
（２）假设当ｎ＝ｋ（ｋ∈Ｎ）时等式成立，即

１·１！＋２·２！＋３·３！＋…＋ｋ·ｋ！＝（ｋ＋１）！－１，

当ｎ＝ｋ＋１时，有

　　　　　１·１！＋２·２！＋３·３！＋…＋ｋ·ｋ！＋（ｋ＋１）·（ｋ＋１）！

＝（ｋ＋１）！－１＋（ｋ＋１）（ｋ＋１）！

＝（ｋ＋１）！［１＋（ｋ＋１）］－１
（ｋ ）！ 源于
归纳假设

　　 ＝（ｋ＋１）！（ｋ＋２）－１＝（ｋ＋２）！－１

∴　ｎ＝ｋ＋１时等式也成立．
由（１）、（２）知，等式对一切ｎ∈Ｎ都成立．

２用数学归纳法证明不等式

［例２］　用数学归纳法证明

１＋１２２＋
１
３２＋

…＋１ｎ２＜２－
１
ｎ
（ｎ∈Ｎ，ｎ≥２）．



基　础　篇

５　　　　

证明　（１）当ｎ＝２时，有

１＋１２２＝
５
４＜

３
２＝２－

１
２
，

∴　不等式成立．
（２）假设当ｎ＝ｋ（ｋ∈Ｎ，ｋ≥２）时不等式成立，即

１＋１２２＋
１
３２＋

…＋１ｋ２＜２－
１
ｋ
，

当ｎ＝ｋ＋１时，有

１＋１２２＋
１
３２＋

…＋１ｋ２＋
１

（ｋ＋１）２＜２－
１
ｋ＋

１
（ｋ＋１）２

使用了归纳假设

　　　　　　　　　　　　　＜２－１ｋ＋
１

ｋ（ｋ＋１）

　　　　　　　　　　　　　　　＝２－１ｋ＋
１
ｋ－

１
ｋ＋１＝２－

１
ｋ＋１

，

∴　ｎ＝ｋ＋１时不等式也成立．
由（１）、（２）知，不等式对一切ｎ∈Ｎ，且ｎ≥２都成立．

点评　本例证明过程中的“ １
（ｋ＋１）２＜

１
ｋ（ｋ＋１）

”是对不等式运用加强的产物，

依据是（ｋ＋１）２＞ｋ（ｋ＋１）．

［例３］　用数学归纳法证明

１＋１２２＋
１
３２＋

…＋１ｎ２≥
３ｎ
２ｎ＋１　

（ｎ∈Ｎ）．

分析　用数学归纳法证题的关键是第二步，难点也是第二步．在本例中，我们

不能像证等式那样将 ３ｋ
２ｋ＋１
和 １
（ｋ＋１）２
相加，一般来说，这两项相加并不恰好等于

３（ｋ＋１）
２（ｋ＋１）＋１

，这正是问题的难点所在．本例可考虑融归纳假设、分析法、求差比较

法或放缩法于一体，实施对不等式的证明．

证明　（１）当ｎ＝１时，左边＝１，右边＝ ３×１
２×１＋１＝１

，不等式成立．

（２）假设当ｎ＝ｋ（ｎ∈Ｎ）时，不等式成立，即１＋１２２＋
１
３２＋

…＋１ｋ２≥
３ｋ
２ｋ＋１

，则

当ｎ＝ｋ＋１时，要证１＋１２２＋
１
３２＋

…＋１ｋ２＋
１

（ｋ＋１）２≥
３（ｋ＋１）
２（ｋ＋１）＋１

，只要证

３ｋ
２ｋ＋１＋

１
（ｋ＋１）２≥

３（ｋ＋１）
２ｋ＋３ ．　

这步的意思是先看一看结果什
么样？ 把求证式中的“ｎ 换成 ｋ＋１”就知道了！ 知道结果

以后，执果索因，用分析法证明

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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∵　３
（ｋ＋１）
２ｋ＋３ －

３ｋ
２ｋ＋１＋

１
（ｋ＋１）（ ）２ ＝ ３

４（ｋ＋１）２－１－
１

（ｋ＋１）２

＝ １－（ｋ＋１）２
（ｋ＋１）２［４（ｋ＋１）２－１］

＝ －ｋ（ｋ＋２）
（ｋ＋１）２（４ｋ２＋８ｋ＋３）＜０

，

∴ ３ｋ
２ｋ＋１＋

１
（ｋ＋１）２≥

３（ｋ＋１）
２ｋ＋３

，

即 １＋１２２＋
１
３２＋

…＋１ｋ２＋
１

（ｋ＋１）２≥
３（ｋ＋１）
２（ｋ＋１）＋１

，

∴ｎ＝ｋ＋１时不等式成立．
由（１）、（２）知，不等式对一切ｎ∈Ｎ都成立．

３用数学归纳法证明整除问题

［例４］　设ｎ是任意的正整数，求证：ｎ３＋５ｎ能被６整除．

分析　用数学归纳法证明整除问题，要把ｎ＝ｋ时的式子设为整除形式，即除

式乘以一个整式，以便在后面的ｎ＝ｋ＋１时的被除式中依此去变形．
证明　（１）当ｎ＝１时，ｎ３＋５ｎ＝１３＋５×１＝６能被６整除．
（２）假设当ｎ＝ｋ（ｋ∈Ｎ）时，ｋ３＋５ｋ能被６整除，则

由于（ｋ＋１）３＋５（ｋ＋１）＝ｋ３＋３ｋ２＋３ｋ＋１＋５ｋ＋５

＝（ｋ３＋５ｋ）＋３ｋ（ｋ＋１）＋６，

其中，ｋ３＋５ｋ与３ｋ（ｋ＋１）分别能被６整除，

所以，当ｎ＝ｋ＋１时，ｎ３＋５ｎ也能被６整除．
由（１）、（２）知，对一切ｎ∈Ｎ，ｎ３＋５ｎ都能被６整除．
点评　３ｋ（ｋ＋１）能被６整除，其理论依据是ｋ（ｋ＋１）能被２整除，或者说，ｋ

与ｋ＋１是两个连续的正整数，其积ｋ（ｋ＋１）一定是偶数．

４用数学归纳法证明数列问题

［例５］　在数列｛ａｎ｝中，ａ１＝１，Ｓｎ 是其前ｎ项的和．当ｎ≥２时，ａｎ，Ｓｎ，Ｓｎ－１２
成等比数列，求ａ２，ａ３，ａ４ 的值，由此猜想｛ａｎ｝的一个通项公式，并证明所得的

结论．

分析　由于ａｎ，Ｓｎ，Ｓｎ－１２
成等比数列，所以Ｓ２ｎ＝ａｎ Ｓｎ－（ ）１２ ，由此可得出

ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ 与ａｎ 的关系
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解　当ｎ≥２时，由ａｎ，Ｓｎ，Ｓｎ－１２
成等比数列，可得

Ｓ２ｎ＝ａｎ Ｓｎ－（ ）１２ ，

所以 Ｓ２２＝ａ２ Ｓ２－（ ）１２ ，

即 （ａ１＋ａ２）２＝ａ２ ａ１＋ａ２－（ ）１２ ，

把ａ１＝１代入上式，得ａ２＝－２３
；

又Ｓ２３＝ａ３ Ｓ３－（ ）１２ ，

所以 （ａ１＋ａ２＋ａ３）２＝ａ３ ａ１＋ａ２＋ａ３－（ ）１２ ，

把ａ１＝１，ａ２＝－２３
代入上式，得ａ３＝－２１５

；

同理可求出ａ４＝－２３５

猜想当ｎ≥２时，ａｎ＝－ ２
（２ｎ－１）（２ｎ－３）

，这时｛ａｎ｝的一个通项公式是

ａｎ＝
１　（ｎ＝１），

－ ２
（２ｎ－１）（２ｎ－３）　

（ｎ≥２）
烅
烄

烆 ．

下面用数学归纳法去证明猜想是正确的：

（１）当ｎ＝２时，ａ２＝－ ２
（２×２－１）（２×２－３）＝－

２
３
，

所以，猜想正确

（２）假设当ｎ＝ｋ（ｋ∈Ｎ，ｋ≥２）时猜想正确，即ａｋ＝－ ２
（２ｋ－１）（２ｋ－３）

，则

Ｓｋ ＝１－２ １
３＋

１
１５＋

…＋ １
（２ｋ－１）（２ｋ－３［ ］）

＝１－ １－１３＋
１
３－

１
５＋

…（ ＋

　 １
２ｋ－３－

１
２ｋ ）－１

＝１－ １－ １
２ｋ（ ）－１ ＝ １

２ｋ－１

假设中为什么取灶≤噪，
“约”起什么作用？ 杂噪中的“小括

号里面的中间的各项互相抵消，剩下首

末两项”，即员原 员圆噪原员援这种“抵消”至少

要有两项才行，那么初值
也必须至少两项

　　由Ｓ２ｋ＋１＝ａｋ＋１ Ｓｋ＋１－（ ）１２ ，即（Ｓｋ＋ａｋ＋１）２＝ａｋ＋１ Ｓｋ＋ａｋ＋１－（ ）１２ ，得
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ａｋ＋１＝
－Ｓ２ｋ

Ｓｋ＋
１
２

＝－

１
２ｋ（ ）－１

２

１
２ｋ－１＋

１
２

＝－ ２
（２ｋ＋１）（２ｋ－１）

，

所以，当ｎ＝ｋ＋１时猜想也是正确的

由（１）、（２）知，猜想对一切ｎ∈Ｎ，且ｎ≥２是正确的．

结合ａ１＝１知，对

ａｎ＝
１　（ｎ＝１），

－ ２
（２ｎ－１）（２ｎ－３）　

（ｎ≥２
烅
烄

烆
）

的猜想是正确的．

５用数学归纳法证明几何问题

［例６］　证明任一凸ｎ（ｎ≥４）边形都可以变形成一个与它面积相等的三

角形．

分析　本例采用数学归纳法来证明，其中初值ｎ＝４．

Ｃ

Ｄ

Ｅ Ａ Ｂ

图１１

证明　如图１１．
（１）当ｎ＝４时，在凸四边形ＡＢＣＤ 中，

连结ＡＣ，过Ｄ作ＤＥ∥ＣＡ，交ＢＡ的延长线

于Ｅ，连结ＣＥ．

∵　△ＡＣＤ与△ＡＣＥ等底等高，

∴　△ＡＣＤ与△ＡＣＥ的面积相等，

∴　四边形ＡＢＣＤ的面积与△ＢＣＥ的面积相等，

∴　命题成立．
（２）假设当ｎ＝ｋ（ｋ∈Ｎ，ｋ≥４）时，凸ｋ边形可以变形成一个与它面积相等的

三角形，则当ｎ＝ｋ＋１时，有

∵　凸四边形可以变形成一个与它面积相等的三角形，

∴　凸ｋ＋１边形可以变形成一个与它面积相等的凸ｋ边形．
由归纳假设，可知凸ｋ边形可以变形成一个与它面积相等的三角形．

∴　当ｎ＝ｋ＋１时，命题也成立．
由（１）、（２）知，命题对一切ｎ∈Ｎ，ｎ≥４都成立．
点评　本例的证明中，难点在“凸ｋ＋１边形可以变形成一个与它面积相等的

凸ｋ边形”上．对此的解释如下：把凸ｋ＋１边形分为一个凸四边形和一个凸

（ｋ＋１）－４边形，其中凸四边形可以变形为一个与它面积相等的三角形；再把这
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个三角形与凸（ｋ＋１）－４边形合在一起，其结果就是一个凸ｋ边形．

基础训练题
一、选择题

１下列结论中，正确的是 （　　）

Ａ用数学归纳法证明数学命题时，初值ｎ０ 的值一定是１

Ｂ用数学归纳法证明数学命题时，不使用归纳假设也是允许的

Ｃ用数学归纳法证明数学命题时，ｎ＝ｋ＋１时命题成立即可保证命题成立

Ｄ用数学归纳法证明数学命题时，命题的成立是靠ｎ＝ｎ０（初值）和

ｎ＝ｋ＋１（ｋ∈Ｎ，ｋ≥ｎ０）时命题都成立共同保证的

２用数学归纳法证明命题“（ｎ＋１）（ｎ＋２）…（２ｎ）＝２ｎ·１·３·５·…·（２ｎ－１）”

时，第二步在假设ｎ＝ｋ时命题成立，去证明ｎ＝ｋ＋１时命题也成立，需在等式的

两边同乘的因式是 （　　）

Ａ２ｋ＋１　 　Ｂ２ｋ＋２　 　Ｃ（２ｋ＋１）（２ｋ＋２）　 　Ｄ４ｋ＋２

３用数学归纳法证明：当ｎ为正奇数时，ｘｎ＋ｙｎ 能被ｘ＋ｙ整除，第二步的假

设应写成 （　　）

Ａ假设ｎ＝ｋ（ｋ为正奇数）时命题正确，再推证ｎ＝ｋ＋１时命题正确

Ｂ假设ｎ＝２ｋ＋１（ｋ∈Ｎ）时命题正确，再推证ｎ＝２ｋ＋２时命题正确

Ｃ假设ｎ＝２ｋ＋１（ｋ∈Ｎ）时命题正确，再推证ｎ＝２ｋ＋３时命题正确

Ｄ假设ｎ＝２ｋ－１（ｋ∈Ｎ）时命题正确，再推证ｎ＝２ｋ＋１时命题正确

４某个与正整数ｎ有关的命题，如果当ｎ＝ｋ（ｋ∈Ｎ）时该命题成立，则可推得

当ｎ＝ｋ＋１时该命题也成立．现已知ｎ＝７时命题不成立，那么可推得 （　　）

　　 Ａ当ｎ＝６时该命题不成立 Ｂ当ｎ＝８时该命题不成立

　　 Ｃ当ｎ＝６时该命题成立 Ｄ当ｎ＝８时该命题成立

　　二、填空题

５用数学归纳法证明命题：当ｎ是非负数时，１１ｎ＋２＋１２２ｎ＋１能被１３３整除，假

设ｎ＝ｋ时命题成立，推证ｎ＝ｋ＋１时命题也成立，应添加的辅助项为 

６证明１＋１２＋
１
３＋

１
４＋

…＋ １
２ｎ－１＞

ｎ
２
（ｎ∈Ｎ），假设ｎ＝ｋ时成立到当

ｎ＝ｋ＋１时成立一步，左边增加的项数是 

７用数学归纳法证明“对一切正整数ｎ，都有２ｎ＋２＞ｎ２”这一命题时，证明过

程中的第（１）步，ｎ应该验证 

８用数学归纳法证明“ｎ∈Ｎ，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）能被６整除”时，某同学证法

如下：

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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（１）当ｎ＝１时，１×２×３＝６能被６整除，

∴　ｎ＝１时命题成立．
（２）假设当ｎ＝ｋ（ｎ∈Ｎ）时命题成立，即ｋ（ｋ＋１）（２ｋ＋１）能被６整除，

那么当ｎ＝ｋ＋１时，有

（ｋ＋１）（ｋ＋２）（２ｋ＋３）＝（ｋ＋１）（ｋ＋２）［ｋ＋（ｋ＋３）］

＝ｋ（ｋ＋１）（ｋ＋２）＋（ｋ＋１）（ｋ＋２）（ｋ＋３）

∵　ｋ，ｋ＋１，ｋ＋２和ｋ＋１，ｋ＋２，ｋ＋３分别是三个连续正整数的积，

∴　能被６整除，

∴　ｎ＝ｋ＋１时命题也成立．
综合（１）、（２），对一切ｎ∈Ｎ，ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）能被６整除
评价该同学的证明情况： 
三、解答题

９用数学归纳法证明：

１·１＋２·３＋３·３２＋４·３３＋…＋ｎ·３ｎ－１＝３
ｎ（２ｎ－１）＋１

４
（ｎ∈Ｎ）

１０用数学归纳法证明：在凸ｎ边形中，以其顶点为顶点，但不以其边为边的

三角形共有１
６ｎ
（ｎ－４）（ｎ－５）个，这里ｎ∈Ｎ，ｎ≥６．

答案与提示
一、选择题

１Ｄ（依据是数学归纳法的定义．）

２Ｄ（从右式考虑较容易．２ｋ·１·３·５·…·（２ｋ－１）乘以２［２（ｋ＋１）－１］，得４ｋ＋２）

３Ｄ（ｋ为正奇数时，ｋ＋１为正偶数，Ａ不正确；２ｋ＋１为正奇数时，２ｋ＋２为正偶

数，Ｂ不正确；２ｋ＋１，２ｋ＋３（ｋ∈Ｎ）虽是两个相邻正奇数，但１未包含在内，Ｃ
不正确）

４Ａ（若ｎ＝６时命题成立，则可推得ｎ＝７时命题成立，现已知ｎ＝７时命题不成

立，所以ｎ＝６时命题不成立．）

二、填空题

５１１·１２２ｋ＋１－１１·１２２ｋ＋１或１４４·１１ｋ＋２－１４４·１１ｋ＋２（由１１ｋ＋２＋１２２ｋ＋１能被

１３３整除，推证１１ｋ＋１＋２＋１２２（ｋ＋１）＋１＝１１·１１ｋ＋２＋１４４·１２２ｋ＋１能被１３３整除

时，考虑到用归纳假设，可添加辅助项１１·１２２ｋ＋１－１１·１２２ｋ＋１或１４４·１１ｋ＋２－

１４４·１１ｋ＋２，构成１１（１１ｋ＋２＋１２２ｋ＋１）＋１２２ｋ＋１·１３３或１４４（１１ｋ＋２＋１２２ｋ＋１）－

１１ｋ＋２·１３３，以证明ｎ＝ｋ＋１时命题成立．）
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６（２ｋ＋１－１）－２ｋ＋１＝２ｋ（当ｎ＝ｋ时，不等式左边是１＋１２＋
１
３＋

…＋ １
２ｋ－１

；当

ｎ＝ｋ＋１时，不等式左边是１＋１２＋
１
３＋

…＋ １
２ｋ－１＋

１
２ｋ＋

…＋ １
２ｋ＋１－１

，增加

了项１
２ｋ＋

…＋ １
２ｋ＋１－１

，共有（２ｋ＋１－１）－２ｋ＋１＝２ｋ 项）

７ｎ＝１、２、３时命题都成立（第（１）步ｎ＝ｎ０ 初始值的选取，应该是第（２）步递推能

够进行下去的初始条件由２ｋ＋２＞ｋ２，推证２ｋ＋１＋２＞（ｋ＋１）２，ｋ需取何值？

若推证出２ｋ＋１＋２＞（ｋ＋１）２，即证２ｋ＞１２
（ｋ２＋２ｋ－１），∵２ｋ＞ｋ２－２，∴ 只需

证ｋ２－２≥１２
（ｋ２＋２ｋ－１），即（ｋ＋１）（ｋ－３）≥０，∴ｋ≥３，或ｋ≤－１（舍）．由此

可知，对一切大于等于３的正整数，才能完成由ｎ＝ｋ时不等式成立，推证出

ｎ＝ｋ＋１成立．∴ 初始值应该选取ｎ＝３，且还要验证ｎ＝１，２时命题成立（因命

题是对一切正整数而言））

８不符合数学归纳法要求（用数学归纳法证明ｎ＝ｋ＋１时命题正确，必须用到

ｎ＝ｋ时的归纳假设，以上证明推理虽然正确，但未用到归纳假设，所以证明过

程不正确）

三、解答题

９（１）当ｎ＝１时，左边＝１·１＝１，右边＝３
（２－１）＋１
４ ＝１，等式成立．　（２）假设

当ｎ＝ｋ（ｋ∈Ｎ）时等式成立，即１·１＋２·３＋３·３２＋４·３３＋…＋ｋ·３ｋ－１＝

３ｋ（２ｋ－１）＋１
４

，则当ｎ＝ｋ＋１时，有１·１＋２·３＋３·３２＋…＋ｋ·３ｋ－１＋（ｋ＋１）·

３ｋ ＝ ３
ｋ（２ｋ－１）＋１

４ ＋ （ｋ ＋ １）· ３ｋ ＝ ３
ｋ（２ｋ－１）＋１＋４（ｋ＋１）·３ｋ

４ ＝

３ｋ＋１［２（ｋ＋１）－１］＋１
４ 这就是说，当ｎ＝ｋ＋１时等式也成立，综合（１），（２）可

知，对一切正整数ｎ，等式都成立．

１０（１）当ｎ＝６时，设六边形为Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４Ａ５Ａ６，则仅由顶点及对角线构成的三

角形为Ａ１Ａ３Ａ５ 及Ａ２Ａ４Ａ６ 两个，此时１６
·６·（６－４）·（６－５）＝２，命题

成立．
（２）假设当ｎ＝ｋ（ｋ∈Ｎ，ｋ≥６）时，命题成立，即在凸ｋ边形中，满足条件的三

角形有１
６ｋ
（ｋ－４）·（ｋ－５）个，则当ｎ＝ｋ＋１时，对于凸ｋ＋１边形Ａ１Ａ２…

ＡｋＡｋ＋１，为不失一般性，设延长Ａ２Ａ１ 和ＡｋＡｋ＋１相交于Ａ，于是作成一个凸ｋ边
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形ＡＡ２…Ａｋ．依假设，该ｋ边形中满足条件的三角形共有１６ｋ
（ｋ－４）·（ｋ－５）

个，但在原ｋ＋１边形中，从顶点Ａ１ 与Ａｋ＋１出发的对角线各有（ｋ＋１）－３＝

ｋ－２条，它们各可构成满足条件的三角形有（ｋ－４）＋（ｋ－５）＋…＋２＋１＝

１
２
（ｋ－３）（ｋ－４）个，在ｋ边形Ａ１Ａ２…Ａｋ 中未计入；而在ｋ边形ＡＡ２…Ａｋ 中，

从顶点 Ａ 出发的 （ｋ－３）条对角线所 构 成 的 满 足 条 件 的 三 角 形 共 有

（ｋ－５）＋（ｋ－６）＋…＋２＋１＝１２
（ｋ－４）（ｋ－５）个，在ｋ＋１边形Ａ１Ａ２…ＡｋＡｋ＋１

中是没有的；因此，在凸ｋ＋１边形Ａ１Ａ２…ＡｋＡｋ＋１中，满足条件的三角形的个数

应为１
６ｋ
（ｋ－４）（ｋ－５）＋２· １２

（ｋ－３）（ｋ－４）－ １２
（ｋ－４）·（ｋ－５）＝

１
６
（ｋ－４）［ｋ（ｋ－５）＋６（ｋ－３）－３（ｋ－５）］＝ １６

（ｋ－４）· （ｋ２ －２ｋ－３）＝

１
６
（ｋ＋１）（ｋ－３）（ｋ－４）．即当ｎ＝ｋ＋１时，命题也成立．因此，对于大于等于６

的任意正整数，命题都成立．

视 野 拓 展

释 疑 解 难
一步两项问题

通过前面的学习，我们对数学归纳法的认识，可以简单的概括为：

首先，用数学归纳法可以证明与正整数ｎ有关的命题ｆ（ｎ）的正确性．
其次，用数学归纳法证明与正整数ｎ有关的数学命题ｆ（ｎ）的正确性，其步骤

是①验证当ｎ＝ｎ０（初值）时，命题ｆ（ｎ）成立；②假设ｎ＝ｋ（ｋ∈Ｎ，ｋ≥ｎ０）时，命题

ｆ（ｎ）成立，即ｆ（ｋ）成立，由此出发去证明ｆ（ｋ＋１）也成立；由①和②去断定命题

对一切ｎ∈Ｎ，ｎ≥ｎ０ 都成立．
第三，起初学习数学归纳法的，最易犯下面的错误：

①机械、教条地看待ｎ０＝１．其实，这里的“１”的内涵是初值，它可以是数值１，

也可以不是数值１．如，用数学归纳法证明

１＋２＋…＋ｎ＋（ｎ＋１）＝
（ｎ＋１）（ｎ＋２）

２
时，由于等式的左边是ｎ＋１项的和，所以，在验证ｎ＝ｎ０ 时等式成立的时候，“左边＝

１”就是错误的，而“左边＝１＋２＝３”才是正确的，这就是“一步两项”问题．

②用数学归纳法证明数学命题ｆ（ｎ）成立，由假设ｆ（ｋ）成立去推证ｆ（ｋ＋１）
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成立时，总是“添加一项”，这也是不可取的．如，用数学归纳法证明

１－１２＋
１
３－

１
４＋

…＋ １
２ｎ－１－

１
２ｎ＝

１
ｎ＋１＋

１
ｎ＋２＋

…＋１２ｎ
时，由假设ｎ＝ｋ（ｋ∈Ｎ）时命题成立去推证ｎ＝ｋ＋１时命题也成立的时候，等式

的左边应添加的项是 １
２ｋ＋１－

１
２ｋ＋２

，而不是“ １
２（ｋ＋１）

”，这也是我们和读者们谈

的“一步两项”问题．

典型例题导析
１典型例题

［例７］　用数学归纳法证明

１＋ａ＋ａ２＋…＋ａｎ＋１＝１－ａ
ｎ＋２

１－ａ
（ａ≠１，ｎ∈Ｎ）

时，验证ｎ＝１时等式成立，等式的左边是 （　　）

Ａ１　　　　Ｂ１＋ａ　　　　Ｃ１＋ａ＋ａ２　　　　Ｄ１＋ａ＋ａ２＋ａ３

解　等式的左边是ｎ＋２项的和，
所以，当ｎ＝１时，等式的左边应该是１＋２＝３项的和，即

１＋ａ＋ａ２．
选Ｃ．
点评　前面“［释疑解难］”中，我们讲的是“一步两项”问题，本例可类比的定位

它是“一步三项”问题，由此你可以去联想“一步ｍ项”问题，其中ｍ∈Ｎ，ｍ≥３．

［例８］　用数学归纳法证明

１－１２＋
１
３－

１
４＋

…＋ １
２ｎ－１－

１
２ｎ＝

１
ｎ＋１＋

１
ｎ＋２＋

…＋１２ｎ
（ｎ∈Ｎ）

分析　等式的左边共２ｎ项，右边共ｎ项，ｆ（ｋ）与ｆ（ｋ＋１）相比左边增两项，
右边增一项，而且左、右两边的首项不同．因此，由“ｎ＝ｋ”到“ｎ＝ｋ＋１”时要注意项
的合并．

证明　（１）当ｎ＝１时，左边＝１－１２＝
１
２
，右边＝１２

，命题成立．

（２）假设当ｎ＝ｋ（ｋ∈Ｎ）时命题成立，即

　　　　　１－１２＋
１
３－

１
４＋

…＋ １
２ｋ－１－

１
２ｋ＝

１
ｋ＋１＋

１
ｋ＋２＋

…＋１２ｋ
，

那么当ｎ＝ｋ＋１时，有

　１－１２＋
１
３－

１
４＋

…＋ １
２ｋ－１－

１
２ｋ＋

１
２ｋ＋１－

１
２ｋ＋２
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＝ １
ｋ＋１＋

１
ｋ＋２＋

…＋１２ｋ＋
１

２ｋ＋１－
１

２ｋ＋２ 求证式左边两个数的
差为一组，共灶组，视为灶项援
所以第噪垣员项由两个数的差
组成援这叫“一步两项”　　＝ １

ｋ＋２＋
１
ｋ＋３＋

…＋ １
２ｋ＋１＋

１
２ｋ＋２

，

上式表明当ｎ＝ｋ＋１时命题也成立
由（１）和（２）知，命题对一切正整数都成立
点评　用数学归纳法证明与正整数有关的一些等式的关键在于“先看项”，弄

清等式两边的构成规律，等式的两边各有多少项，项的多少与ｎ的取值是否有关；
由ｎ＝ｋ到ｎ＝ｋ＋１这一步，等式的两边应增加多少项？增加怎样的项？

［例９］　用数学归纳法证明（ｎ＋１）（ｎ＋２）（ｎ＋３）…（２ｎ）＝２ｎ·１·３·

５·…·（２ｎ－１）（ｎ∈Ｎ）

分析　这里的ｎ具有两个含义：（１）乘积中各个因式均含有字母ｎ，因而当

ｎ＝１时，只需将ｎ＝１代入即可；（２）ｎ的值还决定着左边因式和右边因数的个数，
当ｎ＝１时等式的左边是一个因式（１＋１），右边是２１·（２·１－１），不能错误地写
成：左＝（１＋１）（１＋２）（１＋３）…（１＋１），右＝２１·１·３·５·…·（２·１－１）
证明　（１）当ｎ＝１时，左边＝１＋１＝２，右边＝２，等式成立．
（２）假设ｎ＝ｋ（ｋ∈Ｎ）时等式成立，即（ｋ＋１）（ｋ＋２）…（２ｋ）＝２ｋ·１·３·

５·…·（２ｋ－１），则
当ｎ＝ｋ＋１时，有

　（ｋ＋２）（ｋ＋３）…［ｋ＋１＋（ｋ－１）］（ｋ＋１＋ｋ）（ｋ＋１＋ｋ＋１）

＝２（ｋ＋１）（ｋ＋２）（ｋ＋３）…（２ｋ）（２ｋ＋１）＝２·２ｋ·１·３·５·…·（２ｋ－１）（２ｋ＋１）

＝２ｋ＋１·１·３·５·…·［２（ｋ＋１）－１］，
上式表明当ｎ＝ｋ＋１时，等式也成立．
由（１）、（２）知，等式对一切ｎ∈Ｎ都成立．

２试验、归纳、猜想、证明的数学模式
有些数学问题，题目要求中不是直截了当地要求用数学归纳法对其加以证

明，但是，题目本身的结构和特点牵着我们用数学归纳法去给出它的证明．这类问

题的解决，我们可以采取

一试验 →
　　
二归纳 →

　　
三猜想 →

　　
四证明

的模式去操作．其中，试验、归纳、猜想阶段属于不完全归纳阶段，证明阶段属于完

全归纳阶段，前者是探路，后者是对前者的落实．

［例１０］　比较２ｎ 与ｎ２ 的大小，其中ｎ∈Ｎ．
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分析　由于ｎ是正整数，所以，可以给ｎ赋值，如：令ｎ＝１，２，３，４，５，６，…；这

就是所谓的试验．观察试验的结果，当ｎ＝１，２，３，４，５，６时，２ｎ 与ｎ２ 的大小关系基

本上呈现出一定的规律性，这个规律性就是所谓的归纳．随后，可依据归纳的结果

去猜想问题的结论，最后给出证明．
解　当ｎ＝１时，２１＞１２，即２ｎ＞ｎ２，

当ｎ＝２时，２２＝２２，即２ｎ＝ｎ２，

当ｎ＝３时，２３＜３２，即２ｎ＜ｎ２，

当ｎ＝４时，２４＝４２，即２ｎ＝ｎ２，

当ｎ＝５时，２５＞５２，即２ｎ＞ｎ２，
前四项圆灶与灶圆有三个关

系“跃，越，约”，后面形成了规律援做这
样的题要有耐心，多试几项！

当ｎ＝６时，２６＞６２，即２ｎ＞ｎ２，

　　　　……

猜想：当ｎ≥５时，２ｎ＞ｎ２．
下面用数学归纳法证明猜想是正确的．
（１）当ｎ＝５时，由上面的计算可知，猜想是正确的．
（２）假设ｎ＝ｋ（ｋ∈Ｎ，ｋ≥５）时，猜想是正确的，即２ｋ＞ｋ２，则

２ｋ＋１＝２·２ｋ＞２ｋ２＝ｋ２＋ｋ２＞ｋ２＋（２ｋ＋１）＝（ｋ＋１）２，

上式表明当ｎ＝ｋ＋１时，猜想也是正确的．
由（１）、（２）知，猜想对一切ｎ∈Ｎ，且ｎ≥５都是正确的．
综合猜想前的计算，以及对猜想的证明，可得

２ｎ
＜ｎ２（ｎ＝３），

＝ｎ２（ｎ＝２，４），

＞ｎ２（ｎ＝１，５，６，…）
烅
烄

烆 ．
点评　本例除了“试验，归纳，猜想，证明”的特点以外，另一个特点就是结论

是分段形式的，前一段没有规律性，后一段呈现出规律性．这样的问题的证明，前

一段依靠逐一验证，别无选择，后一段可采用数学归纳法．

３归纳假设的形式不是唯一的
请读者们随我们一起考虑下面的问题：

用数学归纳法证明某些数学命题成立时，如果第二步改成“假设当ｎ＝ｋ
（ｋ∈Ｎ，ｋ≥ｎ０）时命题成立，那么当ｎ＝ｋ＋２时命题也成立”，那么第一步应该如

何修改？

试验如下：

ｎ＝ｎ０（初值）以及ｎ＝ｋ＋２时，命题成立，成立的项是

ｎ０，ｎ０＋２，ｎ０＋４，ｎ０＋６，…．
在上面的这些项中，设想插入
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