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书书书

热点专题�

������������������一元二次方程（组）的解法

8�8�8�8�考 点 归 纳 方程是数学中很重要的内容，由于方程的形式多种多样，因此，它经常出

现于各类竞赛题中，除了必须了解一元二次方程、方程组、分式方程、无理方程几种常见方

程的一般解法外，还必须针对方程的特征，运用所学数学知识巧解、快解�

8�8�8�8�夺 冠 技 巧 总的解题策略是化简、化归为已知的、熟悉的情况�例如，无理方程化为有理

方程、分式方程化为整式方程、高次方程化为低次方程�经常使用的方法有配方法、换元法等�

示范赛题

示范�
解方程：

y����y���（b���）y���（�b��）y��b�b��
�（其中b是常数）�
8�8�点 拨 ���������������� �� ����������������������
本题的目的本是解关于y的方程，即用含b的代数式来表示
y，但由于y的次数较高，解起来比较困难，但反过来参数b的
最高次数却为�，若以b为未知数，用y来表示b却简单多了，
最后再反过来用b表示y即可�因此，在解含有参数的方程时，
不要将未知数与参数看得过死，它们的地位是可以变换的�
解答��原方程化为关于b的二次方程

b���（y���y��）b�（y����y����y��
��y）��，而���（y���y��）���（y����y�
���y����y）��（y���y��）��（y��）�，

�b��
（y���y��）� �（y��）� �

�
�（y���y��）�（y��），
即b�y���y��或b�y���y�
�y���y���b��或y���y�b���
解这两个关于y的二次方程得
y�，���� ��� b，y�，���� ��� b�当b1���
时，原方程有�个实根�当��0�b0���时，原
方程有�个实根�当b_���时，原方程没有实
根�

示范�
解方程（ y�� ���y）�� y�� ���y�
8�8�点 拨 ���������������� �� ����������������������
解无理方程的关键是要把“无理”变为“有理”�观察此方程特征
有二，其一，左右两边含的都是 y�� �与�y，可分别对 y�� �
与�y进行换元；其二， y�� �与�y的被开方数的差为�，这也是
一个突破口�由此可得到，解无理方程只用两边平方的方法并
非永远可行的，还可采用换元法，不但可以达到有理化的目的，
而且使解答过程简捷明确�
解答��设v� y�� �，w��y，则原方程可化为：
（v�w）��v�w� �

又�（ y�� �）��（�y）���，
即v��w���，�（v�w）（v�w）���
显然v-�w，� 将v�w� �

v�w
代

入�得：（v�w）����
�v�w��，而v�w� �

v�w�
��
� v�w��，
v�w��R ���

解得�� v��
，

w��R �
即 y�� ���，得y���；
�y��，得y����
经检验知：y��为原方程的解�

迁移演练

迁移�
解方程：

��y���y�����y��������
（��分）

迁移�
解方程：

y� y��� y� ��
�� y�
（��分）

第�周第�次 计时 得分

�

热点专题�一元二次方程I组J的解法



热身演练

热身�

解方程：

�����（y� y��� �）�（y��� y�� �）��
（��分）

热身�全国初中数学联赛武汉市选拔赛题

设y，z为实数，且满足
（y��）������（y��）���，
（z��）������（z��）��R �

求y�z的值�

（��分）

第�周第�次 计时 得分

热身演练

热身�第九届祖冲之杯初中数学赛题

解方程：

��y�y�
y�� y����yy�I J� ����（��分）

热身�

求方程 y�z
y��yz�z�

���
的整数解�（��分）

第�周第�次 计时 得分

�

天天练奥赛����初中�年级数学



示范赛题

示范�加拿大数学奥林匹克赛题

解方程组

�y�
���y��z

， �

�z�
���z�

�{， �

�{�
���{��y

，

�

�

� �

8�8�点 拨 ����������������������������������
这个方程组既是轮换式又是对称式，对于这样的方程

组可利用它的特征先得到三个未知数的关系，再寻求

适当的方法巧解�

解答��方法一解：显然，有y1��，z1��，{1��，
若y��，则y�z�{��，若y`��，则可
得到：z`��，{`���又����y��（��

�y）���y1��y，代入�得：z� �y�
���y�

0��y
�

�y�y�
同理可得：{0�z，y0�{��y0�{0�z0�y，

�y�z�{代入�得 �y
�

���y��y
，�y�

��y����，解得y����

�原方程组的解为
y���，
z���，
{���
�
�

� �
��

y����
，

z����
，

{����

�

�

� �

方法二解：当y��时，则有z�{��，
当y-��时，则z-��，{-��，将各方程颠
倒

�
y�

�
�{���
，

�
z�

�
�y���
，

�
{�

�
�z�
��

�

�

� �

三式相加，得：

�
�y��

�
�z�
� ��{��

�
y�

�
z�

�
{����

，

�
�y�I J� �

� �
�z�I J� �

� �
�{�I J� �

��，

� �
�y���

�
�z���

�
�{����

，

即y�z�{����

示范�

解方程组：y�z�{��，
y��z��{���R �

8�8�点 拨 ����������������������������������
此题有三个未知数但只有两个方程，一般地，解是不

确定的�常规的解法是

解答��
y�z���{， �
y��z����{��R �
将�两边平方减去� ，整理得

yz�{���{��� �
由��两式知，y、z是二次方程
v��（{��）v�（{���{��）�� �
的二实根�
��（{��）���（{���{��）1��，即
��（{��）�1���
�{����，{��代入�得v���v�
��

�
�
由此得y�z���
�y�z�{���

迁移演练

迁移�太原市初中数学赛题

解方程组
y�z��y�

�
z���
，

（y���）（z���）���yz
�
�

� �
（��分）

迁移�

解方程组：

（y��z）（y��{）����，
（z��{）（z��y）��，
（{��y）（{��z）���
�
�

� �

（��分）

第�周第�次 计时 得分

�

热点专题�一元二次方程I组J的解法



拓展演练

拓展�

已知方程（��y）（��z）（��{）�（��y）（��
z）（��{）�

（�）求证：y�b�cb�c
，z�c�dc�d

，{�d�bd�b
是

此方程的解，其中b，c，d是任意实数，但b�c
-��，c�d-��，d�b-���
（�）试证明：此方程除上述形式的解以外
还有其他的解�（��分）

拓展�太原市初中数学赛题

解方程：

��
��

�

��

�
�
y

� �y���y�� �
（��分）

第�周第�次 计时 得分

拓展演练

拓展�

设b，c是实数且b-��，给定方程组

by���cy���y��，

by���cy���y��，

by���cy���y��，

by���cy���y��

�

�

� �
求证：（�）当c���b1��时，方程组至少有

一组非零实数解�
（�）当c���b_��时，方程组不存在非零
实数解�（��分）

拓展�

解方程组：

�y�z���z
，

�z�{���{
，

�{�v���v
，

�v�y���y

�

�

� �

（��分）

第�周第�次 计时 得分

�

天天练奥赛����初中�年级数学
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热点专题�

������������������一元二次方程根的判别式及其应用

8�8�8�8�考 点 归 纳 一元二次方程by��cy�d��（b-��）的根的判别式为��c���bd��`��k�
方程有两个不相等的实数根；���k�方程有两个相等的实数根；�_��k�方程没有实数根�

8�8�8�8�夺 冠 技 巧（�）不解方程，判定一元二次方程的根的存在情况；（�）确定含参数的

一元二次方程参数的值或取值范围；（�）证明某种条件下方程有无实数根，或探求参数符
合的条件�

示范赛题

示范�
已知方程y���qy�r��（q，r是实数）没有实数根，

求证：q�r_����

8�8�点 拨 ���������������� �� ����������������������
由已知有�_��，可得q与r的关系，要求q�r的范围，可设q
�r�t，则可多一个关系式，便于下面的讨论�

解答��由题意，��（�q）���（�r）_���整理得：q��r
_����（�）�设q�r�t，则r�t�q�代入（�）得：

q��t�r_����q��q���_�
�
��t
，即�0�（q

���
）�_����t��t_�

�
�
，即q�r_����

示范�江苏省竞赛题
已知b，c，d是不全为零的三个实数，那么关于y的方
程y��（b�c�d）y�（b��c��d�）��的根的情况是
（����）�

B�有两个负实数根����C�有两个正实数根
D�有两个异号实数根 E�没有实数根

8�8�点 拨 ���������������� �� ����������������������
由�的符号可判定方程有无实数根�一般地“非负数�正数”情
形肯定大于�，而“非负数的相反数�正数”则肯定小于�，所
以，本题求�后可通过“凑”完全平方来判定�的符号�

解答����（b�c�d）���（b��c��d�）
���b���c���d���bc��bd��cd
��［b��c��d��（b�c）��
��（b�d）��（c�d）�］

�b，c，d不全为零，��_���
� 原方程无实数根，故选E�

迁移演练

迁移�
若二次方程（c�d）y��（b�c）y�（d�
b）��有两相等实根，且c-�d，则b，c，d
间的关系是什么？（��分）

迁移�

已知实数b，c，d，S，Q满足条件QS`�
�，Qd��c�Sb���求证：一元二次方
程by���cy�d�� 必有实数根�
（��分）

第�周第�次 计时 得分

�

热点专题�一元二次方程根的判别式及其应用



热身演练

热身�

若方程y���（��b）y�（�b���bc��c���）

��有实数根，求b，c的值�（��分）

热身�

已知关于y的方程y���y�n（n 为实数）无
实根，则关于y 的二次方程y���ny���
�（n���）（y� ��）�� 的根的情况怎样？
（��分）

第�周第�次 计时 得分

热身演练

热身�黄冈初中竞赛题

若b，c，d为实数，且b�c�d��，bcd��，那么

b�bb��b�cb��b�db�的最小值可达到���������
（��分）

热身�

若三个方程 y� ��by��b����，y� �
（b��）y�b���，y���by��b��中，至少有
一个方程有实根，求实数b的范围�（��分）

第�周第�次 计时 得分

�

天天练奥赛����初中�年级数学



示范赛题

示范�

已知方程B：y��q�y�r���，方程C：y��
q�y�r���，其中q�，q�，r�，r� 均为实数，且满
足q�q���（r��r�）�求证B，C两个方程中至
少有一个有实数根�

8�8�点 拨 ����������������������������������
若分别求B，C两方程的��，�� 再讨论，难以得出结

论�换一个角度，若能证明�����1��，则可得��，��
中至少有一个非负，即可得结论�

解答��由题意，方程B 的判别式 ���q���
�r�，方程C的判别式 ���q����r���
������q���q����（r��r�）��q�q�
��（r��r�），� ������q���q���
�q�q��（q��q�）�1���� ��，�� 中至
少有一个大于��� B，C 两个方程中
至少有一个有实数根�

示范�

设b`�c`�d，求证：（�c�d�b）���（�b�c�d）
（�d�b�c）��（b�d）��

8�8�点 拨 ����������������������������������
形如c���bd的式子，可联想到一元二次方程的判别式，

因而，可以将数学问题化归为一元二次方程的问题�

解答��构造二次方程：
（�b�c�d）y��（�c�d�b）y�（�d�b�c）

����（�）��（�b�c�d）�（�c�d�b）�
（�d�b�c）��，� 方程（�）有一个实根y
���又��（�c�d�b）���（�b�c�d）（�d
�b�c）�由求根公式，方程（�）的根为y�，�

��
（�c�d�b）���
�（�b�c�d） �但b`�c`�d，其中只

有一个正实数根�

� �
（�c�d�b）���
�（�b�c�d） ���

整理化简得：��（�b��d）���（b�
d）��
� 命题得证�

迁移演练

迁移�山东省竞赛题

设b，c，d为互不相等的非零实数，证明三个方
程by���cy�d��，cy���dy�b��，dy��
�by�c��不可能都有两个相等的实数根�
（��分）

迁移�

b为实数，N�（������b）�，O��（b�����
���）�问b为何值时，N`�O 成立？（��分）

第�周第�次 计时 得分

�

热点专题�一元二次方程根的判别式及其应用



拓展演练

拓展�全国初中竞赛题

已知�
�
（c�d）��（b�c）（d�b），且b-��，则

c�d
b ����������（��分）

拓展�

设关于y的方程（��n�）y���ny����的
所有根都是比�小的正根，求实数n的取值范
围�（��分）

第�周第�次 计时 得分

拓展演练

拓展�

已知y的一元二次方程by���by���c��c��

�����（�）没有互异实数根，y
�

�� �� by��

�d���（�）有实根数，求b，c，d的值�（��分）

拓展�

b为什么整数时，方程 yy���
y��
y � �y�by（y��）

��只有一个实根？指出所有这样的b值并求
出与它相应的方程的根�（��分）

第�周第�次 计时 得分

�

天天练奥赛����初中�年级数学



热点专题�

������������������一元二次方程根与系数的关系

8�8�8�8�考 点 归 纳 已知�，�是一元二次方程by
��cy�d��（b-��）的两个根，则有����

�cb
，�·��

d
b�
（又称“韦达定理”）注意前提是一元二次方程有实根即 �1���

8�8�8�8�夺 冠 技 巧（�）已知方程的一个根，求另一个根及确定方程的参数的值；（�）已知

方程，求关于方程的两根的代数式的值；（�）已知方程的两根，求作方程；（�）当已知等式
具有相同的结构时，就可以把某两个变元看做是某个一元二次方程的两根，以便用根与系

数的关系�

示范赛题

示范�
已知关于y的方程�y���y�b��的两根为y�，y�，
若y��y�����，则b����������
8�8�点 拨 ���������������� �� ����������������������
设y���l，y���l则由韦达定理可直接求出l，也可得两根，则
b易求�但应注意�1��的条件，故解此题时应先求�1��时b
的取值范围或求出b值后代入�中检验�

解答��由题意，知��（��）������（�b）1��，

�b1������
设y���l，y���l，l`���则由韦

达定理：�l��l���
，�l����

即y���，y��

�
��
此时������

b
�
，即b����

示范�
若方程y��qy����（q`��）的两根差为�，那么q的
值是多少？

8�8�点 拨 ���������������� �� ����������������������
由已知无法直接运用韦达定理，但可讨论（y��y�）��（y��
y�）���y�y�（这一变形应熟练掌握），则可运用韦达定理了�仍
需注意本题隐含条件：�1���

解答���原方程有两实根，���q���`���又�q`�
�，�q`���设原方程两根为y�，y�，�y��y��
�q，y�y�����（y��y�）��（y��y�）��
�y�y��
���（�q）���，q�����q���（q`��）�

迁移演练

迁移�
已知关于y的方程y���（n��）y�
n�����的两个实数根y�，y� 满足
（y��y�）��（y��y�）�����，则n
的值为�����������（��分）

迁移�
设y�，y� 是二次方程y��y����的
两根，那么y����y�����的值等于����
�����（��分）

第�周第�次 计时 得分

�

热点专题�一元二次方程根与系数的关系



热身演练

热身�太原市初中数学竞赛题
设关于y的二次方程（n���）y��（�n��）y
����（其中n 为实数）的两个实数根的倒数
和为T，则T的取值范围是���������（��分）

热身�
关于y的一元二次方程�y���（c��）y�c��
�c���� 有两个不等实根 y� 和 y�，且

���yI J� ���yI J� ���试求c的值�（��分）

第�周第�次 计时 得分

热身演练

热身�全国初中数学竞赛题
设实数t，u分别满足��t����t����，u����u

�����，并 且tu-��，求tu��t��u
的 值�

（��分）

热身�
设方程y��qy�r��的两个实数根为�，��
（�）求以��，�

� 为根的一元二次方程；（�）若
以��，�

� 为根的一元二次方程仍然是y��qy
�r��，求所有这样的一元二次方程�（��分）

第�周第�次 计时 得分

��

天天练奥赛����初中�年级数学
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