
书书书

考研数学应试指导

杨桂元　李天胜　主编

合肥工业大学出版社



图书在版编目（ＣＩＰ）数据

　考研数学应试指导／杨桂元，李天胜主编—合肥：合肥工业大学出版社，２００６６
　ＩＳＢＮ７ ８１０９３ ４１３ ９

　Ⅰ考…　Ⅱ①杨…②李…　Ⅲ高等数学—研究生—入学考试—自学参考资料

　Ⅳ０１３

　中国版本图书馆ＣＩＰ数据核字（２００６）第０５８９４０号

考研数学应试指导

杨桂元　李天胜　主　编　　　　　　责任编辑　疏利民

出　版　合肥工业大学出版社
地　址　合肥市屯溪路１９３号
邮　编　２３０００９
电　话　总编室：０５５１ ２９０３０３８

发行部：０５５１ ２９０３１９８
网　址　ｗｗｗ．ｈｆｕｔｐｒｅｓｓ．ｃｏｍ．ｃｎ
Ｅｍａｉｌ　ｐｒｅｓｓ＠ｈｆｕｔｐｒｅｓｓ．ｃｏｍ．ｃｎ

　　　　　　　

版　次　２００６年７月第１版

２００６年７月第１次印刷
开　本　７８７×１０９２　　１／１６
印　张　１５７５
字　数　３８６千字
发　行　全国新华书店
印　刷　合肥现代印务有限公司

ＩＳＢＮ７ ８１０９３ ４１３ ９／Ｏ·２７　　定价：２５．００元
如果有影响阅读的印装质量问题，请与出版社发行部联系调换



作者简介

杨桂元，男，１９５７年５月出生，安徽财

经大学统计与应用数学学院教授，数量经济学

专业学科组组长兼硕士生导师，数量经济研究

所所长。安徽省高校中青年学科带头人培养对

象，享受安徽省人民政府特殊津贴。２００１年

被教育部授予 “全国优秀教师”称号；２００３

年被安徽省教育厅授予首届“教学名师”。

省级精品课程 “经济数学基础”的负责

人。长期从事线性代数、概率论与数理统计、

经济应用数学的教学科研工作和考研辅导，具

有丰富的教学经验。主编的教材《线性代数》、

《概率论与数理统计》获得２００５年安徽省高校

教学成果三等奖。

李天胜，男，１９４６年２月出生，安徽财

经大学统计与应用数学学院副教授，２００３年

被评为安徽省优秀教师。省级精品课程“经济

数学基础”的第二责任人。长期从事微积分、

经济应用数学的教学科研工作和考研辅导，具

有丰富的教学经验。主编的教材《微积分》获

得２００５年安徽省高校教学成果三等奖。

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



前　　言

应参加全国经济管理类硕士研究生数学入学考试广大同学的要求，根据教育部最新制

定的 全国硕士研究生入学统一考试数学考试大纲 的有关要求，我们结合多年来主讲考

研辅导班的经验编写了 《考研数学应试指导》（经济类）。

本书内容是针对经济管理类硕士研究生数学入学考试，在考生系统掌握微积分、线性

代数、概率统计的基本理论与方法的基础上，通过对本书的深入钻研，演算习题，对微积

分、线性代数、概率统计的基本概念、理论和运算达到一个温故而知新的效果。增强解题

能力，提高应试水平，从而在应考中取得良好的成绩。

本书按照考试大纲的要求分为微积分、线性代数和概率统计三部分，每一部分分为若

干章。每一章包括：考试要求、基本内容、常见题型及例题解析、补充练习题和参考答案

与提示五部分内容。考试要求是根据教育部最新制定考试大纲归纳的与每一章内容相关的

考试要求；基本内容是串讲各章内容的知识要点、基本结论、重要定理和解题方法，充分

体现了相关的内在联系；常见题型及例题解析是按内容或方法的内在联系介绍历年硕士研

究生数学入学考试试题和典型题目，没有详细给出解题过程，而是按照题目的难易程度不

拘形式地给出提示或参考答案，容易的题目没有提示，目的是让考生根据提示自己动手做

题目，达到真正锻炼自己解题能力的目的，这也是我们这本书的最大特点；补充练习是给

读者提供更多题型练习的机会，并且给出提示或参考答案。实践证明：通过阅读题解掌握

解题方法的效果远远不如通过做习题来掌握解题方法。所以，我们将题目和提示提供给读

者，由读者尝试给出解题的全部过程，将能明显提高读者的解题能力。本书题量较大、题

型齐全、覆盖面广、难度及认知层次分布合理，可作为考研辅导班的辅导用书或考生自学

用书，对本科生及数学工作者也是一本比较好的学习用书或参考书。

本书是在我们多年讲授考研辅导课程的基础上经过多次修改而成，也是安徽省精品课

程经济数学基础建设的成果之一。在本书的出版过程中，得到了合肥工业大学出版社疏利

民编辑的大力支持，参阅了历年硕士研究生入学统一考试大纲和全国硕士研究生入学数学

考试分析，参阅了其他数学考研辅导资料，在此一并致谢！

最后欢迎读者对本书中的错误和不妥之处提出批评意见和建议。

杨桂元　李天胜
２００６年６月２８日
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第一章

函 数

一、考试要求

（１）理解函数的概念，掌握函数的表示法，并会建立简单应用问题中的函数关系．
（２）了解函数的有界性、单调性、周期性和奇偶性．
（３）理解复合函数、反函数、隐函数和分段函数的概念．
（４）掌握基本初等函数的性质及其图形，理解初等函数的概念．

二、基本内容

１．函数
设Ｄ是已知的数集，如果对于每一个ｘ∈Ｄ，变量ｙ依照规则ｆ有唯一的数值与之对应，

则称对应规则ｆ是定义在Ｄ 上的函数，记为

ｙ＝ｆ（ｘ）　　ｘ∈Ｄ

其中ｘ称为自变量，ｙ称为因变量，全体自变量ｘ的集合Ｄ 称为函数ｙ＝ｆ（ｘ）的定义域，全
体因变量ｙ的集合Ｚ称为函数的值域．
函数“ｙ＝ｆ（ｘ）　ｘ∈Ｄ”简称为“函数ｆ（ｘ）”或“函数ｆ”．
２．反函数
设函数ｙ＝ｆ（ｘ）的定义域为Ｄ，值域为Ｚ．如果对于每一个ｙ∈Ｚ，存在唯一的ｘ∈Ｄ，

使ｆ（ｘ）＝ｙ，则在Ｚ上定义了一个以ｙ为自变量、以ｘ为因变量的函数，称为函数ｙ＝ｆ（ｘ）
的反函数，记为

ｘ＝ｆ－１（ｙ）　　ｙ∈Ｚ （１）

如果遵从“自变量用ｘ表示，因变量用ｙ表示”的习惯将（１）式的ｘ，ｙ互换，可得

ｙ＝ｆ－１（ｘ）　　ｘ∈Ｚ （２）

其中（１）式称为函数ｙ＝ｆ（ｘ）的“本义反函数”；（２）式称为函数ｙ＝ｆ（ｘ）的“矫形反函数”．
通常我们所说的反函数，指的都是矫形反函数．
３．函数的几何特性
奇偶性：设函数ｆ（ｘ）的定义域Ｄ关于原点对称，则

ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ）ｆ（ｘ）是偶函数；

ｆ（－ｘ）＝－ｆ（ｘ）ｆ（ｘ）是奇函数．
单调性：设函数ｆ（ｘ）在区间Ｉ上有定义，ｘ１，ｘ２ ∈Ｉ且ｘ１ ＜ｘ２，则



ｆ（ｘ１）＜ｆ（ｘ２）ｆ（ｘ）在Ｉ上单调增加；

ｆ（ｘ１）＞ｆ（ｘ２）ｆ（ｘ）在Ｉ上单调减少．
有界性：若存在Ｍ＞０，使得对任意的ｘ∈Ｉ，都有｜ｆ（ｘ）｜≤Ｍ，则称ｆ（ｘ）在Ｉ上有界，

否则，称ｆ（ｘ）在Ｉ上无界．
若存在Ａ＜Ｂ，使得对任意的ｘ∈Ｉ，都有Ａ≤ｆ（ｘ）≤Ｂ，也称ｆ（ｘ）在Ｉ上有界．
注：以上概念中的“≤”号也可以是“＜”．
周期性：设函数ｆ（ｘ）在区间Ｉ上有定义，若存在Ｔ≠０，使得对任意的ｘ∈Ｉ，满足ｘ＋

Ｔ∈Ｉ且ｆ（ｘ＋Ｔ）＝ｆ（ｘ），则称ｆ（ｘ）是区间Ｉ上的周期函数，使上式成立的最小正数Ｔ称
为函数ｆ（ｘ）的周期．
４．复合函数
若ｙ＝ｆ（ｕ），ｕ＝φ（ｘ），则当Ｄｆ∩Ｚφ≠时，函数ｙ＝ｆ［φ（ｘ）］称为由ｙ＝ｆ（ｕ）与

ｕ＝φ（ｘ）复合而成的函数，其中ｙ＝ｆ（ｕ）称为“外层函数”，ｕ＝φ（ｘ）称为“内层函数”，ｘ称
为自变量，ｙ称为因变量，ｕ称为中间变量．
５．初等函数
由六类基本初等函数（常量函数、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数和反三角函数）

经过有限次的四则运算和有限次的复合运算、并可以用一个式子表示的函数统称为初等函
数．
注：幂指函数ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）也是初等函数，利用对数恒等式可将其转化为ｅｇ（ｘ）ｌｎｆ（ｘ）的形式．

三、常见题型及例题解析

（一）函数的概念

要点：函数表达式的确定．
１．利用函数概念

【例１】　 若ｆ（ｘ）＋２ｆ（１ｘ
）＝ ３ｘ

，则ｆ（ｘ）＝ ．

提示：令１
ｘ ＝ｔ
代入原关系式，并将所得新关系式中的ｔ改写为ｘ，然后解关于ｆ（ｘ）

的方程组．

答案：ｆ（ｘ）＝２ｘ－１ｘ

练习：若ａｆ（ｘ）＋ｂｆ（１ｘ
）＝ ｃｘ

，求ｆ（ｘ）并注明ａ，ｂ，ｃ应满足的条件．

答案：ｆ（ｘ）＝ｃ
（ａ－ｂｘ２）
（ａ２－ｂ２）ｘ　

（ａ、ｂ、ｃ为非零实数且ａ２ ≠ｂ２）

【例２】　 若ｆ（ｘ２－１）＝ｌｎ ｘ２
ｘ２－２

，且ｆ［φ（ｘ）］＝ｌｎｘ，则φ（ｘ）＝ ．

提示：先求ｆ（ｘ），再根据ｆ［φ（ｘ）］＝ｌｎｘ求φ（ｘ）．

答案：φ（ｘ）＝
ｘ＋１
ｘ－１

【例３】　（２００１）设ｚ＝ｅ－ｘ－ｆ（ｘ－２ｙ），且当ｙ＝０时，ｚ＝ｘ２，则ｚｘ ＝
．

４ 第一部分　微积分



提示：将ｙ＝０代入原关系式，解出ｆ（ｘ），即可写出函数ｚ＝ｚ（ｘ，ｙ）的表达式．

答案：ｚ＝ｅ－ｘ－ｅ２ｙ－ｘ＋（ｘ－２ｙ）２，ｚｘ ＝－
ｅ－ｘ＋ｅ２ｙ－ｘ＋２（ｘ－２ｙ）

２．利用变量替换
【例４】　（２００４）函数ｆ（ｕ，ｖ）由关系式ｆ［ｘｇ（ｙ），ｙ］＝ｘ＋ｇ（ｙ）确定，其中ｇ（ｙ）可微

且ｇ（ｙ）≠０，则
２ｆ

ｕｖ＝
．

提示：令
ｘｇ（ｙ）＝ｕ
ｙ＝｛ ｖ

，可得
ｘ＝ ｕ

ｇ（ｙ）＝
ｕ
ｇ（ｖ）

ｇ（ｙ）＝ｇ（ｖ
烅
烄

烆 ）
，然后一并代入原关系式，即可写出

函数ｆ（ｕ，ｖ）的表达式．

答案：ｆ（ｕ，ｖ）＝ ｕ
ｇ（ｖ）＋ｇ

（ｖ），
２ｆ

ｕｖ＝－
ｇ′（ｖ）
ｇ２（ｖ）

３．求出函数表达式中的未知常数
【例５】　 设ｆ（ｘ）＝３ｘ２＋２ｘｌｉｍ

ｘ→１
ｆ（ｘ），其中ｌｉｍ

ｘ→１
ｆ（ｘ）存在，求ｌｉｍ

ｘ→１
ｆ（ｘ）及ｆ（ｘ）．

提示：令ｌｉｍ
ｘ→１
ｆ（ｘ）＝Ａ代入原关系式，再对新关系式取ｘ→０的极限并求出Ａ来．

答案：ｆ（ｘ）＝３ｘ２－６ｘ
练习：

（１）若ｆ（ｘ）＝３ｘ２＋ｘ∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ，则ｆ（ｘ）＝ ．

提示：令∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝Ａ代入原关系式，再对新关系式作区间［０，１］上的定积分．

答案：ｆ（ｘ）＝３ｘ２＋２ｘ

（２）若ｆ（ｘ）＝３ｘ－ １－ｘ槡 ２∫
１

０
ｆ２（ｘ）ｄｘ，则ｆ（ｘ）＝ ．

提示：令∫
１

０
ｆ２（ｘ）ｄｘ＝Ａ代入原关系式，将新关系式两边平方后再作区间［０，１］上的

定积分．

答案：ｆ（ｘ）＝３ｘ＋３ １－ｘ槡 ２ 或ｆ（ｘ）＝３ｘ－３２ １－ｘ槡 ２

（３）（１９９９）设ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘｙ＋∫∫
Ｄ

ｆ（ｕ，ｖ）ｄｕｄｖ，其中Ｄ由ｙ＝０、ｙ＝ｘ２与ｘ＝１围成，

则ｆ（ｘ，ｙ）＝ （　　）．

Ａ．ｘｙ Ｂ．２ｘｙ Ｃ．ｘｙ＋１８ Ｄ．ｘｙ＋１

提示：令∫∫
Ｄ

ｆ（ｕ，ｖ）ｄｕｄｖ＝Ａ代入原关系式，再对新关系式作区域Ｄ上的二重积分．

答案：Ｃ
４．含参变量极限所表示的函数

【例６】　 作函数ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘ（ｘ２ｎ－１）
ｘ２ｎ＋１

的图形，并判断间断点的类型．

５第一章　函　数



提示：ｎ是极限变量，ｘ是参变量．要分别对｜ｘ｜＜１、｜ｘ｜＝１、｜ｘ｜＞１三种情况进
行讨论．

答案：ｆ（ｘ）＝
－ｘ ｜ｘ｜＜１
０ ｜ｘ｜＝１
ｘ ｜ｘ｜＞

烅
烄

烆 １

，ｘ＝±１是第一类跳跃间断点．

【例７】　（１９９２）若ｆ（ｔ）＝ｌｉｍ
ｘ→∞
ｔｘ＋ｔｘ－（ ）ｔ

ｘ
，则ｆ′（ｔ）＝ ．

提示：ｘ是极限变量，ｔ是参变量．求极限时要把参变量ｔ暂时当成常数对待．
答案：ｆ（ｔ）＝ｔｅ２ｔ，ｆ′（ｔ）＝ｅ２ｔ（２ｔ＋１）

【例８】　 讨论ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘ２ｅｎ（ｘ－１）＋ａｘ＋ｂ
１＋ｅｎ（ｘ－１）

的连续性与可导性（此处只求函数表达

式）．
提示：ｎ是极限变量，ｘ是参变量．要分别讨论ｘ＜１、ｘ＝１、ｘ＞１三种情况．

答案：ｆ（ｘ）＝

ａｘ＋ｂ ｘ＜１
１＋ａ＋ｂ
２ ｘ＝１

ｘ２ ｘ＞

烅

烄

烆 １
练习：

（１）若ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ－１
ｘｎ＋１　

（ｘ＞０），则ｆ（ｘ）＝ ．

提示：分别讨论０＜ｘ＜１、ｘ＝１、ｘ＞１三种情况．

答案：ｆ（ｘ）＝
－１ ０＜ｘ＜１
　０ ｘ＝１
　１ ｘ＞
烅
烄

烆 １

（２）ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１＋ｘ
１＋ｘ２ｎ
的间断点是（　　）．

Ａ．不存在 Ｂ．ｘ＝１ Ｃ．ｘ＝０ Ｄ．ｘ＝－１
提示：分别讨论｜ｘ｜＜１、｜ｘ｜＞１、ｘ＝１、ｘ＝－１四种情况．

答案：ｆ（ｘ）＝

０ ｘ≤－１
１＋ｘ －１＜ｘ＜１
１ ｘ＝１
０ ｘ＞

烅

烄

烆 １

，间断点是ｘ＝１．选Ｂ．

５．变上限定积分与含参变量定积分所表示的函数（第六章讨论）
（二）反函数

要点：（１）反函数存在的条件：函数单调；
（２）反函数的几何意义：对称于直线ｙ＝ｘ；
（３）反函数的重要性质：ｆ－１［ｆ（ｘ）］＝ｘ，ｆ［ｆ－１（ｘ）］＝ｘ；
（４）反函数的求法，特别是分段函数反函数的求法；
（５）利用反函数求值域．
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【例９】　 若ｆ（ｘ）与ｇ（ｘ）的图像关于直线ｙ＝ｘ对称，且ｆ（ｘ）＝ｅ
ｘ＋ｅ－ｘ

ｅｘ－ｅ－ｘ
，则ｇ（ｘ）

．
提示：求ｆ（ｘ）的反函数．

答案：ｇ（ｘ）＝ １２ｌｎ
ｘ＋１
ｘ－１

【例１０】　 若ｆ（ｘ）＝
ｘ２　１≤ｘ≤２
２ｘ　２＜ｘ≤｛ ４

，则ｆ－１（ｘ）＝ ．

提示：在各自对应的区间分别求ｆ（ｘ）的反函数．

答案：ｆ－１（ｘ）＝ 槡ｘ １≤ｘ≤４
ｌｏｇ２ｘ ４＜ｘ≤
烅
烄

烆 １６

【例１１】　 函数ｙ＝ｅ
１

３
ｘ３－槡 １ 的值域为 ．

提示：求反函数的定义域．
答案：（０，１）∪ （１，＋∞）

【例１２】　 设ｆ１（ｘ）＝２ｘ－１ｘ＋１
且ｆｎ＋１（ｘ）＝ｆ１［ｆｎ（ｘ）］　（ｎ＝１，２，３…），若ｆ３５（ｘ）＝

ｆ５（ｘ），求ｆ２８（ｘ）．
提示：利用反函数ｆ－１［ｆ（ｘ）］＝ｘ的性质，先从递推公式ｆｎ＋１（ｘ）＝ｆ１［ｆｎ（ｘ）］中将

ｆｎ（ｘ）“解放”出来，得“由大及小”的递推公式ｆｎ（ｘ）＝ｆ－１１ ［ｆｎ＋１（ｘ）］，然后逐
步由ｆ３５（ｘ）推出ｆ２８（ｘ）．

答案：ｆ２８（ｘ）＝ １
１－ｘ

（三）函数的几何特性

１．奇偶性
要点：（１）奇偶性定义；（２）奇偶性判别．
常用的结论：
（１）ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）是偶函数，ｆ（ｘ）－ｆ（－ｘ）是奇函数；
（２）若ｆ（ｘ）是奇函数，ｇ（ｘ）是偶函数，则只有ｆ［ｆ（ｘ）］是奇函数，ｆ［ｇ（ｘ）］，ｇ［ｆ（ｘ）］，

ｇ［ｇ（ｘ）］均为偶函数；
（３）偶函数的导数是奇函数，奇函数的导数是偶函数；

（４）若ｆ（ｘ）是奇函数，则∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ是偶函数，

若ｆ（ｘ）是偶函数，则∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ是奇函数；

（５）奇函数的所有原函数都是偶函数，而偶函数的原函数中只有一个是奇函数．即

若ｆ（ｘ）是奇函数，则∫ｆ（ｘ）ｄｘ＝Ｆ（ｘ）＋Ｃ是偶函数；
若ｆ（ｘ）是偶函数，则∫ｆ（ｘ）ｄｘ＝Ｆ（ｘ）＋Ｃ，其中
当Ｃ＝０时是奇函数；当Ｃ≠０时是非奇非偶函数．
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【例１３】　 若ｆ（ｘ）是可导的奇函数，则下列函数中（　　）是奇函数．

Ａ．ｓｉｎｆ′（ｘ）　　Ｂ．∫
ｘ

０
ｓｉｎｘ·ｆ（ｔ）ｄｔ　　Ｃ．∫

ｘ

０
ｆ（ｓｉｎｔ）ｄｔ　　Ｄ．∫

ｘ

０
［ｓｉｎｔ＋ｆ（ｔ）］ｄｔ

提示：Ｂ选项中的ｓｉｎｘ可提出积分号外．
答案：Ｂ

【例１４】　（２００２）下列函数中（　　）为偶函数．

Ａ．∫
ｘ

０
ｔ［ｆ（ｔ）＋ｆ（－ｔ）］ｄｔ　　　　　　Ｂ．∫

ｘ

０
ｔ［ｆ（ｔ）－ｆ（－ｔ）］ｄｔ

Ｃ．∫
ｘ

０
ｆ（ｔ２）ｄｔ Ｄ．∫

ｘ

０
ｆ２（ｔ）ｄｔ

提示：ｆ（ｔ２）是偶函数，但ｆ２（ｔ）的奇偶性不确定．
答案：Ａ

【例１５】　ｆ（ｘ）＝
１－ｘ　ｘ≤０
１＋ｘ　ｘ＞｛ ０

是（　　）函数．

Ａ．偶 Ｂ．奇 Ｃ．非奇非偶 Ｄ．既奇又偶
提示：方法一：利用奇偶性定义，写出ｆ（－ｘ）的表达式并与ｆ（ｘ）比较；
方法二：观察ｆ（ｘ）的图像是否具有对称性．

答案：Ａ．

【例１６】　（１９９７）若在（－∞，＋∞）内有ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ），且在（－∞，０）内ｆ′（ｘ）＞０，

ｆ″（ｘ）＜０，则在（０，＋∞）内，有（　　）．
Ａ．ｆ′（ｘ）＞０，ｆ″（ｘ）＜０ Ｂ．ｆ′（ｘ）＞０，ｆ″（ｘ）＞０
Ｃ．ｆ′（ｘ）＜０，ｆ″（ｘ）＜０ Ｄ．ｆ′（ｘ）＜０，ｆ″（ｘ）＞０
提示：根据一、二阶导数的几何意义（单调与凹凸），并利用偶函数的对称性．
答案：Ｃ．

【例１７】　 若ｆ（ｘ）是（－∞，＋∞）内的奇函数，且当ｘ≥０时ｆ（ｘ）＝２ｘ－１，则ｆ（ｘ）

＝ ．
提示：当ｘ＜０时，由于－ｘ＞０，故可根据已知求出ｆ（－ｘ）的表达式，然后再利用奇
函数性质求出ｘ＜０时，ｆ（ｘ）的表达式．

答案：ｆ（ｘ）＝
２ｘ－１ ｘ≥０
１－２－ｘ ｘ＜
烅
烄
烆 ０

２．单调性
要点：（１）单调性定义（常在证明题中使用）；

（２）单调性的判定（第四章讨论）．
关于复合函数单调性的一个结论：
若ｆ（ｘ）是增函数，ｇ（ｘ）是减函数，则ｆ［ｆ（ｘ）］与ｇ［ｇ（ｘ）］是增函数，ｆ［ｇ（ｘ）］与

ｇ［ｆ（ｘ）］是减函数．
（即复合函数的内、外层函数单调性相同时是增函数，相反时是减函数．）

【例１８】　 设ｆ（ｘ）＝ｅ－ｘ
２，ｇ（ｘ）＝ｅ槡ｘ，则在区间（０，１）内（　　）．
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Ａ．ｆ（ｘ）是增函数，ｇ（ｘ）是减函数 Ｂ．ｆ（ｘ）是减函数，ｇ（ｘ）是增函数

Ｃ．ｆ（ｘ）、ｇ（ｘ）都是增函数 Ｄ．ｆ（ｘ）、ｇ（ｘ）都是减函数
答案：Ｂ

３．有界性
要点：

（１）有界与无界的概念；
（２）有界的几何解释：函数的图像被“夹”在与ｘ轴平行的一组平行线之间；
（３）无穷大与无界的关系：无穷大一定无界，但无界不一定是无穷大；例如ｙ＝ｘｓｉｎｘ在

（－∞，＋∞）无界，但不是无穷大．
（４）极限与有界的关系：
数列极限的整体有界性：收敛数列一定是有界数列．
函数极限的局部有界性：

 若ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ，则存在δ＞０，使ｆ（ｘ）在点ｘ０ 的δ空心邻域内有界；

 若ｌｉｍ
ｘ→∞
ｆ（ｘ）＝Ａ，则存在Ｍ ＞０，使ｆ（ｘ）在｜ｘ｜＞Ｍ 的区域内有界．

（５）函数有界性判定法：
极限法：常用于判断函数是否有界；
放大不等式法与最值法：常用于判断函数上、下界的具体值．

【例１９】　（２００４）函数ｆ（ｘ）＝ ｜ｘ｜ｓｉｎ（ｘ－２）
ｘ（ｘ－１）（ｘ－２）２

在区间（　　）内有界．

Ａ．（－１，０） Ｂ．（０，１） Ｃ．（１，２） Ｄ．（２，３）
提示：由于函数ｆ（ｘ）的定义域为（－∞，０）∪（０，１）∪（１，２）∪（２，＋∞），故只须研
究ｘ→０，ｘ→１，ｘ→２以及ｘ→±∞ 时ｆ（ｘ）的极限是否为 ∞ 即可．

答案：Ａ

【例２０】　 函数ｆ（ｘ）＝ｘｅ－ｘ
２（２－ｃｏｓｘ）在区间（－∞，＋∞）上是（　　）．

Ａ．无界的偶函数 Ｂ．无界的奇函数

Ｃ．有界的偶函数 Ｄ．有界的奇函数
提示：由对称性，只须研究ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｘｅ－ｘ

２
是否为 ∞．

答案：Ｄ

【例２１】　 函数ｆ（ｘ）＝ ｘ
１＋ｘ２
在其定义域内（　　）．

Ａ．有上界无下界 Ｂ．有下界无上界

Ｃ有界且｜ｆ（ｘ）｜≤ １２ Ｄ．有界且｜ｆ（ｘ）｜≤ １４

提示：方法一：放大不等式法（｜ｆ（ｘ）｜＝ ｜ｘ｜
１＋｜ｘ｜２ ≤

… ＝ １２
）．

方法二：最值法．由对称性，只须求ｆ（ｘ）在［０，＋∞）内的最值．
答案：Ｃ
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【例２２】　 证明函数ｆ（ｘ）＝ｘｅ－ｘ
２

∫
ｘ

０
ｅｔ
２
ｄｔ在（－∞，＋∞）上有界．

提示：①ｆ（ｘ）是连续的偶函数；②ｆ（ｘ）在［０，Ｍ］上有界；③ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）＝ … ＝ １２．

４．周期性
要点：周期函数的定义ｆ（ｘ＋Ｔ）＝ｆ（ｘ）（常用于证明某函数为周期函数）．
与函数周期性有关的几个结论：
（１）周期函数的导数是周期函数且周期不变；
（２）若ｆ（ｘ）是周期为Ｔ的周期函数，则

∫
ａ＋Ｔ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

Ｔ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ　　（ａ∈Ｒ）

（３）周期函数的原函数不一定是周期函数．如ｆ（ｘ）＝ｃｏｓｘ＋１是周期函数，但其原函数

Ｆ（ｘ）＝ｓｉｎｘ＋ｘ就不是周期函数；
（４）周期函数之和不一定是周期函数．如ｆ（ｘ）＝ｃｏｓ２ｘ＋ｓｉｎπｘ中，前者周期为π，后者

周期为２，不存在“最小公倍数”（注：“最小公倍数”中的“倍数”必须是有理数，因而２π不是
该函数的周期！可以验证，ｆ（ｘ＋２π）≠ｆ（ｘ））．

【例２３】　 设Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）±ｇ（ｘ），其中ｆ（ｘ）、ｇ（ｘ）分别是以α、β为周期的周期函数，
则Ｆ（ｘ）（　　）．

Ａ．是以α±β为周期的周期函数

Ｂ．是以αβ为周期的周期函数

Ｃ．是以α与β的最小公倍数为周期的周期函数 　
Ｄ．是否为周期函数不能确定
提示：与函数周期性有关的结论（４）．
答案：Ｄ

【例２４】　ｆ（ｘ）＝｜ｓｉｎｘ｜＋｜ｃｏｓｘ｜的周期是（　　）．

Ａ．π Ｂ．π２ Ｃ．２π Ｄ．４π

提示：方法一：化ｆ（ｘ）＝ １＋｜ｓｉｎ２ｘ槡 ｜；
方法二：观察ｆ（ｘ）＝｜ｓｉｎｘ｜＋｜ｃｏｓｘ｜的图像．

答案：Ｂ．

四、补充练习题

１．设对任意的ｘ，有ｆ（ｘ）＋２ｆ（１－ｘ）＝ｘ２－２ｘ，则ｆ（ｘ）＝ ．
２．设ｆ（ｘ）＝ｅｘ

２，ｆ［φ（ｘ）］＝１－ｘ且φ（ｘ）≥０，求φ（ｘ）及其定义域．

３．设ｆ（ｘ）＝ｓｉｎｘ，ｆ［φ（ｘ）］＝１－ｘ
２，且｜φ（ｘ）｜≤

π
２
，则φ（ｘ）＝ ，其定义

区间为 ．
４．若对ｘ＞０，有ｆ（ｅｘ）＝１＋ｘ，ｆ［ｇ（ｘ）］＝１＋ｘ＋ｌｎｘ，则ｇ（１）＝ ．
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５．若ｘ≥０，则ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ
１＋ｘｎ ＝

．

６．ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ－ｘ－ｎ
ｘｎ＋ｘ－ｎ ＝

．

７．设ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘ２ｎ－１＋ａｘ２＋ｂｘ
ｘ２ｎ＋１

为连续函数，求ａ，ｂ．

８．若ｆ（ｘ）是（－∞，＋∞）上连续的偶函数，且｜ｆ（ｘ）｜≤Ｍ（Ｍ 为大于零的常数），则

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｔｅ－ｔ

２

ｆ（ｔ）ｄｔ在区间（－∞，＋∞）上是（　　）．

Ａ．有界的偶函数 Ｂ．无界的偶函数

Ｃ．有界的奇函数 Ｄ．无界的奇函数

９．（１９９１）当ｎ→ ∞ 时，数列ｘｎ ＝

ｎ２＋槡ｎ
ｎ ｎ是奇数

１
ｎ ｎ

烅

烄

烆
是奇数

是（　　）．

Ａ．无穷大量 Ｂ．无穷小量 Ｃ．有界变量 Ｄ．无界变量

１０．函数ｆ（ｘ）＝ｌｇｘｘ
在区间［１

２
，１］上（　　）．

Ａ．有上界无下界 Ｂ．有下界无上界

Ｃ．有界且－ｌｇ２≤ｆ（ｘ）≤－１４ Ｄ．有界且－ｌｇ４≤ｆ（ｘ）≤０

五、参考答案与提示

１．ｆ（ｘ）＝ １３
（ｘ２＋２ｘ－２）　（提示：仿照例１，令１－ｘ＝ｔ）　　２．ｌｎ（１－ｘ槡 ），ｘ≤０

３．ａｒｃｓｉｎ（１－ｘ２），［－槡２，槡２］．　　　４．ｅ　　　５．

１ ｘ＞１
１
２ ｘ＝１

０ ０≤ｘ＜

烅

烄

烆 １

６．
１ ｜ｘ｜＞１
０ ｜ｘ｜＝１
－１ ０＜｜ｘ｜＜
烅
烄

烆 １
　（提示：先将原极限化为ｌｉｍ

ｎ→∞

ｘ２ｎ－１
ｘ２ｎ＋１
的形式再讨论，并注意ｘ≠

０的限制．）

７．ａ＝０，ｂ＝１．　　　８．Ａ．　　　９．Ｄ．　　　１０．Ｄ
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第二章

极限与连续

一、考试要求

（１）了解数列极限和函数极限（包括左极限和右极限）的概念．
（２）理解无穷小的概念和基本性质，掌握无穷小的比较方法，了解无穷大的概念及其与

无穷小的关系．
（３）了解极限的性质与极限存在的两个准则，掌握极限四则运算法则，会应用两个重要

极限．
（４）理解函数连续性的概念（含左连续与右连续），会判别函数间断点的类型．
（５）了解连续函数的性质和初等函数的连续性，了解闭区间上连续函数的性质（有界

性、最大值和最小值定理、介值定理）及其简单应用．

二、基本内容

１．数列极限与函数极限的定义（略）．
２．极限的性质
（１）数列极限的整体有界性与函数极限的局部有界性（见第一章“有界性”）；
（２）函数极限的局部保号性：
若ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ，且Ａ ＞０（或Ａ ＜０），则在ｘ０ 的某空心邻域内恒有ｆ（ｘ）＞０（或

ｆ（ｘ）＜０）
若ｌｉｍ
ｘ→∞
ｆ（ｘ）＝Ａ，且Ａ＞０（或Ａ＜０），则存在Ｍ＞０，使当｜ｘ｜＞Ｍ时，恒有ｆ（ｘ）＞０（或

ｆ（ｘ）＜０）

３．极限存在的充要条件

　　ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａｌｉｍ

ｘ→ｘ－０

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０

ｆ（ｘ）＝Ａ

　　ｌｉｍ
ｘ→∞
ｆ（ｘ）＝Ａｌｉｍ

ｘ→－∞
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）＝Ａ

４．极限存在的准则
（１）夹逼定理：若ｕ≤ｖ≤ｗ且ｌｉｍｕ＝ｌｉｍｗ＝Ａ，则ｌｉｍｖ＝Ａ；
（２）单调有界法则：单调有界数列必有极限．
５．极限四则运算法则与幂指运算法则
（１）两个极限均存在的情形：若ｌｉｍｆ（ｘ）＝Ａ，ｌｉｍｇ（ｘ）＝Ｂ，则此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


