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前 宫

    矩阵论是高等学校和研究院、所面向研究生开设

的一门数学基础课。作为数学的一个重要分支，矩阵

理论具有极为丰富的内容;作为一种基本工具，矩阵

理论在数学学科以及其他科学技术领域都有非常广泛

的应用。因此，学习和掌握矩阵的基本理论与方法，

对于研究生来说是必不可少的。

    矩阵论课程的理论性强，概念比较抽象，而且有

独特的思维方式和解题技巧。读者在学习矩阵论课程

时，往往感到概念多、结论多、算法多，对教学内容

的全面理解也感到困难。为了配合课堂教学，使研究

生更好地掌握该门课程的教学内容，我们编写了本书。

    本书根据程云鹏等编的研究生教材 《矩阵论》

(第2版)的内容体系，对矩阵论课程的基本概念、

主要结论和常用方法做了简明扼要的分类总结，对各

章节的课后习题做了详细的解答。根据课程要求精选

了适量的自测题，并附有答案或提示。附录部分收编

了近年来西北工业大学研究生矩阵论课程 (60学时)

的考试试题12套和博士生人学考试试题3套，并做

了详细的解答。本书对于学习矩阵论课程的研究生以

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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及参加博士生人学矩阵论课程考试的有关人员有很好的辅导作用，

对于从事矩阵论教学工作的教师也有一定的参考价值。

    本书由张凯院、徐仲共同编写，张凯院任主编。

    限于水平，书中疏漏和不妥之处在所难免，敬请读者批评

指正。

          编 者

2003年12月于西北工业大学
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菊一幸 线性空间与线性变换

    线性空间是向量空间的推广 .具体的线性空间多种多样，其中

的元素既可以是向量，也可以是矩阵、多项式、函数等;其中的线性运

算既可以是通常的，也可以是特殊的.线性空间的核心内容是线性

变换，它反映了线性空间中元素之间的一种基本联系.

    在有限维线性空间中，借助于基的概念可在元素与列向量之间、

线性变换与方阵之间建立一一对应关系，从而元素的运算能够转化

为列向量的运算，线性变换的运算能够转化为方阵的运算，一般线性

空间中的问题能够转化为列向量空间中的问题.这种转化依赖于三

类特殊的矩阵，即两个基之间的过渡矩阵、线性变换在指定基下的矩

阵、欧氏(酉)空间中基的度量矩阵.

    线性空间中的元素统称为向量，加法运算和数乘运算也使用通

常的运算符号.

一、基 本概 念

    1.线性空间

    线性空间指引进了加法运算和数乘运算且满足8条运算律的某

个数域上的非空集合，通常用V表示((n维线性空间记为V”).

    (1)实行向量空间 R”二{a = (a1 ,a2 ,...,a�)}a,ER}

      实列向量空间 R"={a二(a1,a2,...,an)i'l  a: E R}
      复行向量空间 Cn={a= (a,， a2,-,an) Ia: EC}

      复列向量空间 C" _ {a = (a�a2， ,*-,an)' I a. CZ C)
    (2)实矩阵空间 Rm><二{A=(a,, )mXn}a� E R}
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      复矩阵空间 CmX n“{A=(a,,)二、。Ia, EC)
    (3)实多项式空间

            PnDl={f(t)=ao+alt+⋯+ant" I a, E R}
        复多项式空间

            Pn Ed={ f(t)=ao+alt+⋯+ant" I a, E C}

    2.线性子空间

    线性子空间指线性空间中对加法运算和数乘运算封闭的非空

子集.

    (1)生成子空间span{ x� x2 , ... , xm}或者L(x�x2,..",xm):设V

是数域K上的线性空间，x, E V (i=1,2,""",m)，则

        span{xl ,x2，⋯,xm)=

            {x=k, x,+k2 X2+⋯+kmxm Ik,EK}

    (2)矩阵的值域R(A):设A E CmXn的列向量组为Pi ,RZ，一9P. ,

则

        R (A)=span{尹，，娜，⋯，几}二{y=Ax}x E C"}

    (3)矩阵的零空间N(A):设A E C'x"，则

                  N(A)={xIAx=O,x E C"}

    (4)线性变换的值域R(T):设T是线性空间V的线性变换，则

                  R(T)={y = TX}x E V}

    (5)线性变换的核N(T):设T是线性空间V的线性变换，则

                  N(T)= { x I Tx=O,x E V}

    (6)线性变换的特征子空间V,:设A是线性空间V中线性变换T

的一个特征值，则

                  Vx={xITX=Ax,x E V)

    3.线性空间的基

    线性空间的基指线性空间V中满足下列条件的向量组x1,x2,

,x": ①xl ,x2 ,...,x，线性无关;②任意xEV都可由XI ,x2,...,x"

线性表示.

    (1)向量空间R" (C")的简单基为e1 ,e2,...,e,，其中e:表示第Z
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个分量为1，其余分量为0的n维向量.

    (2)矩阵空间RmXn (CmXn)的简单基为

                    Ell 9E12，⋯ ,E,n ,E2,，⋯,E-

其中，E。表示第i行第i列元素为1，其余元素为0的mXn矩阵.

    (3)多项式空间P'[司的简单基为1,t,...,tn.

    4.两个基之间的过渡矩阵

    过渡矩阵是以线性空间的一个基中各元素在另一个基下的坐标

为列向量构成的方阵.

    (1)表示方法:已知线性空间V”的两个基为(工)X1 ,X2,...,X， ;

(II)y�y2,"  ,yn.设y，在基(I)下的坐标为几0二1,2,---,n)，则
由基(工)改变为基(n)的过渡矩阵为C = (p� P2 ,...,几)，基变换公

式为

                    (y,，⋯，yn)=(xl，⋯,xn)C

                  (x,，⋯, xn)=(y,，⋯,yn)C‘
    〔评注〕 一般地，上式中进行乘法运算时，只能将x:或者y，作为一个“数”

看待，比较等号两端的对应“分量”时，亦将x:或者y，作为一个“数”看待.

    (2)主要特征:两个基之间的过渡矩阵是可逆方阵，它的阶数等

于线性空间的维数.

    5.元素的坐标

    元素的坐标指元素由线性空间的基线性表示时，表示式中的系

数构成的列向量.

    (1)表示方法:设线性空间V”的一个基为x1 ,x2,...,xn，对于任

意x E Vn，有x=a,x,+a2x2十⋯+ anxn，则x在该基下的坐标为

(a, ,a2，⋯，a，)Tfan)  .
    (2)主要特征:元素的坐标是列向量，它的维数等于线性空间的

维数.

    (3)运算转化:设数域K上的线性空间V刀的一个基为x�x2 ,

...,xn，且x,y E V”在该基下的坐标分别为a=(a,， a2f...,an)T和

p=(b,， b2，⋯,b�)T，则
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    1) x十y在该基下的坐标为a十尹;

    2) kx在该基下的坐标为ka(k E K).

    6.线性变换的矩阵

    线性变换的矩阵是以线性空间的基中各元素的像在该基下的坐

标为列向量构成的方阵.

    (1)表示方法:设线性空间V”的一个基为XI ,x2,-,x, ，线性变

换为T，基像组 Tx�Tx2,""",Tx，在该基下的坐标依次为声�执，⋯，

几，则T在该基下的矩阵为A二
                                              def

(药，肠，⋯，几)，且有

T(x,， x2，一，xn)一 (Tx,，Tx2，⋯，Txn)“

(x, 9X2，⋯, xn )A

    (2)主要特征:线性变换的矩阵是方阵，它的阶数等于线性空间

的维数.

    (3)运算转化:设数域K上的线性空间V”的一个基为XI ,x2 ,

...,xn，线性变换T，和兀在该基下的矩阵分别为A和B，则

    1)丁，十爪 在该基下的矩阵为A+B;

    2) kT，在该基下的矩阵为W k E K);

    3) T,T2在该基下的矩阵为AB;

    4)盯，在该基下的矩阵为A-'(若T，为可逆变换).

    7.基的度量矩阵

    度量矩阵是以欧氏(酉)空间的基中第i个元素与第1个元素的

内积为i行3列元素构成的方阵。

    (1)表示方法:设欧氏(酉)空间V”的一个基为XI ,x2 ,...,x,，令

a。=(x,,x,)(i,j二1,2,---,n)，则该基的度量矩阵为A=(a,, ),,;<n
    (2)主要特征:基的度量矩阵是实对称(Hermite)正定矩阵，它

的阶数等于欧氏(酉)空间的维数.

    (3)运算转化:设酉空间V”的一个基为x1 ,x2 ,... ,x,，该基的度

量矩阵为A,x,y E V”在该基下的坐标(列向量)分别为a和p，那么

x与y的内积((x,y) = aT硕.当V”为欧氏空间时，(x,y)二aT邓.
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    8.标准正交基

    标准正交基指欧氏(酉)空间中由两两正交的单位向量构成

的基 .

    (1)构造方法:对欧氏(酉)空间的一个基进行Schmidt正交化可

得正交基，再对正交基进行单位化可得标准正交基.

    (2)主要特征:正交基的度量矩阵是对角矩阵，标准正交基的度

量矩阵是单位矩阵.

    (3)运算转化:设欧氏(酉)空间V”的一个标准正交基为x, , x2 ,

... , xn，且x,y E V”在该基下的坐标分别为a=(a，，a:，⋯，a，)T(a�a2,""",a�)和

声=(b,， b2，⋯, b.)T，则

    1) a,=(x,x,),b,=(y, x,)(i=1，2，⋯,n);

    2) (x,y)=alb,+a2b2+⋯+anb,=(a,声).

二、主要 结论

1.线性子空间

设V,和V:是线性空间V”的两个子空间，则有:

(1)V,门V:和V, +V,是vn的子空间.

(2)一 V,}护        V+V,V,
    (3)dim(V,+V2)=dimV,+dimV:一dim(V,自V2)

    (4)下面四种说法等价:

    1)V, + V:是直和;

    2)V,+V:中零元素的分解式惟一;

    3)V,门V2={0};

    4) dim(V,+V2)=dimV;十dimV2.

    (5)若V, +v:是直和，则将Vl的基与V:的基拼接起来可构成

V, +V:的基.
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    (6)若V, = L(x�x2,""",xm)，则x1,x2,..",x二的最大无关组是

V:的基.

    (7)若V,=L(x, ,x2，⋯, X.) 9V2=L(y1,Y2，⋯,yl)，则
            V,+v:二L(x, ,x2，⋯,Xm ,YI ,Y2，⋯，Yl)

    (8)线性空间V”为欧氏(酉)空间时，V" =V,。Vi.

    (9)设AECm""，则有

    1) [RC4) ]1二N(A")，且Cm=R (A)ON(A" );

    2) ER (A")〕上=N(A)，且C"=R(A")①N(A).
    (10)设v”的一个基为XI ,x2，⋯9x"，则V"二L(x, ,x2，⋯, x").

    2.向童组的线性关系

    设线性空间v"的一个基为xl ,x2 f... ,x"，且Y,y, E V”在该基下

的坐标分别为A和R, (j=1,2,...,m)，则有:
    (1)y可由Yl,Y2,""",Y二线性表示的充要条件是p可由P1 ,P2 9 ... 9

凡线性表示.
    (2)yl,Y2,""",Y，线性相(无)关的充要条件是声，，几，⋯，凡线性

相(无)关.

    (3)y,1,...,y,,为yi,Y2,...,y。的最大无关组的充要条件是
几，，⋯，几，为声，，挑9 ... ,Sm的最大无关组.

    3.坐标变换

    设数域K上的线性空间V，的两个基分别为(工))XI ,x2 ,...,x。和

(II )y�y2,...,yn，且由基(I)改变为基(II)的过渡矩阵为C,x E

V”在基(I)和基(II)下的坐标(列向量)分别为a和口，则有:

    (1)“二C声，夕=C-' a.

    (2)对于Ao E K，存在X:71- 0使得a=plop的充要条件是印=
aaa，即人。为C的一个特征值·

    4.标准正交基

    设欧氏空间Vn 的两个基分别为(I )x� x2 ,...,x。和(II冲，，

Y2 f...,yn，且由基(I)改变为基(II)的过渡矩阵为C，基(工)的度量

矩阵为A，基(II)的度量矩阵为B，则有:
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    (1)B=CAC.

    (2)基(I)是标准正交基的充要条件是A二I.

    (3)若基(I)与基(II)都是标准正交基，则C是正交矩阵.

    (4)若基(I)(或(II))是标准正交基，C是正交矩阵，则基

(II)(或基(I))是标准正交基 .

    5.相似矩阵

    (1)A E CnXn相似于上(下)三角矩阵.

    (2)A E C'”相似于Jordan标准形矩阵.

    MA ECnXn酉相似于上三角矩阵.

    (4)设A E CnXn，则AHA二AA H的充要条件是存在酉矩阵P，使

得PHAP=A(对角矩阵).

    (5)设A E RnX”的特征值都是实数，则ATA=AAT的充要条件

是存在正交矩阵Q，使得QTAQ=A.

    (6)实对称矩阵正交相似于对角矩阵.

    6.方阵的最小多项式

    (1)方阵是其特征多项式的矩阵根.

    (2)方阵的最小多项式整除它的零化多项式.

    (3)方阵的最小多项式与它的特征多项式有相同的零点(不计

重数).

    (4)设n阶方阵A的特征多项为9p (A)，特征矩阵AI一A的n一1

阶行列式因子为D-1 (A)，则A的A/1l%多项式为水(A)一韶;A)D-1 (A)'
(5)设n阶方阵A的全体初等因子为

(.l一A, )kl，⋯，(A一A,) kl1

(又一A,)"，⋯，(又一久2)‘2

(1镇 kl镇

(1越 1,毛

⋯镇k,,)

⋯毛乙2)

(、一、。) r1s，⋯，(*一、,) '   (1 :，(一(rl)
其中,A,,A,,""",A:互不相同，则A的最小多项式为
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        m(A)一(A一A,) k̀' (d一几:)‘2⋯(几一A,) %
    7.线性变换

    设线性空间V”的两个基分别为(I )x, ,x,,...,x，和(II )y,

Y2,...,y.，且由基(工)改变为基(n)的过渡矩阵为C，线性变换T在

基(I)和基(II)下的矩阵分别为A和B,xEV”在基(I)下的坐标

为a，则有:

    (1)dimR(T)= rankA， dimN(T)= n一rankA.

    (2) Tx在基(工)下的坐标为Aa.

      (3)B= C'AC.

    (4) T的特征值与A的特征值相同，T的对应于特征值A的特征

向量在基(I)下的坐标为A的对应于特征值A的特征向量.

    (5)在v"中存在某个基使T在该基下的矩阵为对角矩阵A的充

要条件是，存在可逆矩阵P使P-' AP二A.此时，P是由基(工)改变

为这个基的过渡矩阵.

    (6)T在V”的某个基下的矩阵为对角矩阵的充要条件是T有n

个线性无关的特征向量.

    (7)关于正交变换，下面四种说法等价:

    1) T是欧氏空间V"的正交变换，即对于任意的x E V"，有(TX ,

        了汾)二 (X, x)，

    2)对于任意的x,yEV"，有(TX ,介)=(x,y);

    3)T在V”的标准正交基下的矩阵为正交矩阵;

    4)T将V”的标准正交基变换为标准正交基.

    (8)关于对称变换，下面两种说法等价:

    1) T是欧氏空间V"的对称变换，即对于任意的x,Y E V'，有

      (Tx,y) = (x,Ty);

    2)T在V”的标准正交基下的矩阵为对称矩阵.

    (9)若T是欧氏空间V"的对称变换，则T在V"的某个标准正交
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