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写 在 前 面

一个学生’从小学到中学’再到大学’都有这样的经历(只要学习数

学就离不开解题"这是因为!问题是数学的心脏"’只有通过对数学问题

的解决’才能深入地学习数学"
大家天天都在解题’但是你是否想过’到底什么是解题呢# 这确实

是一个值得思考的问题"
前苏联数学家7)8)雅诺夫斯卡娅指出(!解题就是把题目归结

为已经解过的题""这句话相当深刻"实际上’我们解每一道题’都是把

生题转化和归结为熟题’把复杂题转化和归结为简单题"回顾我们解每

一道题的全部过程大家就会体会到’解题的过程实际上就是在数学解

题思想的指导下!调动数学基础知识和基本技能!采取解题策略!运用

数学方法的思维过程"在解题过程中’如果我们遇到的题目不是标准

化$模式化的题目’就必须发挥思维的创造性去化归题目’研究题目’这

就需要采取一定的策略’因此’在解题的过程中’策略起到一个关键的

作用"
那么’什么是策略呢# 现代汉语词典对这一词条是这样解释的(

!策略是根据形势发展而制定的行动方针和斗争方式""根据这一解释’

我们可以把数学解题策略理解为是为了实现解题目标而采取的行动方

针"数学解题策略不同于数学解题方法’它是把解题思想转化为解题操

作的一座桥梁’是在数学解题思想指导下’决定采取什么样的操作方法

的一种总体决策"解题策略的制定可以帮助我们在解题中探讨如何入

手’如何推进’如何求解’如何深入"因此’解题策略的制定是一种有目

的的思维活动"首先是明确解题的总体方向!然后再按可能的方向缩小

思考的范围!制定符合解题方向的解题途径!进而实现解题操作!因而!

解题策略的选择又是解题目标"解题思想"解题方法和解题效果的统
&&&



一"解题策略以其全局性的指导意义而区别于具体的解题技巧’它是解

题思想转化为解题操作的桥梁"好的解题策略可以优化解题过程’缩短

解题长度’节省探究时间’减少失败次数’从而体现了数学能力和数学

智慧"
解题策略有时又与解题思想分不开’如化归既是解题思想’又是解

题策略’整体化’数形结合等’也都是解题思想和解题策略的统一"
下面仅就解数学竞赛题常用的策略做一些粗浅的探讨’这些策略

是(

&"特殊化策略"

’"一般化策略"

("局部化策略"

6"整体化策略"

+"映射转移策略"
本书主要是通过对例题的研究来介绍解题策略’例题的选择主要

来自各级数学奥林匹克’有不少题目有一定的难度’大部分介绍数学奥

林匹克解题的书都是把题目如何解决作为重点’本书不同的是’把兴奋

点放在题目的解法是如何想出来的’即如何用解题策略来分析题目’探

讨解决思路’提出解题方案"因此’我们在探索每一道例题的解法思路

时’没有写出规范的解法’而是把思考这个题目解法的途径呈现在读者

面前’让读者和作者一起共同经历每一道题目的思维探索过程’作者认

为’这样做对于提高读者的思维水平和解决问题的能力会有益处’而每

道题的规范解法留给读者自己完成"
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一"特 殊 化 策 略

本质是最简单的"
!!!黑格尔

从最简单"最容易认识的对象开始#一点一点逐步上升到对复杂的

对象的认识"
!!!笛卡儿

善于$退%#足够地$退%#退到原始而不失去重要性的地方#是学好

数学的一个诀窍"
!!!华罗庚

在讨论数学问题时#我相信特殊化比一般化起着更为重要的作用"
我们寻找一个问题的答案而未能成功的原因#就在于这样的事实#即有

一些比手头的问题更简单"更容易的问题没有完全解决#这一切都有赖

于找出这些比较容易的问题#并且用尽可能完善的方法和能够推广的

概念来解决它们"
!!!希尔伯特

当我们遇到一些带有一般性的数学问题%如果感到束手无策时%有

时可以采取(退)的策略%即特殊化策略"所谓(退)%可以从复杂退到简

单%从一般退到特殊%从抽象退到具体%从整体退到局部%从空间退到平

面%正如华罗庚先生所说%退到最原始而不失去重要性的地方%把简单

的’特殊的问题搞清楚了%并从这些简单的问题的解决中%或者获得解

题思路%或者提示解题方向%或者发现一般问题的结论%或者得到化归
&&&



为简单问题的途径%从而再(进)到一般问题上来"

&"&!小球分堆问题

让我们看一个小球分堆问题!

!!#例!!!!!$!有"个小球#将它们任意分成两堆#求出这两堆小
球球数的乘积#再将其中一堆任意分成两堆#求出这两堆小球球数

的乘积#如此下去#每次都任选一堆#将这堆任意分成两堆#求出这

两堆球数的乘积#直到不能再分为止!
求证&无论怎样分堆#所有乘积的和不变!

这是一个定值问题%即所有分堆球数乘积的和与分堆方法无关%而
只与球数"有关!
我们可以从简单入手%把"具体化%简单化!
最简单的%可以取"9&%’%(%6%+%我们就从这里开始考虑!
为叙述方便%记这个所有乘积之和为#""#!
"9&时%只有一个球%显然%#"&#9)!
"9’时%两个球分成两堆%每堆一个球%就不能再分了%因此%

#"’#9&,&9&!
"9(时%我们用一个图来表示%!表示三个球%"和#分别表示二
个球和一个球%以下类推% #$$箭头 表示分堆的过程

!!!!! #$$!
#
化归为"9&

#$$$$$$$
的情形

#"&#9)

"
化归为"9’

#$$$$$$$
的情形

#"’#
%
&

’ 9&
所以%#"(#9&,’:&9(!
"96时%有下面不同的分堆方法!

!!!!! #$$$
#
化归为"9&

#$$$$$$$
的情形

#"&#9)

!
化归为"9(

#$$$$$$$
的情形

#"(#
%
&

’ 9(
&’&此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



所以%#"6#9&,(:(9-!
另一种分堆方法是

!!!!! #$$$
"
化归为"9’

#$$$$$$$
的情形

#"’#9&

"
化归为"9’

#$$$$$$$
的情形

#"’#
%
&

’ 9&
所以%#"6#9’,’:&:&9-!
因此%#"6#9-!
"9+时%有下面不同的分堆方法!
第一种分堆方法!

!!!!! #$$%
#
化归为"9&

#$$$$$$$
的情形

#"&#9)

$
化归为"96

#$$$$$$$
的情形

#"6#
%
&

’ 9-
所以%#"+#9&,6:-9&)!
第二种分堆方法!

!!!!! #$$%
"
化归为"9’

#$$$$$$$
的情形

#"’#9&

!
化归为"9(

#$$$$$$$
的情形

#"(#
%
&

’ 9(
所以%#"+#9’,(:&:(9&)!
因此%#"+#9&)!
以上一些特殊情况的试验%使我们能够得到什么启发呢*

以"9+为例%我们对分堆问题进行再思考!
从题目的要求看%最终都是要分成一个球一堆%即把每一对球都被

分割一次!
例如%五个球+$%%%&%’%(,%这里有&)对球!

$%%$&%$’%$(%%&%

%’%%(%&’%&(%’(!
#

假如第一次把它们分成’个一堆和(个一堆%设分为+$%%,为一
堆%+&%’%(,为一堆%则相当于把

+$&%$’%$(%%&%%’%%(,
这-对球在拆堆的过程中被分成两堆%因此两堆球数的乘积’,(9-%

&(&



恰为被拆球对的数目!
第二次如果把+$%%,拆成两堆%则相当于拆球对+$%,为两堆%即

&,&9&!
第三次如果把+&%’%(,拆成+&’,和+(,%则相当于拆了数对

+&(%’(,%即’,&9’!
最后%把+&%’,拆成两堆+&,%+’,%则相当于拆了数对+&%’,%即

&,&9&!
回顾这6次分堆的过程%恰好是把#中的&)对球分成6次拆

对!

第一次!拆$&%$’%$(%%&%%’%%(-
第二次!拆$%-
第三次!拆&(%’(-
第四次!拆&’!
由以上可以看出%把+个球从一堆拆成一个球一堆%恰好是把+个

球中每两个球组成的各对球都拆了一次!我们倒过来看%把(拆对)看成

(组对)%这+个球能组成&’+9&)对%于是%&)就是所有分堆球数乘积

之和!
因此%对"个球%我们可以归纳出分堆球数乘积之和为

#""#9&’"9"
"".&#
’ !

由以上对"9&%’%(%6%+的分析%我们可以猜测出本题的结果%也
可以得到本题解法的思路!
第一种解法%从拆堆入手!
由于任意一对球%一开始两个球总是在一堆中%最终两个球被拆开

了%因此不管怎么分堆%总有一个时刻%这一对球被拆开%分到两堆去%

而这两堆球数之积恰好是这一步拆堆中被拆开的球的对数%因为每一

对球在拆堆过程中%恰恰被拆过一次%所以%所有的乘积之和恰好就是

所有(球对)的数目!
由于"个球%每两个球组成一对球%恰有
&6&



&’"9"
"".&#
’

种方法%所以%所有乘积之和为

#""#9&’"9"
"".&#
’ !

这个数目不随分堆方法的改变而发生变化!
第二种解法%从特殊归纳到一般!
在我们对"9&%’%(%6%+的分拆中%得出

#"&#9)%

#"’#9&%

#"(#9(%

#"6#9-%

#"+#9&)!
以上各数恰为&’&%&’’%&’(%&’6%&’+!
由此猜测%对"个球分堆的结论是

#""#9&’"9"
"".&#
’ !

下面只需用数学归纳法进行证明!
当"9&%’时%猜测是正确的!
假设当"()时%所有分堆乘积之和为&’"!
那么%当"9):&时!
把):&个球分成两堆%一堆为*"*()#个%一堆为):&.* 个%

由题设及归纳假设%有

#"):&#9*&"):&.*#:&’*:&’):&.*

9’*):’*.’*
’:*’.*:)’.’*):*’:).*

’

9)
’:)
’

9)
"):&#
’

9&’):&!
&+&



于是%"9):&时%猜测成立!
由以上%对所有正整数"%猜测成立!
由数学归纳法%所有分堆乘积之和为

#""#9"
"".&#
’ !

第三种解法%用递推方法求解!
先把"个球分成* 个球一堆%".*个球一堆%这两堆球数的乘积

为*"".*#%而把*个球按题意分堆的结果为#"*#%把".*个球按

题意分堆的结果为#"".*#%于是有递推公式

#""#9*"".*#:#"*#:#"".*#! ")#

且#"&#9)%#"’#9&!
对递推公式")#%取*9&%由")#可得

!!!!!!!!#""#9#"".&#:"".&#%

进而有

#"".&#9#"".’#:"".’#%

#"".’#9#"".(#:"".(#%

....

#"’#9#"&#:&
以上诸式相加得

#""#9#"&#:&:’:.:"".&#%

#""#9"
"".&#
’ !

从这个题目的分析和解法中%有些什么启发呢*

对"个球分堆是一个一般性题目%在思考这个题目时%我们是从简

单情形入手%即"9’%(%6%+的情形%用一一试验的方法进行探索%从中

得到了对题目的本质认识%即把"个球分堆%一次一次地分%分得不可

再分%本质上就是把这"个球中所有可能成为一对的球都拆开了%因

此%所有分堆球数的乘积之和就是这"个球%每两个组成一对的所有可

能的结果%即#""#9&’"%这种从简单情形入手的思考%不仅可以猜测出
&-&此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



一般结果%还可以获得解题的思路%这就是上面的解法一%解法二%而第

三种解法则是把"个球分堆问题%化归为比"小的* 个球及".* 个
球的分堆问题%即把一般情形化归为简单情形%而在从递推公式"*#

推导出#""#的表达式过程中%我们实际上又用了对"的特殊分法取

*9&%即把"个球分成&个球一堆和".&个球一堆%从而建立了函数
方程#""#9#"".&#:"".&#%再推出一般结论!
从上面对"个球分堆的研究中%可以看出%我们采用的是一种特殊

化的解题策略%这种策略包括下面几个内容!

&!从简单情形入手-

’!化归为简单情形-

(!着眼于极端情形-

6!考虑特殊对象!
特殊化解题策略的解题思路大致是!

&!’!从简单情形入手

;&波利亚在他的名著/数学与猜想0中有这样一段叙述!

(如果我们要考察一个凸多边形的命题%那么就可以先从正多边形

看起%特殊地%还可以先从正三角形看起%

如果我们要检验某个关于素数的命题%那么就可以先从一些具体

的素数%例如先从&3看起%

如果我们讨论的是一道与一切正整数"有关的命题%那么%最好还
&3&



是先来看"9’和(的情形!)
华罗庚先生曾指出!(先足够地退到我们所最容易看清楚问题的地

方%认透了%钻深了%然后再上去!)

!!#例!!"!!$!在线段$%的两个端点#一个标以红色#一个标以
蓝色#在线段中间插入"个分点#在各个分点上随意地标上红色或
蓝色#这样就把原线段分为":&个不重叠的小线段#这些小线段的
两端颜色不同者叫做标准线段!
求证&标准线段的个数为奇数!

我们从简单入手!
最简单的情形就是在$%之间不插入点%这时$%就是一条标准

线段%即标准线段只有一条%其个数显然是奇数!
其次是在$%之间有一个点%这个点可能是红色%也可能是蓝色%

这时三个点为"红%红%蓝#或"红%蓝%蓝#%由于"红%红#%"蓝%蓝#是非标

准线段%不在考虑之列%当然只有一条标准线段!
再次%在$%之间有两个点%则四点的颜色按顺序有"红%红%红%

蓝#%"红%红%蓝%蓝#%"红%蓝%红%蓝#%"红%蓝%蓝%蓝#%由于相

邻两点同色时为非标准线段%可以不考虑%即可以不把它们看作线段

"或叫作零线段#%则以上四种情况%相应的标准线段的条数依次为&%

&%(%&!
从以上分析%我们可以得到本题的解法!

设$%之间插入"个点%我们再把问题简单化%即着眼于标准线
段%所以只需把非标准线段适当做一些加工!因为非标准线段的两个端

点同色%则把这两个端点重合%即把一切非标准线段都化为零线段%这

时%线段$%上的所有点就成为红’蓝相间的点%而$%%两个端点又是
一红’一蓝%所以标准线段的个数是奇数!
解这个题目时%我们首先从简单情形入手%即研究$% 之间不

插入点%插入一个点%插入两个点时标准线段的计数方法%在具体
&*&



解题时%又把问题简单化%即把非标准线段都化为零线段%从而把

标准线段的计数问题化归为在线段$%上 "包括$%%两点#为红’
蓝相间的点%因此标准线段的个数就是红’蓝相间的线段个数%即

为奇数!

!!#例!!"!"$!求证对任意非负整数"#&4,*":&3是合数!

我们记$""#9&4,*":&3!
为了证明$""#是合数%就要考虑$""#能被哪个素数整除%从而就

可以选定该素数为模进行讨论%那么%究竟选取哪个素数为模呢* 还是

从简单情形进行探索!

"9)时%$")#9&4,*):&39(-%+’,$")#%(,$")#!
当"-&时%$""#9&4,*":&3是奇数%因此%选取以’为模是不

现实的%还要逐一进行分析!

"9&时%$"&#9&4,*&:&39&-4%+&(,$"&#-

"9’时%$"’#9&4,*’:&39&’((%+(,$"’#-

"9(时%$"(#9436+%++,$"(#-

"96时%$"6#933*6&%+(,$"6#-

"9+时%$"+#9-’’-)49&(,63*4(%+&(,$"+#-

"9-时%$"-#964*)3+(%(,$"-#-

"93时%$"3#9(4*6+4)+%+,$"3#!
由以上试验可以看出%"为偶数时%取<=>(%"为6):&")为非负

整数#型的数时%取 <=>&(%"为6):(")为非负整数#型的数时%取

<=>+!
这样%我们就可以把复杂问题分解为几个简单问题%即只要证明

(,$"’)#%&(,$"6):&#%+,$"6):(#
这三个小问题就可以了!
下面是本题的解法%其中的)为非负整数!

&4&



"&#当"9’)时%目标是证明(,$"’)#!
$"’)#9&4,*’):&3!

因为目标明确%所以%我们就朝着$"’)#能被(整除的方向努力!
为此把&4化为&*:&%把&3化为&*.&!

!!!!!$"’)#9&4,*’):&3
9&*,*’):&*:*’).&

9&*"*’):&#:"-(:&#).&

.)!!!!!!"<=>(#!
于是 (,$"’)#!
因此$"’)#是合数!
"’#当"96):&时%目标是证明&(,$"6):&#!

!! !$"6):&#9&4,*6):&:&3
9&(,*6):&:-,*6):&:&(:6

9&("*6):&:&#:6*,-6’):6

.6*"-+.&#’):6

.".&#’),6*:6

9+’

.)!!!!!!"<=>&(#!
于是 &(,$"6):&#%
因此$"6):&#是合数!
"(#当"96):(时%目标是证明与+,$"6):(#!

!!!!$"6):(#9&4,*6):(:&3
9’),*6):(:&+.*6):(:’

..*6):(:’

..+&’,*6):’

..’,"-+.&#’):’

..’".&#’):’

.)!!!!!!"<=>+#!
于是 +,$"6):(#%
&)&&



因此$"6):(#是合数!
由"&#%"’#%"(#可知%对所有非负整数"%$""#9&4,*":&3是

合数!
解这个题目是首先把问题简单化%通过对"9&%’%.%3的讨论%寻

找合数的素约数%因而可以找到适当的模%然后又把这个问题分解为三

个较为简单的问题%从而使题目得到证明!

!!#例!!"!#$!求证&存在无穷多对正整数+#,#满足

+,,’:&#!!,,+’:&!

我们先看简单情形!
从+9&%,9’开始%这时有

&,’’:&%!!’,&’:&!
由于’’:&9+9&,+%则还有

+,’’:&!
还可以有

’,+’:&!
于是又有一对新数"’%+#!
由于+’:&9’-9’,&(%即有

&(,+’:&%

那么%+能整除&(’:&吗* 能1

+,&(’:&!
再出现一对新数"+%&(#!
由于&(’:&9&3)9+,(6%即有

(6,&(’:&!
那么%&(能整除(6’:&吗* 能!

(6’:&9&&+39&(,*4!
即 &(,(6’:&!
这时又出现了一对新数"&(%(6#!

&&&&



同时还有

*4,(6’:&%

又由 *4’:&934’’9(6,’((%

于是有 (6,*4’:&!
这样%又有一对新数出现"(6%*4#!
进而可由’((,*4’:&猜想到下一对新数是"*4%’((#%经验证有

*4,’((’:&!
让我们观察上述各组数

"&%’#%"’%+#%"+%&(#%"&(%(6#%"(6%*4#%"*4%’((#!
这些数我们相当熟悉%因为这些数都在斐波那契"?@A=$B%%@#数列

中出现过!
斐波那契数列+#",是

&%&%’%(%+%*%&(%’&%(6%++%*4%&66%’((%.

我们上面研究的那些数%恰是斐波那契数列的奇数项!
由于斐波那契数列是无穷数列%其奇数项当然也有无穷项!
于是%我们可以设想%如果能够证明

#’".&,#’":(9#’’":&:&%
就有

#’":&,#’":+9#’’":(:&!
由此可以得到

#’":(,#’’":&:&%#’":&,#’’":(:&!
从而数对"#’":&%#’":(#就是所求的数对"+%,#!这样%问题就会得

到解决!
于是%本题转化为证明!对斐波那契数列+#",%有

#’".&,#’":(9#’’":&:&!!""/$)#
我们可以用斐波那契数列的通项公式和递推公式完成这个证明!
第一种证法用斐波那契数列的通项公式

#"9&
槡+

槡&: +" #’

"

. 槡&. +" #’2 3" !
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