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前! ! 言

为规范同等学力人员申请硕士学位的工作，确保学位授予的质量，

国务院学位委员会第十六次会议决定对同等学力人员申请硕士学位增

设学科综合水平全国统一考试。自 !""" 年 " 月 ! 日起，以同等学力申
请硕士学位人员取得相应学科的《学科综合水平全国统一考试合格证

书》，成为其获得硕士学位的必要前提。

进行学科综合水平考试旨在加强国家对授予同等学力人员硕士学

位的宏观质量控制、规范管理，是国家组织的对申请硕士学位的同等学

力人员进行专业知识结构与水平认定的重要环节。!""# 年，我们组织
专家编写并出版了《同等学力人员申请硕士学位控制科学与工程学科

综合水平全国统一考试大纲及指南》，五年来，根据广大考生和有关专

家的建议，我们在总结近几年统一考试经验的基础上，组织有关方面的

专家对本书进行了认真的修订。经过修订的新大纲（第二版）将是今

后几年同等学力人员申请硕士学位控制科学与工程学科综合水平考试

统一命题的依据，是各院校进行有关教学和辅导的参考，也可作为应试

者复习和备考的参考资料。

国务院学位委员会办公室

$%%& 年 ’ 月

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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书书书

矩 阵 理 论

第一部分! 考 试 大 纲

一、线性空间

!" 线性空间的定义与性质
#" 线性相关与线性无关
$" 基、维数与坐标
%" 子空间
二、线性变换

!" 线性变换的定义与运算
#" 线性变换的矩阵
$" 线性变换的核与值域
%" 特征值与特征向量
&" 矩阵的若尔当（’()*+,）标准形
三、欧几里得空间

!" 欧几里得空间的定义与性质
#" 标准正交基
$" 正交变换
%" 对称变换
四、双线性函数与二次型

!" 双线性函数
#" 二次型及其标准形
$" 实二次型的惯性定理
%" 实二次型的正定性
五、矩阵分析

·!·



!" 向量范数与矩阵范数
#" 矩阵分解
$" 函数矩阵的微积分
%" 矩阵序列与矩阵级数
&" 矩阵函数
’" 微分方程组的矩阵解法
六、线性泛函

!" 度量空间
#" 赋范线性空间及有界线性算子
$" 希尔伯特空间

第二部分! 复 习 指 南

第一章! 线 性 空 间

!" 理解线性空间的概念和性质。
#" 理解向量组线性相关及线性无关的定义。
$" 掌握有关向量组线性相关性的重要结论。
%" 能够证明线性相关性的命题。
&" 理解线性空间的基、维数和坐标等概念。
’" 掌握基变换和坐标变换的公式。
(" 了解子空间的概念。
)" 掌握子空间的维数公式。
*" 掌握子空间的直和分解理论。

第二章! 线 性 变 换

!" 理解线性变换的概念。
#" 掌握线性变换的矩阵表示。
$" 掌握线性变换的运算。
%" 了解不变子空间、线性变换的核及线性变换的值域等概念。
·!·



!" 了解空间分解的理论。
#" 会求矩阵的若尔当标准形及变换矩阵，并了解其原理。

第三章! 欧几里得空间

$" 理解内积的概念及欧几里得空间的概念。
%" 理解标准正交基的概念，能够将线性无关的向量组正交规范
化。

&" 了解正交补空间的概念及欧几里得空间的直和分解。
’" 掌握正交矩阵的概念及性质。
!" 掌握正交变换的性质，了解正交变换的几何背景以及正交变换
和正交矩阵的关系。

#" 了解对称变换和对称矩阵的关系。

第四章! 双线性函数与二次型

$" 了解双线性函数的概念。
%" 掌握二次型及其矩阵表示。
&" 掌握用正交变换方法化二次型为标准形的方法。
’" 掌握实二次型的惯性定理。
!" 理解实二次型的正定性概念并掌握其判别法。

第五章! 矩 阵 分 析

$" 了解向量范数和矩阵范数的概念。
%" 掌握矩阵的三角分解、!"分解等。
&" 了解矩阵的奇异值分解。
’" 了解函数矩阵的概念及其运算和性质。
!" 了解函数矩阵的微积分。
#" 了解矩阵序列和矩阵级数判断收敛的条件。
(" 会矩阵函数的幂级数表示。
)" 掌握微分方程组的矩阵分析解法。

·#·此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



第六章! 线 性 泛 函

!" 了解度量空间的基本概念。
#" 了解赋范线性空间的概念。
$" 了解一些常见赋范线性空间（如 !%）的基本性质。

&" 了解线性算子和线性泛函的概念和性质。
’" 了解希尔伯特空间的性质。

第三部分! 思! 考! 题

第一章! 线 性 空 间

!" !( 检验以下集合对于所有指定的加法和数乘运算是否构成线
性空间：

（!）全体 "阶对称矩阵对于矩阵的加法和数乘；
（#）平面上全体向量，两个运算（记作!和 "）定义为

!!" ) ! * "，# "! $ % #!
（$）全体正实数 ! +，两个运算定义为

&!’ $ &’，# "& $ &#

!" #( 判断下列向量组的线性相关性
!! )（!，#，#，$）

,，!# )（#，’，* !，&）
,，!$ )（!，&，* -，* !）

,

!" $( 求下列向量组的秩及一个极大线性无关组，并将其他向量用
极大线性无关组线性表示

!! )（!，* !，#，&）
,，!# )（.，$，!，#）

,，!$ )（$，.，/，!&）
,

!& )（!，* !，#，.）
,，!’ )（#，!，’，.）

,

!" &( 设 !!，!#，!$ 线性无关，证明 !! + !#，!# + !$，!$ + !! 也线性

无关。

!" ’( 证明 "维向量 !!，! #，⋯，!" 线性无关的充分必要条件是它

们可以表示任何一个 "维向量。
!" 0( 求矩阵 !的秩
·(·



! !
" " # $ # % "
$ " " % $









" & # ’ # ( "

") *+ 设 !是 !阶幂等矩阵，即 !, !!，证明秩（!）-秩（! # "）! !。
") (+ 在四维空间 " 中，求由基 !"，!,，!$，!% 到基 ""，",，"$，"% 的

过渡矩阵。

!" !（"，"，"，"）.，!, !（"，,，"，"）.

!$ !（"，"，,，"）.，!% !（"，$，,，$）.

"" !（"，/，$，$）.，", !（ # ,，# $，# &，# %）.

"$ !（,，,，&，%）.，"% !（ # ,，# $，# %，# %）.

") ’+ 设

#"" !
" /[ ]/ /
，#", !

/ "[ ]/ /
，#," !

/ /[ ]" /
，#,, !

/ /[ ]/ "

$"" !
/ "[ ]" "
，$", !

" /[ ]" "
，$," !

" "[ ]/ "
，$,, !

" "[ ]" /
证明 $""，$",，$,"，$,,是 #,（!）的一组基，并求它到 #""，#",，#,"，#,,的过
渡矩阵；再求

! !
/ "[ ], # $

在这两组基下的坐标。

") "/+ 设 %" ! $（#"，#,，#$），%, ! $（$"，$,，$$），其中

#" !（"，"，"，/）.，#, !（"，,，$，%）.，#$ !（,，"，$，"）.

$" !（&，0，*，(）.，$, !（$，%，&，0）.，$$ !（,，$，%，&）.

试求 %"#%,，%" -%, 的基与维数。

") ""+ 证明每个 !维线性空间都可以表示成 !个一维子空间的直
和。

") ",+ 证明 &!（’）% (&!（’）!%，其中
(&!（’）! ! 1!$&!（’），!

. !{ }! ，% ! ! ) !$&!（’），!
. ! #{ }!

·&·



第二章! 线 性 变 换

!" #$ 设 ! 是数域 " 上的一个一维向量空间，试证 ! 到自身的映
射 !为线性变换的充分必要条件是，对任何 !$!，都有 !（!）# "!，其
中 "$"是一个常数。

!" !$ 设 "#，"!，⋯，"$ 是线性空间 ! 的一组基，! 是 ! 上的线性变
换，证明 !可逆，当且仅当 ! "#，! "!，⋯，! "$ 线性无关。

!" %$ 在线性空间 "$［%］中，线性变换 !& !&（%）’ &’（%），%&（%）$
"［%］，求 !在基

#，%，%
!

! ，⋯，
%$ ( #

$ ( #
下的矩阵。

!" )$ 设

! ’
* "
#[ ]*

已知 " ( #，# ( #存在，求 ! ( #。

!" +$ "，$分别是 $ ,(和 ( , $矩阵，证明

-./
% $[ ]" %

’ -./（% ( "$）’ -./（% ( $"）

!" 0$ 设 "#，"!，"%，") 是四维线性空间 ! 的一组基，已知线性变换
!在这组基下的矩阵为

# * ! #
( # ! # %
# ! + +











! ( ! # ( !

（#）求 !在基 ## ’ "# ( !"! 1 ")，#! ’ %"! ( "% ( ")，#% ’ "% 1 ")，#)

’ !") 下的矩阵；

（!）求 !的核与值域；
（%）在 !的核中，选一组基，将它扩充成 !的一组基，并求 !在这
组基下的矩阵；

·)·



（!）在 !的值域中，选一组基，将它扩充成 !的一组基，并求 !在
这组基下的矩阵。

"# $% 设 !是可逆线性变换，证明
（&）!的特征值一定不为零；
（"）如果 "是 !的特征值，那么 & ’ "是 ! ( &的特征值。

"# )% 已知

! *
$ ! ( &
! $ ( &

( ! ( !









"

的特征值为 "& * +（二重），"" * &"，求 "，并求对应的特征向量。
"# ,% 若 !是 !的属于特征值 "- 的特征向量，证明

（&）!是 !# 的属于特征值 "#
- 的特征向量；

（"）对多项式 $（"），!是 $（!）的属于特征值 $（"-）的特征向量。

"# &-% 设

! *
& ! "
- ( + !









- ! +

求 !#。

"# &&% 设

! *
& - "
- & "









" " ( &

求正交矩阵 "和对角阵 #，使得 " ( &!" *#。
"# &"% 设 !是 %阶对称幂等阵（即 !" * !）。
（&）证明存在正交矩阵 "，使得 " ( &!" * ./01（&，&，⋯，&，-，⋯，

-）；
（"）若秩（!）& ’，试计算 .23（! ( "$）。
"# &+% 设 !是复数域上的 %维线性空间，线性变换 ! 在基 "&，""，

"+，"! 下的矩阵是一个若尔当块

·(·此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



! !
! &
& !











!

证明（!）!中包含 !" 的 "的不变子空间只有 !自身；
（"）!中任何非零的 "的不变子空间都包含 !!；
（#）!不能分解为两个平凡的 "的不变子空间的直和。
"$ !%& 设 "$#（!"），"在基 !!，!" 下的矩阵是

" ’ ([ ]! ’ "
写出所有 "的不变子空间。

"$ !(& 设

! )
’ % " !*
’ % # +









’ # ! +

求 !的若尔当标准形 "，并求可逆矩阵 #，使得 # ’ !!# ) "。

第三章! 欧几里得空间

#$ !& 在 !" 中，设 " )（#!，#"）
,，# )（$!，$"）

,，令（"，#）) %!$! ’
%!$" ’ %"$! - #%"$"，试证明（"，#）是 !

" 的内积。

#$ "& 已知 "! )（!，"，’ !，!）,，"" )（"，#，!，’ !）,，"# )（ ’ !，
’ !，’ "，"）,。
（!）求 "!，""，"# 的长度及彼此间的夹角；

（"）求与 "!，""，"# 都正交的向量。

#$ #& 根据如下向量用施密特正交化方法构造标准正交向量组
（!，"，"，’ !）,，（!，!，’ (，#）,，（#，"，.，’ +）,

#$ %& 设 ! 为 " 阶正定矩阵，对 !" 中任意两个向量 "和 #，定义
（"，#）) ",!#，证明（"，#）是内积运算，并求 !" 在自然基下的度量矩

阵。

#$ (& 设 !是 "维欧几里得空间，"’*，证明 & ’｛# $ #$!，（"，#）
·(·



!"｝是 !的子空间，且维数为 " # $。
%& ’( 设 !$，!)，!% 是欧几里得空间 !的一组标准正交基，试求将 !$

变成
)
% !$ *

)
% !) #

$
% !%，将 !) 变成

)
% !$ #

$
% !) *

)
% !% 的正交变换。

%& +( 证明对称变换 !的不变子空间的正交补也是 ! 的不变子空
间。

第四章! 双线性函数与二次型

,& $( 在 !% 中，设 ! !（#$，#)，#%）
-，" !（$$，$)，$%）

-，令

%（!，"）! #$$$ * #)$) # #%$%

证明 %是对称双线性函数，并求它在基（$，"，"）-，（$，$，"）-，（$，$，$）-

下的矩阵。

,& )( 求正交线性替换 " ! #$，化实二次型
%#)

$ * %#)
% * ,#$#) * .#$#% * ,#)#%

为标准形。

,& %( 判断二次型
&（#$，#)，#%）! +#)

$ * #)
) * #)

% # )#$#) # ,#$#%

是否正定二次型。

,& ,( 问参数 ’满足什么条件时，二次型
&（#$，#)，#%）! #)

$ * )#)
) * %#)

% * ’#$#) * ’#$#% * #)#%

正定？

,& /( 设 %是 "阶实对称阵，已知 %半正定，试证明
（$）012（% * &）($；
（)）等号成立的充分必要条件是 % ! "。

第五章! 矩 阵 分 析

/& $( 设 % !

$ , "

" $ "








" % $

，试用消去法求出 %的 ()分解。

·*·



!" #$ 设 ! %

& & &

# ’ (








# & &

，试对 !作 !"分解。

!" ’$ 设 "（ #）%
$# (

## $ )[ ]# ，求*" ) &（ #）
*# 及

*"（ #）
*( )#

) &

。

!" +$ 设 ! %
& ( #
( ) & (









( + #
，求 $!。

!" !$ 设 ! %
) ! & +
) &# ’ ,









) - & !
，求微分方程组

*%（ #）
*# & !%（ #）的一般

解。

第六章! 线 性 泛 函

-" &$ 设 ’.是有界实数列 # %｛%&，⋯，%(，⋯｝全体按通常的线性运

算所成的线性空间。对于 #$’.，令
)#) % /01

)
%) ，# %（%&，⋯，%(，⋯）

证明 ’.依)#)成为赋范线性空间。
-" #$ 在二维空间 !# 中，对每一点 $ &（%，*），令

)$) % 234 % ，{ }* ，证明)·)是 !# 中的一个范数。

（&）问点集 + & $ )$){ }5 & 是什么点集？
（#）置 %& %（&，(），%# %（(，&）。证明以原点 , %（(，(）及 %&，%# 为
顶点的三角形在此范数所确定的距离之下是等边三角形。

-" ’$ 设 !( 是 (维实向量空间，在 !( 中取一组基 %&，%#，⋯，%{ }( ，

相应于任意一个 ( - (矩阵（ #! "），作 !
(*!( 的算子 &如下：当# % +

(

" & &

%"%" 时，

’ % &# % +
(

! & &
*!%!

·./·



而 !! ! +
"

" # "
$! "%"，! ! "，#，⋯，"。试说明 ! 是一个线性算子。又如果

规定向量 " ! +
"

" # "
$!#" 的范数为)") ! %&$

"
%" ，求出算子 !的范数。

’( )* 设 &# 是满足条件+
+

" # "
%"

# , +的数列｛%"｝全体按通常的线

性运算所成的线性空间，当

" !（%"，%#，⋯，%"，⋯）$&#，$ !（!"，!#，⋯，!"，⋯）$&#

时，规定（"，$）! +
+

’ # "
%’ !’。试证明这样定义的（·，·）确实满足内积

的三个条件，&# 是一个希尔伯特空间。

第四部分! 参 考 书 目

"( 俞正光，李永乐，詹汉生-线性代数与解析几何-北京：清华大学出版
社，"../

#( 俞正光，李永乐，吕志- 理工科代数基础- 北京：清华大学出版社，
"../
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控 制 理 论

第一部分! 考 试 大 纲

一、控制系统的数学模型

!" 单输入单输出系统的传递函数及输出响应
#" 状态，状态空间，系统的状态空间描述，系统的坐标变换
$" 状态转移矩阵
%" 各类数学模型的推导及转换
&" 传递函数矩阵的计算
’" 状态方程的求解和运动分析
(" 预解矩阵和矩阵指数
二、控制系统的稳定性分析

!" 系统的稳定性，稳定裕量
#" 渐近稳定，李雅普诺夫稳定性，)*)+稳定性
$" 由传递函数判别系统的稳定性
%" 李雅普诺夫稳定性定理及其应用
三、单输入单输出系统的串联校正

!" 串联校正与局部反馈
#" 超前校正，滞后校正，滞后超前校正
$" 典型串联校正的基本原理及设计
四、线性时不变系统的代数结构分析

!" 可控性与可观性
#" 可控规范型，可观规范型，若尔当规范型，特征值规范型
$" 可控性分解，可观性分解
%" 可控子空间，不可观子空间
·!"·



!" 对偶原理
#" 实现，最小实现
五、线性系统的综合与状态观测器

$" 状态反馈，输出反馈
%" 反馈对可控性和可观性的影响
&" 极点配置，单输入系统的极点配置，闭环可镇定
’" 状态重构，全维观测器，降维观测器，重构状态反馈系统
六、最优控制

$" 古典变分法与最优控制
%" 极大值原理
&" 线性二次型调节器
( ( !" 对偶原理
#" 实现，最小实现
五、线性系统的综合与状态观测器

$" 状态反馈，输出反馈
%" 反馈对可控性和可观性的影响
&" 极点配置，单输入系统的极点配置，闭环可镇定
’" 状态重构，全维观测器，降维观测器，重构状态反馈系统
六、最优控制

$" 古典变分法与最优控制
%" 极大值原理
&" 线性二次型调节器

!"#$%& ’ ( )

第一章! 控制系统的数学模型

$" 了解状态变量、系统的阶、状态向量等概念。
%" 熟练列写各状态变量的一阶微分方程组，并写成状态空间表达
式。

·!"·此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


