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内 容 提 要

　　本书系统介绍了孤立子理论中的Ｄａｒｂｏｕｘ
变换方法及其在微分几何中的应用，所介绍的

内容大部分是三位作者近年来的研究成果．书
中的第１、２、３章分别叙述了１＋１维、１＋２维
和高维Ｄａｒｂｏｕｘ变换的一般理论和许多具体
的例子，第４、５两章叙述Ｄａｒｂｏｕｘ变换在微分
几何中的曲面论和调和映照中的应用．本书的
中心是对具有Ｌａｘ对的非线性偏微分方程给
出显式的（通常是纯代数的）、一般的求解方法．
本书只假定读者具有大学数学系本科的分析、

代数和几何的基础，为了读者阅读方便，第４、５
章尽可能体现独立的叙述系统，使特别对几何

有兴趣的读者也可以直接阅读其内容．本书可
作为研究生的教材，也可供高等学校数学系和

物理系研究生及有关的科研人员参考．



出版说明

　　科学技术是第一生产力．２１世纪，科

学技术和生产力必将发生新的革命性突破．

为贯彻落实“科教兴国”和“科教兴市”

战略，上海市科学技术委员会和上海市新

闻出版局于２０００年设立“上海科技专著出

版资金”，资助优秀科技著作在上海出版．

本书出版受“上海科技专著出版资金”

资助．

上海科技专著出版资金管理委员会

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



《 前沿丛书》序

人类文明发展的长河正浩浩荡荡地流向又一个千年，在世界格局的

综合国力竞争中，基础研究的发展水平已经成为一个民族的智慧、能力和

国家科学技术进步的基本标志之一．

基础研究是人类对未知世界的探求，它在各门学科的前沿上展开，以

认识客观世界的物质结构、各种基本运动形态和运动规律为己任，它的重

大发现常常带来社会生产的革命性变化．

基础研究在科学前沿向未知领域迈进的每一步，都有赖于创新，创

新是基础研究的灵魂，而创新需要很高水平的理论思维．正如１９世纪

的一位伟人所说，一个民族想要站在科学的最高峰，就一刻也不能没有

理论思维．

自然科学的理论来自关于自然现象和探索实践认识的总结．这种总

结通过去粗取精、去伪存真、由此及彼、由表及里的过程，实现关于自然规

律认识的飞跃，在人类认识自然的知识体系上编织出新的结点．这样的结

点往往又是在新的高度编织下一个结点的支撑点．一个民族想要攀登到

科学的最高峰，进行高水平的理论思维，既需要一批批科学家不懈地在科

学前沿上探索，也需要他们不断地进行这种实现认识上飞跃的总结．

著书立说，对一个专题或一个领域的研究成果，进行去粗取精、去伪

存真、由此及彼、由表及里的总结，使之系统化、理论化，是提高理论思维

水平和持续创新能力的必须．在攀登科学高峰的历程中，一部好的基础科

学学术著作常常能为众多继续向上攀登的人们提供一块坚实的平台．因



此，出版好基础性研究领域的学术著作，是一件十分有意义的工作．

《 》杂志的编者和出版者，自１９１５年《 》创刊以来，始终以传播

科学为己任，在办好刊物的同时，积极地参与出版科学著作这件有意义的

工作．在２０世纪的最后五年，《 》的出版者———上海科学技术出版社

推出了一套《 专著丛书》，出版了１４部专著，受到了科学界和出版界

的欢迎和好评．

我高兴地看到，在迎来２１世纪之时，作为上述努力的继续，该社又推

出这套《 前沿丛书》，着重于从基础性研究的前沿交叉领域选题，出版

学术著作．我期望，这套丛书的编者、作者和出版者能通力合作，通过自己

的辛勤劳动，以一部部精心选题、精心著述、精心编辑、精心出版的著作，

参与铺筑通向中国科学再度辉煌的大道！

（《 》杂志编委会主编）

２００１年元旦

２ 孤立子理论中的达布变换及其几何应用



本　书　序
孤立子理论是非线性科学的一个重要方向，它既反映一类非常稳定

的自然现象，例如江河中的某一类水波、光纤中的光信号传播等等，体现

了一大类非线性相互作用的若干特征，并为许多应用问题（如光孤子通

讯）提供了启示．另一方面，这一理论又为非线性偏微分方程提供了求显

式解的方法，因而受到物理学界和数学界的充分重视．

非线性偏微分方程的求解是各门科学中都会遇到的问题，难度很大，

一般说来，只有在非常特殊的情况下，才可能求得有显式表达式的准确

解．但出人意料，对于许多孤立子方程，已有多种显式求解的方法，其中最

常见的有反散射方法和Ｂｃｋｌｕｎｄ变换等．前者利用非线性偏微分方程的

Ｌａｘ对和常微分方程的谱理论，把Ｃａｕｃｈｙ问题化为求解线性积分方程，

在退化核的情况下，能给出显式的解．后者是以已知解为种子，导出一

个完全可积的偏微分方程组，从而给出一个新解．在具体实施中，还可

利用多个有一定关系的已知解给出一个新解的显式表达式，称为“非线

性迭加公式”．

但是，当积分方程的核非退化时，解的显式表达式是很难得出的，非

线性迭加公式也只是在相当特殊情形才能出现．到７０年代后期，人们又

注意到，Ｄａｒｂｏｕｘ（达布）在一个世纪以前所提供的处理二阶常微分方程

谱问题的一个方法对于非线性偏微分方程的显式求解有很重要的作用，

从而该方法在孤立子和可积系统理论的研究中，越来越为人们所注意，并

得到迅速发展，这便是Ｄａｒｂｏｕｘ变换法．关于Ｄａｒｂｏｕｘ变换的前期工作，

可见文献［５７］．

本书的目的是想进一步阐述Ｄａｒｂｏｕｘ变换，并介绍其几何应用．主要

内容有：



一、将Ｄａｒｂｏｕｘ变换用矩阵形式表述，从而可以说明Ｄａｒｂｏｕｘ变换实

质上就是带谱参数的规范变换，并且给予Ｂｃｋｌｕｎｄ变换以显式的形式．

二、用普适的、纯代数的算法构作Ｄａｒｂｏｕｘ阵．

三、把Ｄａｒｂｏｕｘ变换推广到２个和多个空间变量的情形，构作了具

有弹性散射性质的高维时空的孤立子，包括完全局域化的孤立子．对２个

空间变量的情况，还构作了微分算子形式的Ｄａｒｂｏｕｘ算子，对高维时空的

情况，提出了广义的自对偶杨Ｍｉｌｌｓ流这一更为广泛的可积系统．

四、把Ｄａｒｂｏｕｘ变换应用于一系列的几何问题，得到显式的和普适

的解法，阐明了Ｌａｘ对的几何意义．Ｌａｘ对不仅是求解微分方程的辅助工

具，而且是所要寻求的几何对象．我们所叙述的几何问题包括：欧氏空间

Ｒ３ 和 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ空间Ｒ２，１的各种类型的Ｂｃｋｌｕｎｄ线汇、常曲率曲面和

常平均曲率曲面的构作、射影空间Ｐ３ 中的苏链、Ｒ２ 和Ｒ１，１到各种类型的

“球面”和群Ｕ（Ｎ）的调和映照以及酉子解的纯代数算法构作等．

本书的第１、２、３章叙述Ｄａｒｂｏｕｘ变换的一般理论和某些有代表性

的具体的例子，第４、５章叙述Ｄａｒｂｏｕｘ变换对曲面论及调和映照的应

用．本书只假定读者具有大学数学系本科的数学分析、代数和几何的基础

知识，为了读者阅读方便，我们使第４、５章尽可能体现独立的叙述系统，

使特别对几何有兴趣的读者也可以直接阅读其内容．

本书的主体内容由作者在这一领域中一系列的研究成果所构成，这

些研究工作得到了国家攀登计划项目“非线性科学”、国家基础研究９７３

项目“非线性科学”、国家自然科学基金会重点项目“整体微分几何和物理

应用”、国家自然科学基金会青年基金、教育部博士点基金、跨世纪优秀人

才基金、上海市科委、教委科研基金的支持，是在教育部复旦大学非线性

数学模型和方法开放实验室、复旦大学数学研究所中完成的．

作者感谢上海科学技术出版社为出版本书所作的努力．

作　者

１９９８年７月于复旦大学

２ 孤立子理论中的达布变换及其几何应用
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再 版 小 记

本版对初版的内容作了若干修订，主要是对 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ空间补充了

类时的伪球线汇和类时正常曲率空间的主曲率为虚的情形，又对酉子解

的Ｄａｒｂｏｕｘ变换性质作了较为仔细的说明，改正了一些疏漏之处．

作　者

２００４年４月于复旦大学
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第１章　１＋１维可积系统
本章从最原始的Ｄａｒｂｏｕｘ（达布）变换开始，叙述 ＫｄＶ方程、ＭＫｄＶ

方程的Ｄａｒｂｏｕｘ变换的经典形式，然后就转向于 ＡＫＮＳ系统（及其扩

充）的Ｄａｒｂｏｕｘ变换，它的作法具有很高的普适性．同一般文献中所讨

论的不一样，这里所讨论的可以是系数和ｔ有关的偏微分方程．我们
所介绍的Ｄａｒｂｏｕｘ阵可用纯代数的算法构作而成，并且对这种系统中

的任何方程都是统一的．本章中还讨论化约系统的Ｄａｒｂｏｕｘ变换以及

Ｄａｒｂｏｕｘ变换与反散射方法的关系等，说明在未知函数的反散射数据

表示下，Ｄａｒｂｏｕｘ变换实际上是添加或减少一个解中所含的孤立子

（离散谱）．

§１．１　ＫｄＶ方程、ＭＫｄＶ方程及其Ｄａｒｂｏｕｘ变换

１．１．１　原始的Ｄａｒｂｏｕｘ变换

１８８２年，Ｇ．Ｄａｒｂｏｕｘ［１３］研究了一个二阶线性常微分方程（现在称之

为一维Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程）的特征值问题）

－ｘｘ －ｕ（ｘ）＝λ， （１．１）

式中ｕ（ｘ）是给定的函数，称为势函数，λ是常数，称为谱参数．Ｄａｒｂｏｕｘ
发现了下面的事实：设ｕ（ｘ）和（ｘ，λ）是满足（１．１）式的两个函数，对任
意给定的常数λ０，令ｆ（ｘ）＝（ｘ，λ０），即ｆ是（１．１）式当λ＝λ０ 时的一
个解，则由

　　）　在本书中常用关于ｘ，ｔ等的下标来记偏导数，并假设一切遇到的函数在其定义域内
均为连续的，而且可微分到所需要的阶次．

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



ｕ′＝ｕ＋２（ｌｎｆ）ｘｘ，

′（ｘ，λ）＝ｘ（ｘ，λ）－ｆｘｆ
（ｘ，λ）　

（１．２）

所定义的函数ｕ′，′一定满足和（１．１）式同样形式的方程

－′ｘｘ －ｕ′′＝λ′． （１．３）

这样，这个借助于特解ｆ（ｘ）＝（ｘ，λ０）所作的变换（１．２）式将满足
（１．１）式的一组函数（ｕ，）变化为满足同一方程的另一组函数（ｕ′，′），
这就是最原始的Ｄａｒｂｏｕｘ变换

（ｕ， →） （ｕ′，′）， （１．４）

在ｆ≠０处它是有效的．

１．１．２　ＫｄＶ方程的Ｄａｒｂｏｕｘ变换

１８８５年，荷兰的应用数学家Ｋｏｒｔｅｗｅｇ和ｄｅＶｒｉｅｓ导出了一个水波
运动的非线性偏微分方程，现称为ＫｏｒｔｅｗｅｇｄｅＶｒｉｅｓ方程（ＫｄＶ方程）．
２０世纪６０年代中，人们［６６］发现ＫｄＶ方程与上述Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程有着
密切的联系．具体说来，ＫｄＶ方程

ｕｔ＋６ｕｕｘ＋ｕｘｘｘ ＝０ （１．５）

是关于的线性方程组

－ｘｘ －ｕ＝λ

ｔ ＝－４ｘｘｘ －６ｕｘ－３ｕｘ
烅
烄

烆 
（１．６）

（称为ＫｄＶ方程的Ｌａｘ对）的可积条件，这时ｕ和都应看成ｘ和ｔ的函
数，这里可积条件的意义是：由（１．６）式的第一式得出ｘｘ ＝（－λ－ｕ），
然后计算（ｘｘ）ｔ，又由（１．６）式的第二式中计算（ｔ）ｘｘ，两者相等（对任何λ）的
充要条件是ｕ满足ＫｄＶ方程（１．５）式．
进一步的研究［７７］发现Ｄａｒｂｏｕｘ变换（１．２）式也适用于 ＫｄＶ方程，

这个变换中的函数（ｕ，）还依赖于ｔ，且满足（１．６）式，这个变换不但保持
（１．６）式中第一式的形式不变，即

－′ｘｘ －ｕ′′＝λ′ （１．７）

２ 孤立子理论中的达布变换及其几何应用



成立，而且（ｕ′，′）还满足（１．６）式的第二式，因而ｕ′满足（１．６）式的可积
条件，即ｕ′也是ＫｄＶ方程的解．这样，如果已知ＫｄＶ方程的一个解ｕ，通
过解线性方程组（１．６）式得到（ｘ，ｔ，λ）．取λ的一个值λ０ 得到ｆ（ｘ，ｔ）

＝（ｘ，ｔ，λ０），ｕ′＝ｕ＋２（ｌｎｆ）ｘｘ 就给出ＫｄＶ方程的一个新的解，而
（１．２）式给出的′则为ｕ′相应的Ｌａｘ对的解．这就为作ＫｄＶ方程的新解
提供了非常好的方法．上述这些事项可以通过初等的运算进行验证．在后
文中，会有更一般的方法来得到很普遍的结果．
为了从ＫｄＶ方程的一个已知解ｕ得到它的新解ｕ′，现在只需要解线

性方程组（１．６）式得出，然后通过显式运算（１．２）式就可以得到ＫｄＶ方
程的大量特解．不但如此，这个变换还可以继续进行下去，因为′也已经
具备，这时就不再需要解线性方程组（１．６）式，而由显式的算法可得出
（ｕ″，″）等等：

（ｕ， →） （ｕ′，′ →） （ｕ″，″ →） ⋯．

这样，就把Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程的Ｄａｒｂｏｕｘ变换推广为 ＫｄＶ方程的 Ｄａｒ
ｂｏｕｘ变换．应该指出，它的基本思路是：利用非线性方程的一个解及其

Ｌａｘ对的解，用代数算法及微分运算来得出非线性方程的新解和Ｌａｘ对
相应的解．还应该指出，（１．２）式只在ｆ≠０时有效，如遇到ｆ＝０，Ｄａｒ
ｂｏｕｘ变换会产生奇性．

注１．１　如令ψ１＝，ψ２＝ｘ，Ψ＝
ψ１

ψ

烄

烆

烌

烎２
，那么Ｌａｘ对（１．６）式可写

成矩阵形式

Ψｘ ＝
０　 １

－λ－ｕ　

烄

烆

烌

烎０
Ψ，

Ψｔ ＝
ｕｘ ４λ－２ｕ

－４λ２－２λｕ＋ｕｘｘ ＋２ｕ２ －ｕ
烄

烆

烌

烎ｘ
Ψ．

（１．８）

也可以把（１．２）式改写成关于Ψ 的变换式．在后文中会进一步讨论这种
矩阵形式的Ｄａｒｂｏｕｘ变换．

１．１．３　ＭＫｄＶ方程的Ｄａｒｂｏｕｘ变换

Ｄａｒｂｏｕｘ变换方法可推广到其他许许多多的方程，如 ＭＫｄＶ方程、
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ｓｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程等［７６］．下面先以 ＭＫｄＶ方程为例讨论此问题，在以后

各节中再讨论更一般的问题．

ＭＫｄＶ方程
ｕｔ＋６ｕ２ｕｘ＋ｕｘｘｘ ＝０ （１．９）

是超定线性方程组

Φｘ ＝ＵΦ ＝
λ　 ｕ

－ｕ　 －
烄

烆

烌

烎λ
Φ

Φｔ ＝ＶΦ

＝
－４λ３－２ｕ２λ －４ｕλ２－２ｕｘλ－２ｕ３－ｕｘｘ

４ｕλ２－２ｕｘλ＋２ｕ３＋ｕｘｘ ４λ３＋２ｕ２
烄

烆

烌

烎λ

烅

烄

烆
Φ

（１．１０）

的可积条件［１，８５］，即（１．９）式为使得Φｘｔ ＝Φｔｘ 成为恒等式的充要条件．
方程组（１．１０）式称为（１．９）式的Ｌａｘ对，λ称为谱参数，Φ表示一个二元
的列向量或２×２阵．

ＭＫｄＶ方程的Ｄａｒｂｏｕｘ变换可以有多种导出的方法，现在指出其中

的一种，主要是把Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程（１．１）式适当地“复化”而导出 ＭＫｄＶ
方程的Ｄａｒｂｏｕｘ变换．

记（１．１０）式的列向量解Φ＝
１


烄

烆

烌

烎２
，则（１．１０）式的第一式即

１，ｘ ＝λ１＋ｕ２，

２，ｘ ＝－ｕ１－λ２．
（１．１１）

令ψ＝１＋ｉ２，并设λ为实参数，ｕ为实值函数，那么ψ满足

ψｘｘ ＝λ
２
ψ－（ｉｕｘ＋ｕ

２）ψ， （１．１２）

这是一个复的Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程，势函数为（ｉｕｘ＋ｕ２）．可以直接验证，如
果ｕ是 ＭＫｄＶ方程的一个解，那么

ｗ＝ｉｕｘ＋ｕ２

是ＫｄＶ方程
ｗｔ＋６ｗｗｘ＋ｗｘｘｘ ＝０
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的一个复值解．从 ＭＫｄＶ方程的解ｕ到 ＫｄＶ方程的解ｗ 的变换称为

Ｍｉｕｒａ变换．
注１．２　如果令ｖ＝ｉｕ，（１．９）式就写成形式

ｖｔ－６ｖ２ｖｘ＋ｖｘｘｘ ＝０， （１．９′）

这时 Ｍｉｕｒａ变换就成为
ｗ＝ｖｘ－ｖ２．

如果ｖ是（１．９′）式的实值解，那么ｗ是ＫｄＶ方程的实值解．

取实数λ０ 及（１．１２）式当λ＝λ０ 时的解ｆ＝ｆ１＋ｉｆ２，这时
ｆ１

ｆ
烄

烆

烌

烎２
是

（１．１１）式当λ＝λ０ 时的解，从ＫｄＶ方程的结果知道，作如下的Ｄａｒｂｏｕｘ
变换：

ψ′＝ψｘ－（ｆｘ／ｆ）ψ，　ｗ′＝ｗ＋２（ｌｎｆ）ｘｘ， （１．１３）

那么ψ′和ｗ′满足（１．１２）式，ｗ′满足ＫｄＶ方程，并且可以证明，存在相应
的ｕ′满足 ＭＫｄＶ方程．现在要把ｕ′的表达式显式地导出来．
利用（１．１１）式，用分量写出来，（１．１３）式的第一式就是

′１＋ｉ′２ ＝λ１－ｉλ２－λ０ｆ
－

ｆ
（１＋ｉ２）． （１．１４）

如果取λ，λ０ 为实数，那么１，２ 也可取为实函数，从而（１．１４）式就可写为

′１

′
烄

烆

烌

烎２
＝
λ－λ０ｆ

２
１－ｆ２２
ｆ２１＋ｆ２２

－λ０ ２ｆ１ｆ２ｆ２１＋ｆ２２

λ０ ２ｆ１ｆ２ｆ２１＋ｆ２２
－λ－λ０ｆ

２
１－ｆ２２
ｆ２１＋ｆ

烄

烆

烌

烎２２

１


烄

烆

烌

烎２
． （１．１５）

通过计算可知
′１

′
烄

烆

烌

烎２
满足形状为

′１，ｘ ＝λ′１＋ｕ′′２

′２，ｘ ＝－ｕ′′１－λ′
烅
烄

烆 ２

（１．１６）

的线性方程组，这里

ｕ′＝－ｕ－４λ０ｆ１ｆ２
ｆ２１＋ｆ２２

． （１．１７）
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根据（１．１６）式的可积条件，ｕ′是 ＭＫｄＶ方程的解．
ＭＫｄＶ方程的两个解ｕ和ｕ′之间的上述变换现在也称为Ｄａｒｂｏｕｘ变换．

１．１．４　Ｄａｒｂｏｕｘ阵

为了将此方法推广到其他大量的非线性偏微分方程的求解，我们将

上述关于Ｄａｒｂｏｕｘ变换的结果以略为不同的形式重新叙述如下．
对给定的ＭＫｄＶ方程的解ｕ，假设已知道（１．１０）式的基本解（即由两个

线性独立的列向量解所构成的矩阵，或者说，是（１．１０）式的非退化矩阵解）

Φ（ｘ，ｔ，λ）＝
Φ１１（ｘ，ｔ，λ） Φ１２（ｘ，ｔ，λ）

Φ２１（ｘ，ｔ，λ） Φ２２（ｘ，ｔ，λ
烄

烆

烌

烎）
， （１．１８）

任取实数λ１，μ１，记

σ＝Φ２２
（ｘ，ｔ，λ１）＋μ１Φ２１（ｘ，ｔ，λ１）

Φ１２（ｘ，ｔ，λ１）＋μ１Φ１１（ｘ，ｔ，λ１）
（１．１９）

为Ｌａｘ对（１．１０）式的一个解的两个分量之比（即前面的ｆ２／ｆ１），那么可
以构造矩阵

Ｄ（ｘ，ｔ，λ）＝λＩ－ λ１
１＋σ２

１－σ２ ２σ
２σ σ２－

烄

烆

烌

烎１
． （１．２０）

令Φ′（ｘ，ｔ，λ）＝Ｄ（ｘ，ｔ，λ）Φ（ｘ，ｔ，λ），可以验证Φ′（ｘ，ｔ，λ）满足

Φ′ｘ ＝Ｕ′Φ′，　Φ′ｔ＝Ｖ′Φ′， （１．２１）

其中

Ｕ′＝
λ　 ｕ′

－ｕ′　 －
烄

烆

烌

烎λ
，

Ｖ′＝
－４λ３－２ｕ′２λ

４ｕ′λ２－２ｕ′ｘλ＋２ｕ′３＋ｕ′ｘｘ
－４ｕ′λ２－２ｕ′ｘλ－２ｕ′３－ｕ′ｘｘ

４λ３＋２ｕ′２
烄
烆

烌
烎λ
，

（１．２２）

ｕ′＝ｕ＋ ４λ１σ１＋σ２
． （１．２３）

（１．２１）式、（１．２２）式和（１．１０）式完全类似，只是（１．１０）式中的ｕ被换
作ｕ′．因为对（１．１０）式的任意解Φ，ＤΦ是（１．２１）式的解，从而（１．２１）式
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对任何初值（Φ′在某一点（ｘ０，ｔ０）的值）都是可解的．方程组（１．２１）式是完
全可积的，故其可积条件成立，即ｕ′也是 ＭＫｄＶ方程的解．这样，用此方
法就可从 ＭＫｄＶ方程的一个解得到它的一个新解．
注１．３　（１．２０）式给出的矩阵与（１．１５）式中出现的矩阵差一个左乘

因子
１　 ０

０　 －
烄

烆

烌

烎１
．注意到如果（ｕ，１，２）满足（１．１１）式，则（－ｕ，１，－２）也

满足（１．１１）式．因此由（１．２０）式所导出的新解（１．２３）式与（１．１７）式差一

符号．它们都满足 ＭＫｄＶ方程．这时可以采用任一形式作解的变换，这种

变换都称为Ｄａｒｂｏｕｘ变换．
矩阵Ｄ有特别重要的意义，它称为Ｄａｒｂｏｕｘ阵．
可以概括地说，对给定的 ＭＫｄＶ方程的解ｕ及其相应的Ｌａｘ对的基

本解Φ，取λ１，μ１ 为任意两个实常数，设σ由（１．１９）式所定义，则（１．２３）
式给出 ＭＫｄＶ方程的一个新解ｕ′，并且 Ｄａｒｂｏｕｘ阵Ｄ 给出ｕ′相应的

Ｌａｘ对的解Φ′＝ＤΦ，而变换（ｕ，Φ）→（ｕ′，Φ′）就是 ＭＫｄＶ方程的

Ｄａｒｂｏｕｘ变换．同ＫｄＶ方程一样，矩阵形式的Ｄａｒｂｏｕｘ变换可以用纯代

数的算法逐次进行下去：

（ｕ，Φ →） （ｕ′，Φ′ →） （ｕ″，Φ″ →） ⋯．

１．１．５　举例，单孤立子解和双孤立子解

现在看最简单的例子：取ＭＫｄＶ方程的平凡解ｕ＝０作为出发点，它

所相应的Ｌａｘ对（１．１０）式的基本解可取为

Φ（ｘ，ｔ，λ）＝
ｅｘｐ（λｘ－４λ３ｔ） ０

０ ｅｘｐ（－λｘ＋４λ３ｔ
烄

烆

烌

烎）
．（１．２４）

由（１．１９）式，对常数λ１ ≠０及μ１ ＝ｅｘｐ（２α１）＞０，有

σ＝ｅｘｐ（－２λ１ｘ＋８λ３１ｔ－２α１）， （１．２５）

从而

Ｄ＝λＩ－ λ１
ｃｏｓｈｖ１

ｓｉｎｈｖ１ １

１ －ｓｉｎｈｖ
烄

烆

烌

烎１
， （１．２６）

其中
ｖ１ ＝２λ１ｘ－８λ３１ｔ＋２α１．
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