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内 容 简 介

本书是华南理工大学“国家工科数学课程教学基地建设系列教材”之一。本书在内容的选

择上注重培养学生发现问题、分析问题和解决问题的基本思想方法，加强数学分析与其他学科

的联系，注重学生建模能力的培养。

本书分上下两册。上册内容包括函数、极限与连续，一元函数微分学，一元函数积分学；下

册内容包括多元函数微分学，多元函数积分学，无穷级数，常微分方程。每节配有习题，书末附

习题答案。

本书可作为高等理工科院校本科教材，也可供工程技术人员、自学者及报考研究生的读者

参考。
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总 序

自１９９５年以来，华南理工大学数学科学学院（原应用数学系）的老师
们为建设国家工科数学课程教学基地不懈努力，在教育改革中做出了显著的

成绩．“国家工科数学课程教学基地建设系列教材”的出版，是教学改革成
果的重要部分．
２１世纪是经济全球化、信息化的时代，数学科学在科学技术中占有核
心地位，成为直接的生产力．大学数学课程在高等教育中起着关键的作用，
对学生素质的提高特别是创新能力的培养起着越来越重要的作用．
提高大学数学的教学质量，是一项艰巨、重要的任务．大学数学的教

学，应该使学生在理解数学思想、数学建模和运算能力等方面，得到最基本

的训练．为使学生理解数学思想，必须讲清基本概念，并通过必要的逻辑推
理训练使学生理解基本概念和基本定理．通过数学建模的学习，学生可以了
解数学的来源，并且学会运用数学．运算能力的培养是提高数学素质的基
础．当然，这三方面综合能力的培养是一个有机的整体，根据不同专业的要
求和学生的实际情况可以有所侧重．
为了适应新形势，本系列教材力求反映数学与其他学科的最新发展，删

减过时的内容，介绍各种数学软件的应用，充分使用多媒体等技术．
本系列教材的出版，反映了我院教师多年来教学改革的成果，也吸取了

不少兄弟院校同行的宝贵经验．限于我们的水平，其中疏漏在所难免，恳请
国内外专家、同行指正．本系列教材的出版得到华南理工大学校领导与华南
理工大学出版社的大力支持，特此表示感谢．

华南理工大学数学科学学院

２００４年８月

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



前 言

工科数学分析是一门新兴课程，它在全国高校的迅速开设是为了适应科

学技术飞速发展和培养高素质人才的需要．大家在取得广泛共识的基础上，
采取了共同的教学改革措施，即对工科大学学生多进行一些数学素质方面的

培养，在原高等数学课程中增加一些数学分析内容．于是，工科数学分析课
程便应运而生．
将部分数学分析内容融入高等数学课程中的探索与实践由来已久．就我

校（华南理工大学）而言，早在１９６２年，在当时学校主管教学的领导的亲自
主持与指导下，成立了工科学生数学分析研讨班．从此以后，我校在这方面
的探索与实践就不断地进行着．特别是１９８５年以来，我校先后建立了各种类
型的联合班，开展加强综合素质培养的各种改革尝试．工科数学分析面临的
最大困难就是教材问题，解决教材问题成了改革能否顺利进行的关键．
解决工科数学分析教材问题最值得共同商榷的问题就是它应在原高等数

学基础上加入哪些内容？这方面，全国许多同仁进行过各种探索和实践，我

们对这些探索者表示崇高的敬意并认真吸取这些探索经验与实践成果．对此，
我们希望努力做到如下几点：

１．精选内容．一方面，我们认为既然是工科数学分析课程，故只从数学
分析中选取补充内容；另一方面，我们不拟纠缠在“是不是每个定理都要证

明”，而是着眼于数学分析那种发现问题、分析问题、解决问题的基本思想方

法．这些基本思想方法通常有：细分细想，特别是二分法的思想；线性化的
思想；夹逼的思想；临界的思想；从特殊发掘蕴涵在其中的普遍性的思想；

从局部到全局的思想；量变质变对立统一的思想等等．
２．从培养工作能力和创新精神来处理“数学解题技巧”．最近，“淡化技
巧”的说法很多，其实，许多数学解题技巧具有极强的仿真性．这些当前的
“技巧”，其实就是学生今后的工作“技巧”、“管理技巧”、科研“技巧”．这
些技巧不但不应该淡化而且应该加强．
３．注意加强数学分析知识与其他课程知识的联系：概念上融汇贯通，方
法上互相配合．当然，面对一年级新入学的学生，对其他课程了解较少，能



较好结合的主要是物理学（模型方面）及线性代数（方法方面），但也尽可能

为在其他课程中的应用做准备．
４．注意建模能力的培养．这一方面要坚持重要概念的引入和建立从分析
实际原型后进行科学抽象；另一方面也要为重要抽象思维方法和思维过程提

供原型，对重要方法及结论既要看到其应用的广泛性，又要注意到数学模型

理想化的局限性．
５．要教好数学分析，习题课是一个重要环节，但目前的现实是：很难有
专门的习题课．因此，本书注意增加一些习题的内容．
６．不得不提到的一点是：相当多学习工科数学分析的学生是想继续攻读
研究生的，因此，本教材应当为他们实现这种愿望提供帮助，让他们觉得学

习本教材比一般教材更有些优势．
本书的编写与出版，得到华南理工大学数学科学学院领导的关心和支持，

本教材也是教育部工科数学教学基地（华南理工大学基地）建设的一项内容．
参加本书编写工作的还有：陈凤平、杨立洪、王全迪、张杰、郭艾、明宗峰

等老师．学院大学数学部的全体老师都为本书的出版共同努力，作出贡献．
华南理工大学出版社理工编辑一部的编辑同志们为本书的出版付出了艰

辛的努力，特此致以崇高的敬意与衷心的谢忱．
由于水平有限，本书错误之处在所难免，希望得到同仁们与读者的不吝

指教．

编 者

２００５年秋于广州
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第一篇 分析引论

第一章 函 数

工科数学分析研究在实数集中取值的变量，为此，首先介绍实数的概念及简单性质．

第一节 实数与实数集

一、无限小数与实数

在中学数学中，我们知道：有理数与无理数统称为实数．有理数是指可用分数ｐ
ｑ

（ｐ是整数，ｑ是正整数）表示的数，它也可表示为有限十进小数或无限循环小数；而无理数
是指十进的无限不循环小数．为了统一，我们将有限小数（包括整数）也看成特殊的无限循环
小数：循环节为“０”．比如，有一非负实数ｘ＝ａ０．ａ１ａ２⋯ａｋ（其中ａ１，ａ２，⋯，ａｋ－１取０，１，２，
⋯，９中的任一数，ａｋ≠０，ａ０为非负整数）可改记为

ｘ＝ａ０．ａ１ａ２⋯ａｋ００⋯０⋯．
若ｙ≤０，则－ｙ为非负实数，若

－ｙ＝ｂ０．ｂ１ｂ２⋯ｂｎ⋯，
则 ｙ＝－ｂ０．ｂ１ｂ２⋯ｂｎ⋯．
综上所述，任意实数都可由一个确定的无限小数来表示．
任意两个实数都可以比较大小，只需在十进小数中从左到右逐个比较对应的同位数的

大小即可．具体来说：
设有两个非负实数

ｘ＝ａ０．ａ１ａ２⋯ａｎ⋯，ｙ＝ｂ０．ｂ１ｂ２⋯ｂｎ⋯，
其中，ａ０，ｂ０为非负整数，ａｋ，ｂｋ（ｋ＝０，１，２，⋯）为适合０≤ａｋ≤９，０≤ｂｋ≤９的整数．规定如下：

 有的书将有限小数看成循环节为“９”的无限循环小数，即ｘ＝ａ０．ａ１ａ２⋯ａｋ－１（ａｋ－１）９９９⋯．



（１）若对于ｋ＝０，１，２，⋯都有ａｋ＝ｂｋ，则称ｘ与ｙ相等，记为ｘ＝ｙ．
（２）若ａ０＞ｂ０，或存在正整数ｌ使当０≤ｋ≤ｌ时，ａｋ＝ｂｋ，而ａｌ＋１＞ｂｌ＋１，则称ｘ大于ｙ，
记为ｘ＞ｙ；或称ｙ小于ｘ，记为ｙ＜ｘ．
（３）对于任意两个负实数ｘ１，ｙ１，－ｘ１与－ｙ１都是非负实数，则规定：若－ｘ１＝－ｙ１，
则ｘ１＝ｙ１；若－ｘ１＜－ｙ１，则ｘ１＞ｙ１．
（４）任意正实数都大于０；任意负实数都小于０．
综上所述，任意两个实数ｘ与ｙ，“ｘ＞ｙ”、“ｘ＝ｙ”与“ｘ＜ｙ”有且仅有一个成立．
有了实数比较大小的上述规定，我们有：

定义１ １ 对于非负实数
ｘ＝ａ０．ａ１ａ２⋯ａｎ⋯，

称有限小数ｘｎ＝ａ０．ａ１ａ２⋯ａｎ 为实数ｘ的ｎ位不足近似值；称有限小数

ｘｎ ＝ａ０．ａ１ａ２⋯（ａｎ＋１）＝ｘｎ＋ １１０ｎ

为实数ｘ的ｎ位过剩近似值（ｎ＝０，１，２，⋯）．
显然，对一切实数ｘ都有ｘｎ≤ｘ＜ｘｎ；且对于任意两个实数ｘ和ｙ，有ｘ＞ｙ等价于存

在正整数ｍ 适合ｘｍ＞ｙｍ（ｘｍ 是ｘ的ｍ 位不足近似值，而ｙｍ 是ｙ的ｍ 位过剩近似值）．
公理 若有数列｛ｘｎ｝和｛ｙｎ｝：

ｘｎ ＝ａ０．ａ１ａ２⋯ａｎ ＝ａ０＋
ａ１
１０＋

ａ２
１０２＋
⋯＋

ａｎ
１０ｎ
，

ｙｎ ＝ｘｎ＋ １１０ｎ
，

其中ａ０是非负整数，ａｉ是０，１，２，⋯，９中的某一整数，则｛ｘｎ｝与｛ｙｎ｝确定了一个非负整数

ｘ，且ｘｎ 是ｘ的ｎ位不足近似值，ｙｎ＝ｘｎ 是ｘ的ｎ位过剩近似值．
对任意非负实数ｘ＝ａ０．ａ１ａ２⋯ａｎ⋯，存在惟一的实数－ｘ＝－ａ０．ａ１ａ２⋯ａｎ⋯．

二、实数集及其性质

全体实数的集合叫做实数集，记为ＲＲ．ＲＲ中的全体有理数的集合记为ＱＱ，全体无理数的
集合记为ＦＦ或ＱＱ．实数集ＲＲ具有如下性质：
（１）在ＲＲ中定义了四则运算，任意两个实数的和、差、积、商（除数不为０）仍然是实数，且

ｘ＋（－ｘ）＝０，ａ·１ａ＝１
（ａ≠０）．

（２）ｘ∈ＲＲ，ｙ∈ＲＲ，必有且仅有下列三种关系之一：ｘ＜ｙ或ｘ＝ｙ或ｘ＞ｙ．
这里记号表示“对任给的”或“对所有的”．
（３）若ａ，ｂ，ｃ∈ＲＲ，且ａ＞ｂ，ｂ＞ｃ，则必有ａ＞ｃ．

（４）ａ，ｂ∈ＲＲ，且ａ＞０，ｂ＞０，必存在正整数ｎ适合ａｎ＞ｂ或ｎ＞ｂａ．
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这里“存在正整数ｎ”常简记为ｎ∈ＮＮ＋．
（５）ｘ∈ＲＲ，ｙ∈ＲＲ，ｘ≠ｙ，ｕ∈ＲＲ适合（ｕ－ｘ）（ｕ－ｙ）＜０，即ｕ介于ｘ与ｙ之间，这
一性质称之为实数的稠密性．
（６）实数与数轴上的点一一对应．本书中将“实数ａ与数轴上的点Ｍ 相对应”简称点Ｍ
为点ａ，而不加区别．
对实数的上述性质，本书（工科非数学专业）不作逐一定义与验证，有兴趣的读者可参阅

数学专业的数学分析教材．

三、区间

实数集ＲＲ的非空真子集Ｄ，简称为数集Ｄ（ＤＲＲ），Ｄ中的数与数轴上的点集相对应，
简称为点集Ｄ．
最简单的数集是区间，规定如下：

（１）数集｛ｘ｜ａ＜ｘ＜ｂ｝称为开区间，记为（ａ，ｂ）．
（２）数集｛ｘ｜ａ≤ｘ≤ｂ｝称为闭区间，记为［ａ，ｂ］．
（３）数集｛ｘ｜ａ≤ｘ＜ｂ｝及数集｛ｘ｜ａ＜ｘ≤ｂ｝称为半开闭区间，分别记为［ａ，ｂ）及

（ａ，ｂ］．
以上三种区间统称为有限区间，在无需区分区间是否包含端点时，统一记为Ｉ（ａ，ｂ），读成

以ａ，ｂ为端点的区间．
类似地有：

（４）［ａ，＋∞）＝｛ｘ｜ａ≤ｘ｝；（ａ，＋∞）＝｛ｘ｜ａ＜ｘ｝．
（５）（－∞，ｂ］＝｛ｘ｜ｘ≤ｂ｝；（－∞，ｂ）＝｛ｘ｜ｘ＜ｂ｝．
（６）ＲＲ＝（－∞，＋∞）表示全体实数的集合．
区间（４）、（５）、（６）统称为无限区间．记号∞，＋∞，－∞分别读成无穷大、正无穷大、负无

穷大．
有限区间与无限区间统称为区间．在毋需区别是有限区间或是无限区间时，统一记为区

间Ｉ．
（７）设ａ是一定数，δ是一个正数，开区间（ａ－δ，ａ＋δ）称为点ａ的δ邻域，记为

Ｕ（ａ；δ）；ａ称为邻域的中心，δ称为邻域的半径．在毋需强调δ的大小时，简称为点ａ的某
邻域，记为Ｕ（ａ）．
在ａ的δ邻域中将中心点ａ去掉的点集

Ｕ（ａ；δ）＼｛ａ｝＝（ａ－δ，ａ）∪（ａ，ａ＋δ）

记为Ｕ
。

（ａ；δ），叫做点ａ的δ去心邻域，其中（ａ－δ，ａ）叫做点ａ的左邻域，（ａ，ａ＋δ）叫做
点ａ的右邻域．
若ｘ０是（ａ，ｂ）内的任意点，则必存在δ＞０，使Ｕ（ｘ０；δ）（ａ，ｂ）．事实上，这里只需δ

小于ｘ０－ａ及ｂ－ｘ０两数中较小的一个，记为取δ≤ｍｉｎ｛ｘ０－ａ，ｂ－ｘ０｝．
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四、实数的绝对值

定义１ ２ 任给一个实数ａ，定义ａ的绝对值（记为｜ａ｜）如下：
（ⅰ）正数的绝对值等于它本身；
（ⅱ）负数的绝对值等于它的相反数；
（ⅲ）０的绝对值仍为０．

即 ａ ＝
ａ 当ａ＞０
０ 当ａ＝０；

－ａ 当ａ＜
烅
烄

烆 ０
也可表示为 ａ ＝ ａ槡 ２．

ａ 在数轴上表示点ａ到原点的距离，ｂ－ａ 表示数轴上点ａ与点ｂ两点间的距离．
实数的绝对值有如下性质：

（１）ａ·ｂ ＝ ａ·ｂ ，ａｂ ＝
ａ
ｂ
（ｂ≠０）；

（２）ｘ ≤ｋ等价于－ｋ≤ｘ≤ｋ（ｋ＞０）；
（３）ｘ ≥ｋ等价于ｘ≥ｋ或ｘ≤－ｋ（ｋ＞０）；
（４）对于任意实数ａ，都有－ ａ ≤ａ≤ ａ ；
（５）对于ａ，ｂ∈ＲＲ都有 ａ － ｂ ≤ ａ±ｂ ≤ ａ ＋ ｂ ．
利用绝对值概念与记号可表示如下结果：

Ｕ（ｘ０；δ）＝ ｘ ｘ－ｘ０ ＜｛ ｝δ ；

Ｕ
。

（ｘ０；δ）＝ ｘ０＜ ｘ－ｘ０ ＜｛ ｝δ ．

用ｍａｘａ，｛ ｝ｂ 表示取ａ，ｂ两数中之较大者，则ｍａｘａ，｛ ｝ｂ ＝１２
（ａ＋ｂ＋ ａ－ｂ ）．

用ｍｉｎａ，｛ ｝ｂ 表示取ａ，ｂ两数中之较小者，则ｍｉｎａ，｛ ｝ｂ ＝１２
（ａ＋ｂ－ ａ－ｂ ）．

五、有界数集

定义１ ３ 设Ｄ为数集，若存在数Ｇ，对ｘ∈Ｄ，适合ｘ≤Ｇ，则称数集Ｄ上有界（或
说数集Ｄ有上界），并称Ｇ为数集Ｄ的上界．
若存在数ｓ，对ｘ∈Ｄ，适合ｘ≥ｓ，则称数集Ｄ下有界（或说数集Ｄ 有下界），并称ｓ

为数集Ｄ的下界．
既有上界又有下界的数集称为有界数集．
值得注意：若Ｄ有上界Ｇ，则上界Ｇ不是惟一的．Ｈ＞Ｇ，则显然Ｈ 也是Ｄ的上界．

同理，若Ｄ有下界ｓ，ｌ＜ｓ，则ｌ也是Ｄ的下界．
关于有界数集有如下定理：

定理１ １ Ｄ为有界数集的充分必要条件是：Ｍ＞０，使ｘ∈Ｄ都适合 ｘ ≤Ｍ．
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证 先证充分性．若Ｍ＞０，使ｘ∈Ｄ都有 ｘ ≤Ｍ，从而有－Ｍ≤ｘ≤Ｍ．故Ｄ有
上界Ｍ，且有下界－Ｍ．故Ｄ为有界集．
再证必要性．设 Ｄ 是有界集，则存在ｓ 与Ｇ，使ｘ∈Ｄ 都有ｓ≤ｘ≤Ｇ．取

Ｍ＝ｍａｘ ｓ ，｛ ｝Ｇ ，则对一切ｘ∈Ｄ，有

－Ｍ ≤－ ｓ ≤ｓ≤ｘ≤Ｇ≤ Ｇ ≤Ｍ，
亦即恒有 ｘ ≤Ｍ 成立．
在几何上，点集 Ｄ 有界的充分必要条件是：点ｘ＝０的 Ｍ 邻域Ｕ（０；Ｍ），使

ＤＵ（０；Ｍ）．
如上所述，有界数集的界（上界或下界）不是惟一的．为了研究的确定性，我们作如下定

义：

定义１ ４ 设Ｄ是有上界数集，若存在数Ｍ 适合：
（ⅰ）Ｍ 是Ｄ的上界；
（ⅱ）任取实数Ｍ′＜Ｍ，则Ｍ′必不是Ｄ的上界．
则称Ｍ 为数集Ｄ的上确界，记为

Ｍ＝ｓｕｐ｛ ｝Ｄ ．
类似地，设Ｅ是有下界的数集，若存在数ｍ 适合：
（ⅰ）ｍ 是Ｅ的下界；
（ⅱ）任取实数ｍ′＞ｍ，则ｍ′必不是Ｅ的下界．
则称ｍ 为数集Ｅ的下确界，记为

ｍ＝ｉｎｆ｛ ｝Ｅ ．
定理１ ２ 一个数集如果有上（下）确界，则它的上（下）确界是惟一的．
证 （只就上确界的情形进行证明）倘设

Ｍ１ ＝ｓｕｐ｛ ｝Ｄ ， Ｍ２ ＝ｓｕｐ｛ ｝Ｄ ， 且Ｍ１＜Ｍ２，

则Ｍ１也是Ｄ的上界．但这与Ｍ２＝ｓｕｐ｛ ｝Ｄ 矛盾，故上确界是惟一的．
那么，一个有界数集是不是一定有上（下）确界呢？

定理１ ３ 任意非空有上界数集必有上确界，任意非空有下界数集必有下确界．
我们只证明上确界存在的结论，对于下确界的存在性类似可证．同时，为了叙述方便与

语句的确定性，假定所讨论数集中含有非负数．
证 设数集Ｄ是非空有上界数集，故存在非负整数Ｐ０适合：

Ｐ０不是Ｄ的上界，即存在ｘ１∈Ｄ，适合ｘ１＞Ｐ０；且Ｐ０＋１是Ｄ的上界，即ｘ∈Ｄ都
有ｘ≤Ｐ０＋１．
将区间十等分，则存在０，１，２，⋯，９诸数中的一个整数Ｐ１适合：

ξ１＝Ｐ０．Ｐ１＝Ｐ０＋
Ｐ１
１０
不是Ｄ的上界，即ｘ２∈Ｄ，使ｘ２＞ξ１；而ξ１＝ξ１＋

１
１０
是Ｄ的上

界，即对ｘ∈Ｄ都有ｘ≤ξ１．
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又将区间 ξ１，ξ［ ］１ ＝ Ｐ０．Ｐ１，Ｐ０．Ｐ１＋１［ ］１０ 十等分，则存在０，１，２，⋯，９诸数中的一个
整数Ｐ２适合：

ξ２＝Ｐ０．Ｐ１Ｐ２不是Ｄ的上界，即ｘ３∈Ｄ，使ｘ３＞ξ２；而

ξ２＝Ｐ０．Ｐ１Ｐ２＋
１
１０２＝ξ２＋

１
１０２

是Ｄ的上界，即ｘ∈Ｄ都有ｘ≤ξ２．
继续重复上述步骤，对一切正整数ｋ，存在０，１，２，⋯，９诸数中的一个整数Ｐｋ适合：

ξｋ＝Ｐ０．Ｐ１Ｐ２⋯Ｐｋ不是Ｄ的上界，即ｘｋ＋１∈Ｄ，使ｘｋ＋１＞ξｋ；而

ξｋ＝Ｐ０．Ｐ１Ｐ２⋯（Ｐｋ＋１）＝ξｋ＋
１
１０ｋ

是Ｄ的上界，即ｘ∈Ｄ都有ｘ≤ξｋ．
将上述步骤无限进行下去，得一实数ξ，

ξ＝Ｐ０．Ｐ１Ｐ２⋯Ｐｋ⋯，
它以ξｋ为ｋ位不足近似值，而以ξｋ为ｋ位过剩近似值．
现在要证明ξ就是Ｄ的上确界，为此必须证明：（ⅰ）ξ是Ｄ 的上界；（ⅱ）对一切实数

η＜ξ，η不是Ｄ的上界．
（ⅰ）（用反证法）假设ξ不是Ｄ的上界，则ａ∈Ｄ，使ａ＞ξ，亦即存在ａ的ｌ位不足近
似值

ａ０．ａ１ａ２⋯ａｌ＞ξｌ＝Ｐ０．Ｐ１Ｐ２⋯Ｐｌ＋
１
１０ｌ．

但这与ξｌ是Ｄ的上界矛盾，故ξ是Ｄ的上界．
（ⅱ）任取η＝ｂ０．ｂ１ｂ２⋯ｂｋ⋯＜ξ，正数整ｍ，使ξｍ＞ηｍ（ξｍ 为ξ的ｍ 位不足近似
值，ηｍ 为η的ｍ 位过剩近似值），但ξｍ 不是Ｄ的上界．故ηｍ 也不是Ｄ的上界，从而η也不
是Ｄ的上界．
综上所述，ξ是Ｄ的上确界．
若Ｅ是非空的有下界数集，作一新数集Ｄ＝ ｙｙ＝－ｘ，ｘ∈｛ ｝Ｅ ，则Ｄ是非空有上界

数集．故Ｄ存在上确界Ｍ，且－Ｍ 必为Ｅ的下确界．
确界的存在是实数的一个重要特性，叫做实数集的完备性（或连续性）．值得注意的是：

有理数集ＱＱ没有这一特性，也就是说，若Ｅ是ＱＱ的一个子集，且Ｅ非空、有上界，则Ｅ必有
实数的上确界，却不一定有有理数的上确界．
例１ １ 设有有理数子集Ｄ：

Ｄ＝ ｘ ｘ∈ＱＱ，ｘ＞０，ｘ２＜｛ ｝２ ，
试讨论Ｄ的上确界．
解 显然，ｘ＝１∈Ｄ，故Ｄ非空．任取ｒ适合ｒ＞０，ｒ∈ＱＱ，ｒ２＞２（比如ｒ＝２），则ｒ必

是Ｄ的上界．事实上ｘ∈Ｄ，由ｒ２＞２＞ｘ２，得
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ｒ２－ｘ２ ＝（ｒ－ｘ）（ｒ＋ｘ）＞０，
故有ｘ＜ｒ，即ｒ是有界数集Ｄ的上界．

现设ｒ是Ｄ的任一个有理数上界（ｒ＞０，ｒ∈ＱＱ，ｒ２＞２），取ε＝ｒ
２－２
２ｒ ＞０，则

（ｒ－ε）２ ＝ ｒ２＋２
２（ ）ｒ

２

＝２＋
（ｒ２－２）２

４ｒ２ ＞２，

故ｒ－ε仍为Ｄ的上界．换句话说，Ｄ的任一有理数上界ｒ都不是Ｄ的上确界．
另一方面，任取ｘ∈Ｄ（ｘ＞０，ｘ∈ＱＱ，ｘ２＜２），不妨设ｘ＞１．取

α＝２－ｘ
２

２ｘ＋１＞０
，

则 １－α＝２ｘ－１＋ｘ
２

２ｘ＋１ ＞０．

故０＜α＜１，从而 α２＜α，
（ｘ＋α）２ ＝ｘ２＋２ｘα＋α２＜ｘ２＋（２ｘ＋１）α＝ｘ２＋（２－ｘ２）＝２，

即（ｘ＋α）∈Ｄ，从而ｘ∈Ｄ，ｘ都不是Ｄ的上界．
综上所述，任意有理数都不是Ｄ的上确界．
由此可见，非空有界的有理数集不一定具有有理数的上确界．许多数学分析教材直接将

定理１ ３的结论作为实数公理来讨论实数的性质．

习题１ １

１．设ａ为有理数，ｂ为无理数．求证：ａ＋ｂ与ａ－ｂ都是无理数；当ａ≠０时，ａ·ｂ与ｂａ
也是无理数．

２．证明：３槡２是无理数．
３．设ａ，ｂ∈ＲＲ．证明：若对任何正数ε有 ａ－ｂ ＜ε，则ａ＝ｂ．
４．设ａ，ｂ为给定实数，试用不等式符号（不用绝对值符号）表示下列不等式的解：
（１）ｘ－ａ ＜ ｘ－ｂ ；
（２）ｘ－ａ ＜ｘ－ｂ；
（３）ｘ２－ａ ＜ｂ．
５．证明：对实数ａ１，ａ２，⋯，ａｎ 和ｂ１，ｂ２，⋯，ｂｎ 下面的不等式成立：

∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｂｉ ≤ ∑

ｎ

ｉ＝１
ａ２槡 ｉ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｂ２槡 ｉ （Ｃａｕｃｈｙ不等式）．

６．设Ｑ＝｛ｘ｜ｘ为区间（０，１）中的有理数｝．试按上、下确界的定义验证：

ｓｕｐＱ＝１，ｉｎｆＱ＝０．
７．证明：数集ＮＮ＋＝｛ｎ｜ｎ为正整数｝有下界而无上界．
８．证明：对任意给定的ｘ∈ＲＲ，存在ｎ∈ＮＮ＋，使得ｎ＞ｘ．
９．设ｘ＞０，ｙ∈ＲＲ，证明：存在ｎ∈ＮＮ＋，使得ｎ·ｘ＞ｙ．
１０．设Ａ，Ｂ皆为非空有界数集，定义数集Ａ＋Ｂ＝｛ｚ｜ｚ＝ｘ＋ｙ，ｘ∈Ａ，ｙ∈Ｂ｝，证明：
（１）ｓｕｐ（Ａ＋Ｂ）＝ｓｕｐＡ＋ｓｕｐＢ；
（２）ｉｎｆ（Ａ＋Ｂ）＝ｉｎｆＡ＋ｉｎｆＢ．
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第二节 函数概念

一、常量与变量

变化着的客观世界中的各种量大体可分为两类：一类量在变化过程中只取一个确定的

数值，称之为常量；另一类量在变化过程中可以取不同的数值，称之为变量．
但应指出：常量是相对的，变量是绝对的．
首先，许多常量是在考察变量的过程中形成的．例如，研究各种大小不同的正方形，它的

边长ｘ是变量，它的对角线ｙ也是变量，但在考察了各种正方形之后，却得出ｙ与ｘ之比的

比值是个常量（槡２）．又如，考察各种大小不同的圆，它的周长Ｃ及直径Ｄ都是变量，但这两
个变量之比（叫做圆周率）却是常量（π）．
其次，有些量在某个过程中体现为变量，而在另一个变化过程中，因变化不明显又被近

似看成了常量．例如，地球对物体的引力本来是个变量，它随物体与地心的距离ｒ的变化而
变化，然而在日常生活中，由于ｒ的变化相对很小，引力常被看成是不变的常量．当然，在另
外一些变化的过程（比如物体作航天飞行）中，引力还是变化着的变量．
最后，即使是一个实常数，人们对它的认识也是在变化过程中获得的．实常数常用ｎ位

不足近似值与ｎ位过剩近似值来确定（这里ｎ是变量）．
因此，今后对各种待考察的量，都应该将它置于所研究的变化过程中来研究、确定它是变

量还是常量，并将常量看成一种特殊的变量———在所讨论的变化过程中，它只取一个实数值．

二、函数概念

一个变化的过程中往往有多个变量，并且这些变量的变化也不是孤立的，而是互相联系

的．这种联系广泛地表现为函数关系．关于函数关系，中学数学已有比较多的介绍，本节将进
行简明的总结和进一步的深入讨论．
定义１ ５ 设有两个非空数集Ｄ与Ｅ，若对于Ｄ中的每一个ｘ，按照一定的法则ｆ，都

有惟一的ｙ∈Ｅ与之对应，则称ｆ是定义在Ｄ上的函数，记为

数集Ｄ称为函数ｆ的定义域，ｘ称为自变量．
与自变量ｘ所对应的ｙ值叫做函数ｆ在点ｘ处的函数值，记为

ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｄ．
ｙ也称为因变量．全体函数值的集合记为

Ｂ＝ｆ（Ｄ）＝ ｙｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈ ｝Ｄ Ｅ｛ ．
Ｂ叫做函数ｆ的值域．由于Ｂ仅是Ｅ的子集，不一定等于Ｅ，故通常可取Ｅ＝ＲＲ而不失一般
性．因此，习惯上在描述函数关系时，常不强调Ｅ，而习惯用

ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｄ
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表述一个函数ｆ．
函数概念的两个基本要素就是定义域Ｄ与对应法则ｆ．两个函数当且仅当定义域与对

应法则都相同时才被认为是同一函数．
例１ ２ 讨论下列各组函数是否表示同一函数：

（１）ｆ１（ｘ）＝ ｘ ，ｆ２（ｘ）＝ ｘ槡 ２，ｆ３（ｘ）＝（槡ｘ）２；
（２）ｆ１（ｘ）＝ｓｉｎ（ａｒｃｓｉｎｘ），ｆ２（ｘ）＝ａｒｃｓｉｎ（ｓｉｎｘ）；
（３）ｆ１（ｘ）＝ｌｏｇａａｘ，ｆ２（ｘ）＝ａｌｏｇａｘ，ｆ３（ｘ）＝ｘ（ａ＞０，ａ≠１）．
解 （１）ｆ１（ｘ）及ｆ２（ｘ）是定义在（－∞，＋∞）上的同一函数；而ｆ３（ｘ）的定义域为

［０，＋∞），故它与ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ）不是同一函数．
（２）ｆ１（ｘ）的定义域为［－１，１］，而ｆ２（ｘ）的定义域为（－∞，＋∞），故ｆ１（ｘ）与ｆ２（ｘ）
不表示同一函数；但如只在［－１，１］上讨论函数，则在该区间上ｆ１（ｘ）＝ｆ２（ｘ）＝ｘ．
（３）ｆ１（ｘ）的定义域为（－∞，＋∞），而ｆ２（ｘ）的定义域为（０，＋∞），故ｆ１（ｘ）与ｆ２（ｘ）
不表示同一函数；而在（０，＋∞）内有ｆ１（ｘ）＝ｆ２（ｘ）＝ｘ．
综上所述，３个小题中共出现７个不同函数．但如仅在（０，１］上讨论问题，则７个函数都

等于ｘ．
表示函数ｆ的方法有３种：列表法、图像法和公式法．
１．列表法
将函数关系中ｘ与ｆ（ｘ）的对应值列成对应表．其优点是简单、明了、快捷；缺点是不全

面；现实意义是只需制表者具有专业知识，而无需用表者有专业知识．
２．图像法
在平面直角坐标中，函数ｆ给出ｘ轴上的点集Ｄ与ｙ轴上的点集Ｂ＝ｆ（Ｄ）之间的对应

关系，也称ｆ是从Ｄ到Ｂ的映射．对于ｘ∈Ｄ，称ｙ＝ｆ（ｘ）∈Ｂ是在映射ｆ下点ｘ的像，而
称ｘ为对应于点ｙ＝ｆ（ｘ）∈Ｂ的原像．对一切ｘ∈Ｄ，称ｘＯｙ平面上全体点（ｘ，ｆ（ｘ））的集
合为函数ｆ的图像．一般情形下，函数ｆ是ｘＯｙ平面上的曲线，等式ｙ＝ｆ（ｘ）称为曲线的方
程．用图像法表示函数的优点是直观，且对ｙ随ｘ变化的趋势有一个定性的了解；缺点是较
难取得ｆ（ｘ）的精确值；现实意义是各种自动记录仪与计算机容易记录函数ｆ的图像．
３．公式法
用关于ｘ，ｙ的数学关系式表示ｘ与ｙ＝ｆ（ｘ）之间函数关系．其优点是准确、全面；缺点

是获取函数关系式较难；现实意义是可对函数进行全面研究，尤其是理性的研究：不但可以

了解现状，还可以追溯过去或预测未来．
本书将主要研究用公式法表示的函数．

三、函数的定义域

在函数关系ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｄ 中，数集Ｄ 表示自变量ｘ的取值范围，叫做函数的定义
域．研究函数，必须从确定函数的定义域开始．
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如果自变量ｘ表示一个实际问题中的某种实际变量，则ｘ的取值范围应依该变量的实
际意义（物理的、化学的、经济的等等）来确定，这种定义域叫做实际定义域．
如果自变量ｘ被抽去了实际意义，而函数ｆ用一个数学式表示（公式法），则这种函数

的定义域是指能使该数学式有意义的全体ｘ值的集合，称之为理论定义域或存在域，在这
种情形下，定义域Ｄ在书写中常被省略，如函数ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｄ常被省略为函数ｙ＝ｆ（ｘ）
或函数ｆ．
例１ ３ 求下列函数的定义域：

（１）一圆锥体高为Ｈ（定值），斜高为ｘ，体积为Ｖ＝π３Ｈ
（ｘ２－Ｈ２）；

（２）电路中通过负载Ｒ的电流为ｘ，功率为Ｐ＝Ｒｘ２；

（３）物体自高Ｈ处自由落下，它所经历的路程ｓ与下落时间ｘ的关系为ｓ＝１２ｇｘ
２；

（４）平面直角坐标系中曲线Ｃ上点的纵坐标ｙ与横坐标ｘ的关系为ｙ＝ａｘ２（ａ≠０）．
解 （１）依ｘ的意义，ｘ＞Ｈ，故定义域为Ｄ１＝（Ｈ，＋∞）；
（２）依题意，定义域为［－Ｉ０，Ｉ０］，这里Ｉ０是该电路所允许通过的电流的最大值；

（３）定义域为［０，ｔ０］，其中ｔ０是物体落到地面所需的时间，ｔ０＝ ２Ｈ槡ｇ ；
（４）定义域为（－∞，＋∞）．
以上函数所确定的定义域都是实际定义域．如果仅从数学式确定其理论定义域，则都是

（－∞，＋∞）．
求函数的理论定义域需根据数学式的具体构造来确定．通常情况下，数学运算有下列５

条规定：

（ⅰ）除数（或分母）不等于０；
（ⅱ）负数不能开偶次方；
（ⅲ）０和负数没有对数；
（ⅳ）正弦、余弦的绝对值不超过１；
（ⅴ）００无确定意义．
根据这５条规定列出不等式（或不等式组），求解每一个不等式，最后取公共解集，即为

所求的定义域．
例１ ４ 求函数

ｆ（ｘ）＝ａｒｃｓｉｎ ４
ｘ－１＋

１
１－ｌｏｇ５（ｘ２－２ｘ－３）

＋ ３６－ｘ槡 ２

的定义域．

解 由ａｒｃｓｉｎ ４
ｘ－１
要求（ⅰ）ｘ≠１；（ⅱ） ４

ｘ－１ ≤１
，解得ｘ≥５或ｘ≤－３．

由ｌｏｇ５（ｘ２－２ｘ－３）要求（ⅲ）ｘ２－２ｘ－３＞０，解得ｘ＜－１或ｘ＞３．
由ｌｏｇ５（ｘ２－２ｘ－３）≠１要求（ⅳ）ｘ２－２ｘ－３≠５，解得ｘ≠－２，ｘ≠４．
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