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第 六 章

 不等式

  不等式是数学的基础知识 ,是解决数学问题的工具之一 .

基本内容包括 :

1. 任意两个实数比较大小的基本方法 (作差判断符号 ) .

2. 不等式性质的五个定理、三个推论及其证明过程 (这是证明和

解不等式的主要依据 ) .

3. 两个正数的算术平均数不小于它们的几何平均数 (即均值定

理 ,在求最值和证明中经常用到 ) .

4. 证明不等式最基本、最常用的方法 :比较法、综合法、分析法 .

5. 一元一次、一元二次不等式解法是解不等式的基本方法 ,解其

它不等式 (分式、无理不等式、超越不等式 ) ,最终都转化为解一元一次、

一元二次不等式 .

6. 含有绝对值的不等式的基本定理及推论为含有绝对值的不等

式证明及解法提供了理论依据 .

6.1  不等式的性质

【研 练 指 要】

1. 实数性质 : a , b ∈ R  则  �a > b � a - b > 0 ;

a = b � a - b = 0 ;

a < b � a - b < 0 .

比较两个实数大小 ,可归结为判断两个实数差的符号 .

2. 不等式的性质 :

定理 1. a > b � b < a;
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定理 2. a > b, b > c � a > c;

定理 3. a > b � a + c > b + c;

 推论  a > b, c > d � a + c > b + d;

定理 4. �a > b且 c > 0 � ac > bc;

a > b且 c < 0 � ac < bc;

 推论 1. a > b > 0 , c > d > 0 � ac > bd ;

 推论 2. a > b > 0 � a
n

> b
n
 ( n ∈ N ) ;

定理 5. a > b > 0 �
n

a >
n

b  ( n ∈ N ) .

3. 熟记不等式性质的五个定理和三个推论 , 重点掌握定理、推论

的证明过程 .这些证明方法对我们以后学习不等式的证明及养成逻辑

推理的习惯很有帮助 .

【典 例 解 析】

例 1  设 x > a > 0 ,求证 x
3

+ 13 a
2

x > 5 ax
2

+ 9 a
3

.

分析  只要证 ( x
3

+ 13 a
2

x ) - (5 ax
2

+ 9 a
3
) > 0 即可 .

证明 @ ( x
3

+ 13 a
2

x) - ( 5 ax
2

+ 9 a
3

)

= ( x
3

- 3 ax
2

+ 3 a
2

x - a
3

) + ( - 2 ax
2

+ 10 a
2

x - 8 a
3

)

= ( x - a)
3

- 2 a( x
2

- 5 ax + 4 a
2
)

= ( x - a)
3

- 2 a( x - a) ( x - 4 a)

= ( x - a) ( x
2

- 4 ax + 9 a
2
)

= ( x - a)〔( x - 2 a) 2 + 5 a2〕 .

∵ x > a > 0 ,∴ x - a > 0 ,

又∵ ( x - 2 a)
2

+ 5 a
2

> 0 ,

∴ ( x - a)〔( x - 2 a)
2

+ 5 a
2
〕 > 0 ,

即 x
3

+ 13 a
2

x > 5 ax
2

+ 9 a
3

.

说明  本题的关键是因式分解 .对每个因式的符号要给予详尽的

说明 .配方法是经常使用的方法 .

例 2  已知 x > 0 ,且 x≠ 1 ,试比较 1 + log x 3与 2log x 2的大小 .

分析  1 + log x 3 - 2log x 2 = 1 + log x

3
4 =

log 3
4

x + 1

log 3
4

x
.

令 t = log3
4

x( t ≠ 0) ,则上式 =
t + 1

t
,
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故只要确定
t + 1

t
符号即可 .

解  1 + log x 3 - 2log x 2 =
log 3

4
x + 1

log 3
4

x

令 t = log 3
4

x( t≠ 0) ,则 1 + log x 3 - 2log x 2 =
t + 1

t
.

∵
t + 1

t
� ( t + 1) t ( t≠ 0) .因为 :

(1 ) t > 0 时 , ( t + 1 ) t > 0 ;

(2 ) - 1 < t < 0 时 , ( t + 1 ) t < 0;

(3 ) t = - 1 时 , ( t + 1) t = 0;

(4 ) t < - 1 时 , ( t + 1) t > 0 ,

故由 (1 ) ( 4) ,知 t > 0 或 t < - 1 时 ,

即 log3
4

x > 0 或 log 3
4

x < - 1 时 ,

也就是 0 < x < 1  或  x >
4
3
时 ,

   1 + log x 3 > 2log x 2 .

由 (2 ) 知 , - 1 < t < 0 时 ,

即  - 1 < log 3
4

x < 0 时 ,也就是 1 < x <
4
3
时 ,

  1 + log x 3 < 2log x 2 .

由 (3 ) 知 , t = - 1 时 ,即 log3
4

x = - 1 ,

也就是 x =
4
3
时 ,1 + log x 3 = 2log x 2 .

说明  换元和转化思想 ,降低了本题难度 .也可以直接作差后讨

论符号 .

因为 1 + log x 3 - 2log x 2 = log x
3 x
4

,所以

(1 ) 当
x > 1

3
4

x > 1
� x >

4
3
时 , log x

3
4

x > 0;

(2 ) 当
x > 1

0 <
3
4

x < 1
� 1 < x <

4
3
时 , log x

3
4

x < 0;
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(3 ) 当
x > 1

3 x
4

= 1
� x =

4
3
时 ,  log x

3
4

x = 0;

(4 ) 当

0 < x < 1

0 <
3
4

x < 1
� 0 < x < 1 时 , log x

3 x
4

> 0 .

综上述 , x >
4
3
或 0 < x < 1 时 ,1 + log x 3 > 2log x 2 ;

    x =
4
3
时 , 1 + log x 3 = 2log x 2 ;

    1 < x <
4
3
时 , 1 + log x 3 < 2log x 2 .

例 3  已知 a < 0 , - 1 < b < 0 , 那么下列不等式成立的

是 (   ) .

A. a > ab > ab
2
     �B. ab

2
> ab > a

C. ab > a > ab
2

D. ab > ab
2

> a

分析  只要比较 1 , b , b2 大小即可 .

解  ∵ - 1 < b < 0 ,∴ b < b
2

< 1 ;又 ∵ a < 0 ,

  ∴ ab > ab
2

> a, 故选 D .

说明  要注意观察题中的条件和结论 ,从而找出解题方法 .本题也

可以用赋值法来作 :令 a = - 2 , b = -
1
2

,代入即可得出正确结论 .

例 4  若实数 a , b, c, d满足条件 : ( 1) d > c, (2 ) a + b = c + d ,

(3 ) a + d < b + c,试确定 a , b , c, d 的大小 .

分析  利用赋值法很容易得出结论 .令 d = 5 , c = 4 , a = 3 , b =

6 ,可知

d > c

a + b = c + d

a + d < b + c

   从而得出 b > d > c > a .

但赋值法得的结论 ,需要给出证明 .

解  ∵ a + d < b + c �
a + b + d < 2 b + c

a + b = c + d
� c + 2 d < 2 b + c � d < b , ①

∵ a + d < b + c �
a + d + c < b + 2 c

a + b = c + d

4
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� 2 a + b < b + 2 c � a < c ②

又∵ d > c ③

由①②③ 可知 ,  a < c < d < b .

例 5  已知 , a > b > 0 , c > d > 0 , n ∈ N , 且 n > 1 ,

求证  
n

a
d

>
n

b
c

.

分析  只要证明  
a
d

>
b
c
即可 .

证明  ∵
a
d

-
b
c

=
ac - bd

dc
,

∵
a > b > 0

c > d > 0
� ac > bd � ac - bd > 0 ,

因此可知
ac - bd

dc
> 0 ,

∴
a
d

>
b
c

> 0 ,可推出
n

a
d

>
n

b
c

.

说明  例 4、例 5 主要考查不等式性质的应用及推理论证能力。

例 6  若 a , b是任意实数 ,且 a > b,则 (   ) .

 A. a
2

> b
2

B.
b
a

< 1

 C. lg( a - b) > 0 D. (
1
2

)
a

< (
1
2

)
b

分析  A. a
2

> b
2
� a

2
- b

2
� ( a + b) ( a - b) > 0 , ①

又 a > b , a - b > 0 , ②

由② 知 , a + b < 0 时① 不成立 .

B.
b
a

< 1 �
b
a

- 1 < 0 �
b - a

a
< 0 , ③

又∵ a > b, b - a < 0 , ④

由④ 知 , a < 0 时 ,③ 不成立 .

C. lg( a - b) > 0 �
a - b > 0

a - b > 1
⑤

∵ a > b , a - b > 0 , ⑥

又∵ a, b是任意实数 ,∴ a - b > 1 不一定成立 .

D. 因为 a > b,函数 f ( x ) = (
1
2

)
x
为减函数 ,
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所以 , f ( a) < f ( b) ,即 (
1
2

)
a

< (
1
2

)
b
成立 .

综上分析可知 :  D正确 .

例 7  已知 a > b且 ab≠ 0 ,则
1
a
与

1
b
的大小关系为 (   ) .

 A.
1
a

>
1
b

B.
1
a

<
1
b

 C.
1
a

>
1
b
或

1
a

<
1
b

D. 以上答案都不对

分析  ∵
1
a

-
1
b

=
b - a

ab
,由 a > b知 b - a < 0 ,只要讨论 ab

符号即可 .

解  ∵ a > b,

 若 ab > 0 时 ,
a

ab
>

b
ab
�

1
b

>
1
a

;

 若 ab < 0 时 ,
a

ab
<

b
ab
�

1
b

<
1
a

.

由此知 , C正确 .

说明  利用不等式性质证明不等式时 ,有时对字母的取值范围要

进行分类讨论 .

例 8  已知 a > b > 0 , c < d < 0 ,求证 :
b

a - c
<

a
b - d

.

证明  
a > b > 0

c < d < 0
�

a > b > 0

- c > - d > 0
�

a > b > 0

a - c > b - d > 0

�
a > b > 0

1
b - d

>
1

a - c
> 0
�

a
b - d

>
b

a - c
> 0 .

说明  利用不等式性质证明时 ,要特别注意定理成立的条件 .

【拓 展 研 练】

一、选择题

1. 若 x < 1 ,则(   ) .

 A.
1
x

< 1   B. x
2

< 1   C. x
3

- 1 < 0   D. | x | - 1 < 0

2. 设 a > b > m > 0 , x =
b - m
a - m

, y =
b
a

, z =
b + m
a + m

,则 x , y , z的大小关

系是(   ) .

 A. y > x > z  B. z > y > x  C. x > y > z  D. y > z > x
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3. 若 a < b < 0 ,则下列不等式中不能成立的是 (   ) .

 A.
1
a

>
1
b

B.
1

a - b
>

1
a

 C. | a | > | b | D. a
2

> b
2

4. 设 a > b > 0 , x = a + b - a , y = a - a - b ,则 x , y的大小关系

是(   ) .

 A. x > y   B. x ≥ y   C. x < y   D. x≤ y

5. 若 a > 0 , b > 0 ,则不等式 - b <
1
x

< a等价于 (   ) .

 A. x < -
1
b
或 x >

1
a

  B. -
1
b

< x < 0 或 0 < x <
1
a

 C. -
1
a

< x < 0 或 0 < x <
1
b
  D. -

1
a

< x <
1
b

6. 若 - 1 < α< β< 1 ,则下列各式中恒成立的是 (   ) .

 A. - 2 < α - β< 2 B. - 2 < α - β< - 1

 C. - 2 < α - β< 0 D. - 1 < α - β< 1

7. 当 a > b > c时 ,下列不等式恒成立的是 (   ) .

 A. ab > ac B. a | c | > b | c |

 C. | ab | > | bc | D. ( a - b) | c - b | > 0

8. 如果 - 1 < a < b < 0 ,则有 (   ) .

 A.
1
b

<
1
a

< b
2

< a
2

B.
1
b

<
1
a

< a
2

< b
2

 C.
1
a

<
1
b

< b
2

< a
2

D.
1
a

<
1
b

< a
2

< b
2

9. 如果 a > b ,那么在①
1
a

<
1
b

,②arctan a > arctan b ,③ lg( a
2

+ 1) > lg( b
2

+ 1 ) ,④( sinθ)
a

< ( sinθ)
b

0 < θ<
π
b
中正确的是 (   ) .

 A.② 和 ③   B.① 和 ③   C. 仅有 ④   D.② 和 ④

10. 已知 x > y > z ,且 x + y + z = 2 ,则 (   ) .

 A. xy > yz B. xz > yz

 C. x y > x z D. x | y | > z | y |

11. 若 a , b是任意实数 ,且 a > b ,则(   ) .

 A. a
2

> b
2

B.
b
a

< 1

 C.lg( a - b) > 0 D.
1
2

a

<
1
2

b

12. 下列四个命题中 ,真命题是 (   ) .

 A.
x > 2

y > 3
�

x + y > 5

xy > 6
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 B. a > b且 ab≠ 0�
1
a

<
1
b

 C.lg( a2 + 1 ) > lg( b2 + 1)� a > b

 D. c < 0�2
c

<
1
2

c

13. 设 f ( x ) = | lg x | ,若 0 < a < b < c ,且 f ( a) > f ( c) > f ( b) ,则有

(   ) .

 A.( a - 1 ) ( c - 1) > 0 B. ac > 1

 C. ac = 1 D. ac < 1

二、判断题

14. 下列命题是否正确 ,说明理由 .

( 1)若 a > b, c = d ,则 ac > bd;

( 2) 若 ac < bc ,则 a < b;

( 3) 若 a > b,则 ac2 > bc2 ;

( 4) 若 a > b, c < d ,则 a + c > b + d , ac > bd ;

( 5) 若 a > b > 0 , c > d > 0 ,则
a
c

>
b
d

;

( 6) 若 a > b, c > d ,则 a - c > b - d ;

( 7) 若 a > b,则 an > bn ,
n

a >
n
b .

三、解答题

15. 设 60 < a < 84 , 28 < b < 33 ,求 a + b , a - b及
a
b
的范围 .

16. 设 a > 0 , a≠ 1 , t > 0 ,比较
1
2

loga t与 loga
t + 1

2
的大小 ,并证明你的结果 .

17. 求使不等式 a
2

> b
2

,
a
b

> 1 , lg( a - b) > 0 ,2
a

> 2
( b - 1 )
都成立的 a与 b

的关系 .

18. 已知 f ( x ) = ax2 - c,且 - 4≤ f ( 1) ≤ - 1 , - 1≤ f ( 2) ≤ 5 ,求 f (3 ) 的

取值范围 .

【参 考 答 案】

1 .C  2 .C  3 .B  4 .C  5 .A  6 .C  7 .D  8 .A  9.D  10 .C

11 .D  12 .D  13 .D

14. (1)、(2 )、(3)、( 4)、(5 )、( 6)、(7 )均不正确 .

15. 由 60 < a < 84 ,28 < b < 33 可得 88 < a + b < 117 .

又 - 33 < - b < - 28 ,故 27 < a - b < 56 .

∵
1
33

<
1
b

<
1
28

,∴
60
33

<
a
b

<
84
28

,即
20
11

<
a
b

< 3 .

8
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16.∵ t > 0 ,∴
1
2

log a t = loga t ,又 ∵ ( t - 1)
2
≥ 0 ,

∴ t + 1≥ 2 t ,
t + 1

2
≥ t ,

∴ 当 a > 1 时 , log a
t + 1

2
≥ log a t =

1
2

loga t ;

当 0 < a < 1 时 ,loga
t + 1

2
≤

1
2

loga t .

17.

( a - b) ( a + b) > 0

a - b
b

> 0

a - b > 1

a > b - 1

� a > b + 1 > b > 0 .

18. 解 : f (1 ) = a - c , f (2 ) = 4 a - c,

 设 f ( 3) = mf (1 ) + nf (2 ) = 9 a - c,

 则
m + 4 n = 9

- m - n = - 1
�

m = -
5
3

n =
8
3

 则
5
3
≤ -

5
3

f (1 ) ≤
20
3

,  
8
3
≤

8
3

f ( 2) ≤
40
3

,

  f (3 ) =
5
3

( 1) +
8
3

f ( 2) ,

 ∴ - 1 ≤ f (3) ≤ 20 .

6.2  算术平均数与几何平均数

【研 练 指 要】

1. 如果 a , b∈ R,那么 ( a - b) 2 ≥ 0 ,

即  a
2

+ b
2
≥ 2 ab  (当且仅当 a = b时取等号 ) .

2. 定理 :如果 a、b是正数 ,那么
a + b

2
≥ ab  (当且仅当 a = b

时取等号 ) .

这里称
a + b

2
为 a , b 的算术平均数 , 称 ab 为 a , b 的几何平均

数 .

这个定理又可叙述为 :两个正数的算术平均数不小于它们的几何

平均数 .这个定理又简称为均值定理 .
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3. 均值定理的应用 (求最大值或最小值 ) .

已知 x , y都是正数 ,

(1 ) 如果积 x y是定值 p ,那么当 x = y = p时 ,积 x + y有最小

值 2 p ;

(2 ) 如果和 x + y是定值 s ,那么当 x = y =
s
2

, 积 x y有最大值

1
4

s
2

.

要特别注意由均值定理求最大值 (最小值 ) 的三个条件 :① x、y 为

正数 ,② 积为定值 (和为定值 ) ,③ x = y时取得最值 .

4. 均值定理可以推广到三元的情况 .

即  a, b, c是正数 ,则
a + b + c

3
≥

3

abc ,

当且仅当 a = b = c时等号成立 .

或写成  abc≤
a + b + c

3

3

形式 .

【典 例 解 析】

例 1  下列命题正确的是 (   ) .

A. 函数 y = x +
1
x
的最小值为 2

B. 函数 y =
x

2
+ 3

x
2

+ 2
的最小值为 2

C. 函数 y = 2 - 3 x -
4
x
 ( x > 0 ) 的最大值为 2 - 4 3

D. 函数 y = 2 - 3 x -
4
x
 ( x > 0 ) 的最小值为 2 - 4 3

分析  A. 当 x > 0 时 , x +
1
x
≥ 2;当 x < 0 时 , x +

1
x
≤ - 2 ,

因此可知 y = x +
1
x
没有最小值 .

B. y =
x

2
+ 3

x2 + 2
=

x
2

+ 2 + 1

x2 + 2
= x

2
+ 2 +

1

x2 + 2
> 2 ,等号

不成立 ,没有最小值 2 .

因为若等号成立 ,需 x2 + 2 =
1

x
2

+ 2
� x2 + 2 = 1 ① .而

01



①不成立 ,故 y =
x2 + 3

x2 + 2
没有最小值 .

C.∵3 x +
4
x
≥ 2 3·4 = 4 3  ( x > 0 ) ,

当 3 x =
4
x

,即 x =
2 3

3
时 ,等号成立 .

∴函数 y = 2 - 3 x -
4
x

= 2 - (3 x +
4
x

) ≤ 2 - 4 3 ,

即函数有最大值 2 - 4 3 ,此时 x =
2 3

3
.

D. 由 C可知 D最小值为 2 - 4 3 不成立 .综上述 , C正确 .

说明  本题主要考查能否正确运用均值不等式求最值 .用均值不

等式求最值的三个条件一个也不能少 .

例 2  ( 1 ) 正数 x , y 满足 x + 2 y = 1 , 则
1
x

+
1
y
的最小值为

 .

(2 ) x
2

+ 2 y
2

= 1 ,则 x
2
· y

4
的最大值为  .

解  (1 )∵ x , y ∈ R+
, x + 2 y = 1 ,

1
x

+
1
y

�=
x + 2 y

x
+

x + 2 y

y

= 1 + 2
y

x
+

x
y

+ 2 ≥ 3 + 2 2 ,

当 2
y

x
=

x
y

,即 x = 2 y ,也就是 y =
1

2 + 2
=

2 - 2
2

,

x = 2 - 1 时 ,等号成立 .故
1
x

+
1
y
最小值为 3 + 2 2 .

(2 ) x2 + 2 y2 = 1 .∵ x2· y4 = x2· y2· y2 ≤
x2 + y2 + y2

3

3

=

1
3

3

=
1

27
,当 x2 = y2 =

1
3
时 ,等号成立 .故 x2· y4 的最大值为

1
27

.

说明  根据 (1 )、(2 ) 的条件 x + 2 y = 1 , x , y为正数 ,及 x
2

+ 2 y
2

= 1 ,不难发现 ,用换元法也可求解 .作法是 :

(1 ) 令 x = cos
2
θ, 2 y = sin

2
θ,

则
1
x

+
1
y

=
1

cos
2
θ

+
2

sin
2
θ

11



= 1 + tan
2
θ+ 2 (1 + cot

2
θ)

= 3 + tan
2
θ+ 2cot

2
θ≥ 3 + 2 2 ,

当 tan
2
θ= 2cot

2
θ时 ,即 tan

2
θ= 2 , cot

2
θ=

1

2
时 ,等号成立 .

(2 ) 令 x
2

= cos
2
θ, 2 y

2
= sin

2
θ,则 x

2
· y

4
= cos

2
θ·

sin4θ
4

= cos
2
θ

·
sin

2
θ

2
·

sin
2
θ

2
≤

cos
2
θ+

sin
2
θ

2
+

sin
2
θ

2
3

3

=
1

27
.

当 cos
2
θ=

sin
2
θ

2
时 ,即 cos

2
θ=

1
3

, sin
2
θ=

2
3
时 ,等号成立 .

利用不等式求最大值或最小值 ,要注意变量是否为正 ,和或积是否

为定值 ,等号能否成立 .

通过变形 ,使和或积为定值 ,是使用不等式求最值的基本技巧 .如

本例 .

例 3  ( 1) 求 f ( x ) = 4 x
2

+
16

( x
2

+ 1)
2 的最小值 ;

(2 ) 设 x > y > 0 , xy = 1 ,求
x

2
+ y

2

x - y
的最小值 ;

(3 ) 关于 x的方程 9
x

+ ( 4 + a)·3
x

+ 4 = 0有解 ,求实数 a的取

值范围 .

解  (1 ) f ( x ) = 4 x
2

+
16

( x
2

+ 1)
2

= 4 x
2

+ 4 +
16

( x
2

+ 1)
2 - 4

= 2( x2 + 1) + 2( x2 + 1) +
16

( x2 + 1) 2 - 4

≥ 3
3

2( x
2

+ 1 )·2 ( x
2

+ 1 )·
16

( x
2

+ 1 )
2 - 4

= 3× 4 - 4 = 8 .

当 2( x
2

+ 1) =
16

( x
2

+ 1)
2 ,即 x

2
+ 1 = 2 时 ,等号成立 .

故 f ( x ) 最小值为 8 .

(2 )∵ x > y > 0 , x y = 1 , ∴ x - y > 0

x2 + y2

x - y
�=

x2 - 2 x y + y2 + 2

x - y

21



=
( x - y)2

x - y
+

2
x - y

= x - y +
2

x - y
≥ 2 2 .

当 x - y =
2

x - y
,即 x - y = 2 ,

也就是 x = 2 +
6 - 2

2
=

6 + 2
2

, y =
6 - 2

2
时 ,等号成立 .

故
x

2
+ y

2

x - y
最小值为 2 2 .

(3 ) 由 9
x

+ (4 + a)·3
x

+ 4 = 0 ,

得  a = - 3
x

+
4
3

x + 4 . ①

∵ 3
x

+
4

3
x ≥ 2 3

x
·

4
3

x = 4 , ②

当 3
x

=
4

3
x ,即 3

x
= 2 时 ,等号成立 .

由①② 得  a ≤ - 8 .

故 a的取值范围是 ( - ∞ , - 8 ] .

例 4  ( 1) 设长方体的体积为定值 V ,求它的表面积的最小值 .

(2 ) 设长方体的对角线为定长 L ,求它的表面积的最大值 .

解  (1 ) 设长方体的长、宽、高分别为 a, b, c,则 a , b, c为正数 .

依题意  V = abc,则长方体表面积

  S �= 2( ab + bc + ca)

≥ 2·3
3

ab· bc· ca

= 6 V
2
3 .

当 ab = bc = ca ,即 a = b = c =
3

V 时 ,等号成立 .

即长方体表面积最小值为 6 V
2
3 .

(2 ) 设长方体长、宽、高分别为 a , b , c,则 a , b, c为正数 ,且 a
2

+ b
2

+ c
2

= L
2

.则长方体表面积

  S �= 2( ab + bc + ca)

≤ a
2

+ b
2

+ b
2

+ c
2

+ c
2

+ a
2

= 2 L
2

.

当 a = b = c =
3

3
L 时 ,等号成立 .

故长方体表面积最大值为 2 L
2

.
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例 5  制造容积为
π
2
立方米的无盖圆柱形桶 ,用来做底面的金属

板价格为每平方米 30 元 ,做侧面的金属板的价格为每平方米 20 元 ,要

使用料成本最低 ,求此圆柱形桶的半径和高 .

解  设圆柱形桶底面半径为 r ,高为 h , (单位 :米 )

则  πr2 h =
π
2

,即 r2 h =
1
2
  ①

桶的用料造价 y s= 30πr
2

+ 20·2πrh

= 30πr
2

+ 40πrh

= 10π( 3 r
2

+ 4 rh)   ②

= 10π( 3 r
2

+ 2 rh + 2 rh)

≥ 10π·3
3

3 r
2
·2 rh·2 rh

= 30π
3

12 r
4

h
2

= 30π·
3

12×
1
4

= 30
3

3π .

当且仅当  3 r
2

= 2 rh ,即 r =
2
3

h 时 ,

也就是  h =
3

9
2

, r =
3

9
3
时 ,

桶的用料成本最低 ,最低成本为 30
3

3π元 .

也可以这样来解 :由 ① 得 h =
1

2 r2 ,代入 ②得

y = 10π 3 r
2

+
2
r

= 10π 3 r
2

+
1
r

+
1
r

  ≥ 10π·3
3

3 r
2
·

1
r
·

1
r

= 30
3

3π,

当 3 r2 =
1
r

,即 r =
3

9
3
时 ,等号成立 .

说明  建立函数关系式 , 再利用不等式求函数的最大值或最小

值 ,是多元函数 ,或高于二次的函数求最值经常使用的方法 ,如上述的

例 4、例 5 .

【拓 展 研 练】

一、选择题

1. 若 a≠ b ,且 a , b为正实数 ,下列各数中最小的是(   ) .
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