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 前 言

根据教育部的决定 , 按照 2000 年 3 月新颁布的

“全日制普通高级中学学科教学大纲 (试验修订版 )”

全面 修 订编 写 的数 学、物 理、 化学、 地 理、历 史 等

新教材 , 已将 使 用 范围 从 江西、 山 西和 天 津扩 大 到

江苏、山东、 安 徽、 河 南、黑 龙 江、 辽 宁、 青 海 等

10 个省市。这套新教材 力图体 现新 的课程 观、教 材

观、教学观和 学 习 观 , 以 培养 学 生 的创 新 精神 和 实

践能力为重点 , 以 提高 学 生的 综 合素 质 为目 标 , 并

普遍增加了反映 当代 科学 发展 和 技 术进 步 的一 些 新

内容。

新教材的推 广 无疑 将 大大 促 进 我国 基 础教 育 的

改革 , 但在新 教 材 推广 的 初始 阶 段 , 广 大 师生 难 免

会有些陌生感 , 甚 至是 不 适应。 本 书的 编 写正 是 根

据这 一 需 要 , 配 合 新 教 材 的 课 堂 教 学 , 立 足 基 础 ,

紧扣重、难点 , 深入开掘教材内涵 , 强化专题研练 ,

突出能 力 导 向。 全 书 的 章 节 安 排 完 全 与 教 材 同 步 ,

但每一章节的研练内容不是令人生厌的教案式讲解 ,

而是对课堂教 学 内容 的 归纳、 总 结和 拓 展 , 要 言 不

烦、精讲精练 , 鲜明地体现出自主性学习的新要求。

本书还在每章的 最 后 , 特 设 “知 能 升 华” 和“ 导 向

前
言
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研练”两大栏目。 前 者 侧 重从 认 知 角 度 , 帮 助 学 生

对全章的知识 结 构、学 科 思想 和 方法 进 行总 结 , 实

现知识和能力 的 升华 ; 后 者则 侧 重从 操 作角 度 , 帮

助学生进行 针对 性 更强 的 能力 训 练 , 体 现 素质 教 育

和高考 应 试 的 新 导 向。 作 为 本 书 的 主 要 特 色 之 一 ,

编写者将能力导向高度集中地锁定在“综合、应用、

创新”、“ 开放、 探 索” 和 “ 高考 应 试 ” 三 个 方 面。

此外 , 由 于 新 编 教 材 具 有 较 强 的 现 代 性 和 开 放 性 ,

吸纳了高等学校教材的部分知识内容 , 这些新课题、

新知识也多 是新 教 材的 难 点 , 所 以 本书 也 有针 对 性

地以相当篇幅做了重点阐释和研练指导。

但是 , 由于新 编 教 材的 推 广时 间 还 较短 , 有 关

的教材、教法改革要求尚在探索、试验阶段 , 因此 ,

本书的编写 也肯 定 存在 某 些粗 疏 错讹 之 处 , 希 望 广

大读者多多赐教 , 以便再版时修订。
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第 一 章

 集合与简易逻辑

  19 世纪 ,整个数学的严格化取得了重要进展 ,数理逻辑的建立 ,为

数学的进一步发展打下了基础 ,集合论的一般思想开始渗入数学的各

个分支 .这不但促进了数学的进一步发展 ,而且导致了对数学基础更为

深刻的分析和对数学概念之间的相互关系以及各个理论结构的探讨 .

因此 ,集合与简易逻辑的知识在初中到高中阶段的学习中逐步渗透是

至关重要的 .集合概念及其理论 ,称为集合论 ,是现代数学的重要基础 .

数学许多重要的分支 ,如数理逻辑、近世代数、实变函数、泛函分析、概

率统计、拓扑等都建立在集合理论的基础上 ,其所反映的数学思想在广

泛的领域中得到应用 .逻辑是研究思维形式及其规律的一门基础学科 ,

基本的逻辑知识是认识问题、研究问题不可缺少的工具 .集合的初步知

识与简易逻辑知识是学习和使用数学语言的基础 , 因此把它们安排在

高中数学的起始章 .

1 .1  集   合

【研 练 指 要】

本单元重点介绍集合的概念 ,难点是集合的各个基本概念的涵义 ,

以及相互间的区别和联系 .

(1 ) 应注意构成集合的元素必须满足确定性、互异性和无序性 .

(2 ) 元素与集合之间的关系是“属于”或“不属于”的关系 .二者必

居其一 .

(3 ) 注意“空集”的概念 ,注意“0”是自然数 .



【典 例 解 析】

例 1  考察下列每组对象能否构成一个集合 ?

(1 ) 某班的高个同学 .

(2 ) 学校中的好人 .

(3 ) 很小的数 .

(4 ) 某班级 17 岁以下的学生 .

(5 ) 直角坐标平面内横、纵坐标都大于零的点 .

(6 ) 比 2 大的几个数 .

(7 ) π的近似值 .

(8 ) 某教室内的日光灯 .

分析  “高个同学”无明确的标准 ,张三是否是高个无法确定 , 因

此“高个同学”不能构成集合 .类似的 ( 2)、(3 )、(6 )、( 7) 也不能构成集

合 .

任给一位同学 , 可以明确地判断是不是 17 周岁以下 ,“是”或“不

是”二者必居其一 ,即符合确定性 , ( 4) 能构成集合 .类似的 (5 )、( 8) 也

能构成集合 .

例 2  用列举法表示下列集合 :

(1 ) 不大于 6 的非负整数所组成的集合 ;

(2 ) { ( x , y ) | x + y = 4 , x ∈ N , y∈ N} .

解  v( 1) {0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 } ;

( 2) { ( 0 , 4)、( 1 , 3)、( 2 , 2)、( 3 , 1)、( 4 , 0) } .

例 3  用描述法表示下列集合 :

(1 ) 所有被 4 除余 1 的自然数集合 ;

(2 ) 坐标平面内第三象限内点的集合 .

解  (1 ) { x | x = 4 n + 1 , n ∈ N} ,或解答为

{ x | x = 4 n - 3 , n ∈ N * } ,这里的第二个答案是由于

4 n - 3 = 4 n - 4 + 1 = 4 ( n - 1) + 1 , ( n - 1) ∈ N的缘故 .

(2 ) { ( x , y ) | x < 0 , y < 0 } ,这里 ( x , y ) 不能写成 x ; y或 x , y,必

须写成点 ( x , y ) 才行 .

例 4  设集合 A = { xy , y ,10} , B = {100 , y , | x | } ,若 A = B ,

求 x , y的值 .



分析  应注意元素的互异性、无序性 .

解  
xy = 100 ,

| x | = 10 ,
 解得

x = - 10 ,

y = - 10 ,
此时 A = {100 , - 10 , 10} , B = {100 , - 10 , 10} .

说明  由 y≠ 10� x≠ 10 ,不然
xy = 100

y = 10
,集合 A元素不互异 .

例 5  已知对任意的 x ∈ S 且 x ∈ N * ,集合 S 满足下列条件 :

若 x ∈ S ,则 8 - x ∈ S ,回答下列问题 :

(1 ) 若 S 中只有一个元素 ,这个元素是什么 ?

(2 ) 若 S 中只有两个元素 ,试写出集合 S 来 ;

(3 ) 所有满足题设条件的 S 共有多少个 ?

解 : �( 1) 这个元素是 4 ,∵4 ∈ S , 8 - 4 = 4 ∈ S;

( 2) S 为{1 ,7 }、{2 ,6 }、{3 ,5 } ;

( 3) S 共有 15 个 ,如 S = {1 , 4 , 7}、S = {1 , 2 , 6 , 7} 等 .

例 6  已知集合 A = { x | ax
2

+ 2 x + 1 = 0 , a∈ R, x ∈ R} ,

(1 ) 若 A 中只有一个元素 ,求 a 的值 ,并求出这个元素 ;

(2 ) 若 A 中至少有一个元素 ,求 a 的取值范围 .

分析  (1 ) 集合 A 中只有一个元素 ,等价于方程 ax
2

+ 2 x + 1 =

0 只有一个根或两个相同的根 ,而方程中的 a = 0 时 ,方程就转化为方

程 2 x + 1 = 0 ,可见只有一个根 .当 a≠ 0时 ,方程中Δ = 0时 ,有两个

相同的根 .

(2 ) 集合中至少有一个元素 ,则方程 ax2 + 2 x + 1 = 0至少有一个

根 ,所以这个方程除包含题 (1 ) 中求得的 a值外 ,当 a≠ 0且 Δ > 0 时

方程有两个不相同的根 .

解  (1 )∵ 集合 A 中只有一个元素 ,

∴当 a = 0 时 ,解之 ,得 x = -
1
2

,

当
a≠ 0 ,

Δ = 4 - 4 a = 0 ,
得 a = 1 ,解之 ,得 x = - 1 ,

∴当 A 中只有一个元素时 , a = 0 ,这个元素为 -
1
2

;

或 a = 1 ,这个元素为 - 1 .

(2 ) 因为集合 A 中至少有一个元素 ,所以
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①当集合中有一个元素时 , a = 0 或 a = 1;

②当集合中有两个或两个以上元素时 ,有
a ≠ 0 ,

Δ > 0 ,
得 a < 1

且 a≠ 0 ,综上讨论可知集合中至少有一个元素时 a≤ 1 .

例 7  已知某实数集 A满足 :若 a∈ A , a≠ 1 ,则
1

1 - a
∈ A .证

明

(1 ) 若 2 ∈ A ,则在 A 中还有另外两个数 ,求出这两个数 ;

(2 ) 集合 A 不可能是单元素实数集 ;

(3 ) 集合 A 中至少有三个不同的元素 .

分析  ( 1) 根据法则 :“若 a∈ A , a≠ 1 ,则
1

1 - a
∈ A”进行运算

即可 .

(2 ) 由法则可知 ,若 a∈ A且 a≠ 1 ,就有
1

1 - a
∈ A .若集合 A为

单元素的实数集 ,那么必有 a =
1

1 - a
,然后得出矛盾 .

(3 ) 还是应用法则 ,可以得到集合 A 中相异的三个元素 .

证明  (1 )∵ 若 a∈ A , a≠ 1 ,则有
1

1 - a
∈ A ,

又 2 ∈ A ,2 ≠ 1 ,则有
1

1 - 2
= - 1 ∈ A ,

∵ - 1 ∈ A , - 1 ≠ 1 ,则有
1

1 - ( - 1 )
=

1
2
∈ A ,

∵
1
2
∈ A ,

1
2
≠ 1 ,则有

1

1 -
1
2

= 2 ∈ A .

如此循环往复得出另两个数 - 1 ,
1
2
∈ A .

(2 ) 反证法 :

若 A 是单元素的实数集 ,

∵ a∈ A , a ≠ 1 时 ,有
1

1 - a
∈ A ,

∴ a =
1

1 - a
,整理得 a

2
- a + 1 = 0 ,方程无实数解 ,

∴ a≠
1

1 - a
,∴ 集合 A 不可能是单元素的实数集 .



(3 )∵ a ∈ A , a ≠ 1 时 ,有
1

1 - a
∈ A ,

∴
1

1 - a
∈ A ,且

1
1 - a
≠ 1 ,

即 a≠ 0 时 ,有
1

1 -
1

1 - a

=
a - 1

a
∈ A ,

∴
a - 1

a
∈ A ,且

a - 1
a
≠ 1 ,

即 a - 1 ≠ a 时 ,有
1

1 -
a - 1

a

= a∈ A ,如此循环出现三个数

a ,
1

1 - a
,

a - 1
a
∈ A .由 (2 ) 知 a≠

1
1 - a
≠

a - 1
a

,

∴集合 A 中至少有三个不同的元素 .

【拓 展 研 练】

一、选择题(每题有一个正确答案 )

1 .下面六个关系式 :① = {0 } ,② ∈ { } ,③ { a}∈ { a , b} ,④ a∈ { a , b} ,

⑤R = {实数集 } ,⑥R = {实数 } ,正确的是 (   ) .

A .①②④⑤    )B .②④⑥    �C .①③⑤    �D .都是错的

2 .已知集合 A = x ∈ N
12

6 - x
,则用列举法表示集合 A 为 (   ) .

A. {2 ,3 ,4}   B .{ 0 , 2 ,3 ,4 }   C .{0 ,2 ,3 ,4 , 5}   D .{ 0 ,1 ,2 ,3 , 4 ,5 }

3 .数集 {0 ,1 , x
2

- x} 中的 x 不能取哪些数值 (   ) .

A.0 ,
1± 5

2
B .1 ,

1± 5
2

C .0 ,1   D .0 ,1 ,
1± 5

2

4 .判断下列说法正确的个数(   ) .

(1) 我国较大的河流组成一个集合 .

(2)
1
5

,
3
2

,1 , | -
2
3

| ,0 .2这些数组成的集合含有 5个元素 .

(3) 集合 {0 ,1 ,2 , 3 ,4 } 与集合 {1 ,3 ,2 ,0 , 4} 表示两个不同集合 .

(4) 集合 { ( x , y ) | xy < 0 }表示的是第二象限的点 .

A.0 个   B.1 个   C.2 个   D.3 个

5 .不能形成集合的是(   ) .

A. 全体 Rt△ B .《高一代数》中所有习题

C .《高二几何》中的所有难题 D .所有的无理数

6 .有下列四个命题 :① {0 }是空集 ;② 若 a∈ N则 - a N ;③ A = { x ∈ R |



x
2

- 4 x + 4 = 0 }有两个元素 ;④ 集合 B = x∈ Q 6
x
∈ N 是有限集 ,其中正

确命题的个数为 (   ) .

A.0 B .1 C .2 D .3

二、填空题

7 .用另一种形式表示下列集合 : A = { ( x , y ) | x + y = 8 , x∈ N , y∈ N} 则

A = - 筤              .

8 .若
1 - x
1 + x
∈ { x} 则 x的值为 : - �)     .

【参 考 答 案】

1 .B  2 .C  3 .D  4 .A  5 .C  6 .A  7 . A = { ( 0 ,8 ) , (1 ,7 ) , ( 2 ,6 ) , ( 3 ,5 ) ,

(4 ,4) , (5 ,3) , ( 6 ,2 ) , (7 ,1) , (8 ,0) }  8 . x = - 1± 2 .

1 .2  子集、全集、补集

【研 练 指 要】

(1 ) 了解集合的包含、相等关系的意义 ,理解子集、真子集的概念 ,

理解补集的概念 ,了解全集的意义 .子集、补集的概念是这一节的重点 .

(2 ) 弄清元素与子集、属于与包含之间的区别是这一节的难点 .空

集是任何集合的子集 ,在有关子集、真子集的问题中 ,务必注意这一特

殊的情况 .学会用韦恩图解题是数形结合的基本思想方法之一 .

【典 例 解 析】

例 1  ( 1) 求满足条件 { x | x
2

+ 1 = 0 , x∈ R}� M� { x | x
2

- 1 = 0 , x ∈ R} 的集合 M的个数 .

(2 ) 设集合 A = {1 , 2 } ,集合 B = { x | x� A } ,用列举法写出 B ,

并指出集合 A 与集合 B的关系 .

分析  (1 ) M 是集合{ x | x2 - 1 = 0 , x ∈ R} 的子集 ,又 { x | x2

+ 1 = 0 , x∈ R}是空集 ,它是 M的真子集 ,所以 M不是空集 ,所以问

题归结为求{ x | x
2

- 1 = 0 , x ∈ R} 非空子集的个数 .

(2 ) 集合 B的元素是集合 A 的子集 ,问题归结为写出集合 A 的所

有子集 .

解  (1 ) { x | x
2

- 1 = 0 , x∈ R} = { - 1 ,1 }其非空子集为{ - 1 } ,



{1 } , { - 1 ,1 } ,所以满足条件{ x | x
2

+ 1 = 0 , x∈ R} � M � { x | x
2

- 1 = 0} 的集合 M 共 3 个 .

(2 ) A 的子集为{1} , {2} , {1 , 2} , ,

∴ B = { x | x � A} = { {1 } , {2 } , {1 , 2 } , } .

集合 A 是集合 B的一个元素 ,∴ A 与 B的关系是 A ∈ B .

说明  集合的元素可由集合构成 ,应注意准确识别集合的元素 .

例 2  ( 1) 若集合 P = { x | x
2

+ x - 6 = 0} ,

S = { x | ax + 1 = 0 } ,且 S � P,求由 a可取的值组成的集合 .

(2 ) 若集合 A = { x | - 2≤ x ≤ 5} , B = { x | m + 1 ≤ x ≤ 2 m

- 1} ,且 B j A ,求由 m 可取的值组成的集合 .

解  (1 ) P = { - 3 , 2} ,当 a = 0 时 S = ,满足 S � P;

当 a≠ 0 , S = -
1
a

,为满足 S � P,可使 -
1
a

= - 3 或 -
1
a

= 2 ,

此时 a =
1
3
或 a = -

1
2

.

故所求 a的取值集合为 0 ,
1
3

, -
1
2

.

(2 ) 当 m + 1 > 2 m - 1 即 m < 2 时 , B = ,满足 B� A .

若 B≠ 且 B � A ,有

m + 1 ≤ 2 m - 1 ,

m + 1 ≥ - 2 ,

2 m - 1 ≤ 5 ,

 得 2 ≤ m ≤ 3 ,

故 m < 2 或 2 ≤ m≤ 3 ,即所求集合为{ m | m ≤ 3 } .

例 3  若 S = { x | x = 2 n + 1 , n∈ Z} , T = { x | x = 4 k±1 ,

k∈ Z} ,试判断 S 与 T 两个集合之间存在着怎样一种关系 .

解法 1  ∵ �S = {⋯ , - 5 , - 3 , - 1 , 1 , 3 , 5 ,⋯} ,

T = {⋯ , - 5 , - 3 , - 1 , 1 , 3 , 5 ,⋯ } ,

  可判断 S = T .

解法 2  由 2 n + 1 =
4 k + 1 , ( n = 2 k时 )

4 k - 1 , ( n = 2 k - 1 时 )
知 S = T .

解法 3  S 为全体奇数的集合 ,而 T 中的 4 k± 1 都为奇数 ,故有

T � S ,又任取 x ∈ S ,则 x = 2 n + 1 ( n ∈ Z) .



当 n = 2 k( k∈ Z) 时 , x = 4 k + 1( k∈ Z) ,此时 x ∈ T ,

当 n = 2 k - 1( k ∈ Z) 时 , x = 4 k - 1( k ∈ Z) ,此时 x ∈ T ,

故有 S � T ,

由
T � S

S � T
� S = T .

注意 :解法二最佳 ,解法三用到集合相等的概念 .

例 4  设全集 U = {2 ,3 , a
2

+ 2 a - 3 } , A = { b, 2 } , U A = {5 } ,

求实数 a, b的值 .

解  U A = {5} ,∴5 ∈ U 且 5 A ,又 b∈ A ,∴ b∈ U ,

由此得
a2 + 2 a - 3 = 5 ,

b = 3 ,
 
①

②
 由 ①得 a = - 4 , a = 2 ,

∴ a = 2 , b = 3 或 a = - 4 , b = 3 .

例 5  已知{1 , 2} � X � {1 , 2 , 3 , 4 } ,求 X 的所有可能情况 .

解  由{1 , 2} � X 可知 X 中至少含有 1 ,2 这两个元素 ,又由

X� {1 , 2 , 3 , 4}可知 X是{1 , 2 , 3 , 4}的真子集 ,所以 X中最多含有 3个

元素 .因此 X = {1 , 2 } 或 X = {1 , 2 , 3} 或 X = {1 , 2 , 4} .

例 6  已知集合 P = {2 , x , y} , Q = {2 x , y
2

, 2} ,且 P = Q ,

求 x , y的值 .

解  ∵ P = Q ,∴ 集合 P, Q中的元素应完全相同 ,有两种情形 :

(1 )
x = 2 x ,  ①

y = y2 ,  ②
 (Ⅱ )

x = y
2

,  ③

y = 2 x . ④

(Ⅰ ) 由 ① 得 x = 0;由 ②得 y = 0 或 y = 1 .方程组 (Ⅰ ) 的解为

x = 0 ,

y = 0 ,

x = 0 ,

y = 1 .
∵

x = 0

y = 0
与集合中元素的互异性矛盾 ,应舍去 .

∴ x = 0 , y = 1 .

(2 ) 在 ③、④ 中消去 x ,得 2 y
2

= y,∴ y = 0 或 y =
1
2

.

∵ y = 0 时 x = 0 ,不适合 ,∴ x =
1
4

, y =
1
2

.

综上讨论得 x = 0 , y = 1 或 x =
1
4

, y =
1
2

.



例 7  已知全集 U = {2 ,3 , a2 + 2 a - 3} , A = {2 , | a + 7 | } ,

U A = {5 } ,求 a 的值 .

解  ∵ U A = {5} ,∴5 ∈ U 且 5 A;

∵ | a + 7 |∈ A ,∴ | a + 7 |∈ U .

∴
a

2
+ 2 a - 3 = 5 ,

| a + 7 |≠ 5 .
 
①

②

由① 解得 a = - 4 , a = 2 ,它们都适合 ② ,

但 a = 2 时 , | a + 7 | = 9 U ,舍去 a = 2 .∴ a = - 4 .

例 8  设全集 U = R,集合 A = { a | 二次方程 ax
2

- x + 1 =

0 有实根} ,求 U A .

解  ∵ A = { a | 1 - 4 a ≥ 0 } = a a≤
1
4

,

  ∴ U A = a a >
1
4

.

【拓 展 研 练】

一、选择题(每题有一个正确答案 )

1 .若 A = { x | x > 1} , B = { x | x≥ a} ,且 B� A ,则 (   ) .

A. a > 1 B .a≥ 1 C .a < 1 D .a ≤ 1

2 .设 A = { x∈ R | - 1 < x < 3 } , B = { x∈ R | x > a} ,若 A� B .则 a的

取值范围是 (   ) .

A. a ≤ - 1 B .a < 1 C .a≥ 3 D .a > - 1

3 .设全集 U = {1 ,2 ,3 ,4 } ,且 A = { x ∈ U | x2 - 5 x + m = 0} ,若 U A =

{2 ,3} ,则 m 的值为(   ) .

A.6 B .4 C .2 D .0

二、填空题

4 .U = x x =
1
2 n , n ∈ N* , B = x x =

1
4 n , n ∈ N* , 则

U
B =

 .

5. 满足关系 {2 } � B� {1 ,2 ,3 , 5} 的集合 B有  个 .

6. 设全集 U = Z , A = { x∈ Z | x < 5 } , B = { x | x≤ 2 , x∈ Z} ,则
U

A与

U
B的关系是  .

7. 集合 A = { x ∈ R | x = 2 n + 1 , n ∈ Z} , B = { y ∈ R | y = 4 n± 1 ,
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