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第十一章  概率与统计   � �

 第一节  随 机 变 量

一、内容分析

1. 数学思想方法

随机变量是概率论的一个基本概念 ,概率论是研究大量随机现象中的数量规律的数学分

支 ,研究随机变量及其分布是它的重要任务 ,而且概率论所研究的也都大致局限于能用随机变

量来描述的随机现象 .所谓随机变量 ,不过是试验结果和实数之间的一个对应关系 .对于每一

个试验结果都对应着一个实数 ,这与函数概念的本质是相同的 , 只不过在函数概念中 , 函数

f ( x )的自变量是实数 x ,而在随机变量的概念中 ,随机变量ζ的自变量是试验结果 ,若把试验

结果记为ω时 ,则把随机变量记为ζ(ω) .因此本节主要突出的数学思想是函数的思想 .例如

掷一枚硬币 ,可能出现正面向上或反面向上这两种结果 ,虽然这个随机试验的结果不具有数量

性质 ,但仍可以用数量来表示 ,我们用变量ζ来表示这个随机实验的结果 :

ζ= 0 ,表示正面向上 ;ζ= 1 ,表示反面向上。这种对应关系就是依照函数的对应的思想人

为建立起来的 .

例如 ,某城市出租汽车的起步价为 10 元 ,行驶路程不超过5 km时 ,出租车费为 10 元 ;若行

驶路程超过5 km ,则按每超出1 km收费 2 元计费 (超出不足1 km的部分按1 km计算 ) ,从这个

城市的民航机场到某宾馆的路程为15 km ,某司机常驾车在此机场与宾馆之间接送旅客 ,由于

行车路线的不同以及中途停车时间要转换成行车路程 (这个城市规定每停车5 min按1 km路程

计费 ) ,这个司机一次接送旅客的实际行车路程ζ是一个随机变量 ,设他所收出租车费为η,则

η= 2 (ζ- 10 ) + 5 = 2ζ - 15 ,显然 η也是随机变量 , 我们此时也可以把η看做是ζ的一次函

数 .    

概括起来说 ,随机变量是一个单位函数 ,这样我们就可以用数学分析的方法全面地研究随

机试验的所有结果 ,以揭示其客观存在的统计规律性 .

2. 教法建议

本节的教学目的是使学生了解随机变量、离散型随机变量、连续型随机变量的意义 ,并应

用以前所学的排列、组合、概率的知识 ,会求某些简单的离散型随机变量的分布列、期望与方

差 .鉴于此 ,教师应充分注意学生已学的知识、学习生活中的经验 ,多从实例出发 ,采用一些比

较浅显的语言 ,来描述一些概念 ,无须给出严格的定义 ,比如解释离散随机变量就可以用“按一

定次序一一列出”并配备一些简单的离散型随机变量的例子 .教学中对教材中的例题加以解

析 ,给学生解题示范 ,不要随意扩大范围、加大难度 ,如果不顾学生接受程度求全求深 ,势必会

加重学生负担 ,降低学习质量 .本节内容常常用到前面学过的排列、组合、二项式定理、概率等

方面的知识 ,在教学中一定要以新带旧 ,经常不断地复习需要的已学知识 ,达到温故而知新 .在

讲解中也可采用讨论的方法 ,引导学生一步一步地搞清怎样求分布列 ,怎样求期望和方差 ,务

求落实 ,切莫潦草行事 .
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3. 学法指导

为了学好这部分内容 ,首先要明确学习目的 ,端正学习态度 ,可举一些简单的实例 ,理解这

部分知识的重要性和应用性 ,比如如何评价两个学生学习成绩的好坏 ,如何选派射击运动员参

加世界大学生运动会等等 ,从而提高学习的兴趣 .

由于在初中阶段已经学习过平均数、方差的概念 ,因此一定要提前把初中学过的知识复习

一下 ,在学习新知识过程中 ,不断地加以对比、归纳 ,形成新的相关的知识网络 ,以便加强记忆

理解 .

在学习过程中 ,一定要重视对课本例题的阅读和分析 ,因为书中例题都是精选出来的 ,切

实掌握例题中所学的知识、方法 ,才能做到举一反三、触类旁通 ,才能创新 .要提倡做一些典型

的综合题 ,这样可以加深各部分知识的联系 ,理清解题思路 ,提高分析问题和解决问题的能力 .

具体地说 ,在理解了随机变量意义的情况下 ,一定要熟练掌握求解离散型随机变量的分布列的

方法 ,因为它是学习本节内容的基础方法 .求离散型随机变量的期望与方差 ,都是建立在随机

变量的分布列基础之上的 ,例如某商场要根据天气预报来决定节日期间是在商场内 ,还是商场

外开展促销活动 .统计资料表明 ,每年国庆节 ,商场内的促销活动可获得经济效益 2 万元 ;商场

外的促销活动如果不遇到雨天可获得经济效益 10 万元 ,如果促销活动中遇到雨天则会带来经

济损失 4 万元 .9 月 30 日 ,气象台预报国庆节当地有雨的概率是 40% ,商场应该选择哪种促销

方式 ? 这就是一个非常典型的应用题 ,它的解题思路是 :

(1 )设该商场国庆节在商场外的促销活动获得的经济效益为ζ万元 ,则根据天气预报 ,列

出分布列 :

ζ 10 �- 4 �

P 0 �.6 0 j.4

  (2 )根据分布列求出期望 Eζ= 10×0.6 + ( - 4 )×0.4 = 4.4(万 ) .

由 (1 )、(2 )可知在商场外促销获得的经济效益比在商场内促销获得的经济效益大 ,因此 ,

决定在商场外开展促销活动 .

随着改革开放的不断深入 ,人们的应用意识和创新意识不断增强 ,所以在学习这部分内容

时 ,也应该增强应用和创新意识 ,把生活中的实际问题转化为数学问题加以解决 .

二、疑难解析

1. 引入随机变量的目的和意义

随机变量ζ是概率论的一个基本概念 , 在教材中是这样论述的 :如果随机试验的结果可

以用一个变量来表示 ,那么这样的变量叫做随机变量 .这首先明确了随机变量是伴随着随机试

验而产生的 ,那么为什么要引入随机变量这一基本概念呢 ? 这就需要从概率论的任务说起 .概

率论是研究大量随机现象中的数量规律的数学分支 ,研究随机变量及其分布是它的重要任务 ;

另外 ,随机变量具有数值化 ,即它可以取数值 ,这样概率论所研究的许多随机现象就可以数值

化 ,对随机变量进行各种数学运算 .正因为随机变量可以作为数值进行运算 ,研究起来很方便 ,

所以数学家们就利用随机变量的性质 ,采用数学分析的方法全面地研究随机试验的所有结果 ,

以揭示其客观存在着的统计规律 .

为了把引入随机变量的目的和意义说得再清楚一些 ,还得重复一下随机变量到底是什么 .

在教科书中所举的众多例子中 ,每一个试验结果自然地对应着一个实数 .诚然 ,有些对应关系
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是人为地建立起来的 ,但是无论哪一种情形 ,所谓随机变量 ,不过是试验结果 (即样本点 )和实

数之间的一个对应关系 ,这与函数的本质是相同的 ,这样就为利用函数这个有力的工具来研究

随机现象提供了强有力的保证 .但是 ,应该注意到 ,在函数概念中 ,函数 f ( x )的自变量是实数

x ,而在随机变量的概念中 ,随机变量的自变量是试验结果 .进一步地讲 ,随机变量与讨论一般

函数有本质区别 :第一 ,随机变量ζ是定义在样本空间上的 ,而不一定在实轴上 (由一试验所

有的基本事件组成的集合称为这个试验的样本空间 ,基本事件是这个集合的元素 ,称为样本空

间中的样本点 ,例如 :掷一个均匀的骰子观察出现点数的实验 ,这个实验的样本空间设为 Ω,

则 Ω= {ω1 ,ω2 ,ω3 ,ω4 ,ω5 ,ω6 } ,事件 ω1 =“点数 1”,ω2 =“点数 2”,⋯ ,ω6 =“点数 6”是这个

事件的 6 个基本事件 ,也称为样本空间 Ω的样本点 ) ;第二 ,随机变量取值是随机的 ,它取每一

个可能值都是有一定的概率的 ;第三 ,随机变量是随机事件的数量化 .

例 :考虑试验 E :袋中有 1 个红球、2 个白球、3 个黑球 ,现从中任取一球观察其颜色 .

E 的样本空间Ω= {ω1 ,ω2 ,ω3 } ,其中ω1 =“取到的球为红色球”,ω2 =“取到的球为白色

球”,ω3 =“取到的球为黑色球”.

如果定义ζ=ζ(ωi ) = i ( i = 1 ,2 ,3 ) ,即当ω=ωi 时 ,ζ(ωi ) = i .那么ζ(ω)就是一个随机

变量 ,它的自变量 ω取值不是实数 ,而是样本空间中的样本点 ω1 ,ω2 ,ω3 ,而随机变量ζ本身

取值为 1 , 2 , 3 三个实数 ,至于ζ要取这三个数中的哪一个 ,得由试验结果确定 ,即ζ是随机地

取这三个数 ,容易算出ζ取这三个数的概率分别为 P(ζ= 1 ) =
1
6

, P(ζ= 2 ) =
1
3

, P(ζ= 3 ) =

1
2

,所以说随机变量取值是有一定概率的 ,这是普通函数 y = f ( x )不具有的特点 .

2. 怎样理解离散型随机变量的分布列的性质 ?

对于随机变量的研究 ,需要了解随机变量取哪些值以及取这些值或取某一个集合内的值

的概率 .对于离散型随机变量 ,它的分布列正是指出了随机变量ζ的取值范围以及取这些值

的概率 .为了便于研究 ,教材中给出了离散型随机变量的分布列的两个性质 :

(1 ) pi≥0 , i = 1 , 2 ,⋯

(2 ) p1 + p2 +⋯ = 1

那么如何理解这两个性质呢 ? 要想很好地理解这两个性质 ,必须掌握概率的性质 ,因此离

散型随机变量的分布列是与概率有直接联系的 ,下面我们给出事件的概率的两种定义方法 :

(1 )概率的统计定义

如果在 n 次重复试验中事件 A 发生了 m 次 .当 n 逐渐增大时 ,比值
m
n
稳定地在某一常数

p 附近摆动 ,且 n 越大 ,摆动幅度越小 ,则称此常数 p 为事件 A 的概率 ,记作 P( A ) .这种定义

方法被教材所采用 ,比较直观、具体 ,容易理解 ,但不够严谨 ,而且必须建立在大量的重复试验

的基础上 .

(2 )概率的公理化定义

设试验 E的样本空间为Ω,对于 E的每一个事件 A 赋予一实数 ,记作 P( A ) ,如果它满足

下列条件 :

①对于每一事件 A ,有 P( A)≥0   (非负性 )

② P(Ω) = 1   (完备性 )

③对于两两互不相容的事件 Ai ( i = 1 ,2⋯ )有 P(∑
∞

i = 1

Ai ) = ∑
∞

i = 1

P( Ai )   (可列可加性)
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则称实数 P( A )为事件 A 的概率 .

(互不相容的事件是表示两个事件不能同时发生 )

尽管概率的公理化定义比较抽象 ,但是它定义严格 ,指出了事件概率的本质 ,任意事件的

概率都是一个不大于 1 的非负数 ,而且 P(Ω) = 1 , P(�) = 0 .

当明确概率的性质时 ,就不难明白 ,离散型随机变量的分布列既然是反映一些数值的概

率 ,当然也满足概率的性质 .

3. 怎样求离散型随机变量的分布列与分布函数 ?

让我们先从例题开始说起 .

例 1  5 个乒乓球中有 2 个新的 , 3 个旧的 ,如果从中任取 3 个 ,其中新的乒乓球的个数是

一个随机变量 ,求这个随机变量的分布列和分布函数 ,并画出分布函数的图形 .

解 :设ζ表示任取的 3 个乒乓球中新的乒乓球的个数 ,由题目条件可知 ,ζ的所有可能取

值为 0 , 1 , 2 .

∵  P(ζ= 0) =
C

3

3

C
3
5

=
1
10

, P(ζ= 1 ) =
C

1

2·C
2

3

C
3
5

=
6

10
, P(ζ= 2 ) =

C
2

2·C
1

3

C
3
5

=
3

10
.

∴  随机变量ζ的分布列如下表所示 :

ζ 0 �1 �2 �

p 0 �.1 0 �.6 0 �.3

  求出ζ的分布列之后 ,可由 F ( x ) = ∑
x

k
≤ x

pk 来求 F( x ) ,在计算 F ( x )时应注意 ,ζ的分布

函数 F( x )是定义在 ( - ∞ , +∞ )内的函数 ,由于 P(ζ≠ k) = 0 ( k = 0 ,1 ,2 ) ,即 P( 0 <ζ< 1) =

P(1 < x < 2 ) = P(ζ< 0 ) = P(ζ> 2) = 0 ,所以 F( x )必须分段计算 ,我们将区间 ( - ∞ , + ∞ )

分为 ( - ∞ , 0)、[ 0 , 1)、[ 1 , 2)、[ 2 , +∞ )分别计算 F( x ) ,有

F( x ) =

0

P(ζ = 0)

P(ζ = 0) + P(ζ = 1)

P(ζ = 0) + P(ζ = 1) + P(ζ = 2)

  

x < 0

0 ≤ x < 1

1 ≤ x < 2

x ≥ 2

=

0

0.1

0.7

1

  

x < 0

0 ≤ x < 1

1 ≤ x < 2

x ≥ 2

  F( x )的图形如图 11-1 所示。

图  11-1
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例 2  设 ζ为一离散型随机变量 ,其分布列如下表所示 ,试求 :

(1 ) q 值 ;   ( 2)ζ的分布函数 .

ζ - 1 60 �1 �

P
1 �
2

1 �- 2 q q2 �

  解 : ( 1)∵离散型随机变量的概率函数 P(ζ= xk ) = pk ,满足∑
∞

k = 1

pk = 1 且 0≤ pk≤1

∴  

1
2

+ 1 - 2 q + q
2

= 1

0≤1 - 2 q≤1

q
2
≤1

,解得 q = 1 -
2

2
,从而ζ的分布列为

ζ - 1 60 �1 �

P
1 �
2 2 �- 1

3 �
2

- 2

  (2 )由 F( x ) = P(ζ≤ x ) ,计算ζ的分布函数 .

F( x ) =

 0

 
1
2

2 -
1
2

 1

  

x < - 1

- 1 ≤ x < 0
 
 

0 ≤ x < 1
 
 

x ≥ 1

  由上面的两个例题 ,我们可以归纳出求离散型随机变量的分布列与分布函数的一般方法 :

(1 )求分布列就是计算试验的所有基本事件各自的概率 ,要注意各事件的概率必须是非负

数且不大于 1 ,而且所有事件的概率之和必须等于 1 ;

(2 )求得分布列 P(ζ= xk ) = pk ( k = 1 ,2 ,⋯ , n)后 ,就可由 F( x ) = P(ζ≤ x)求得分布函数 .

F( x ) =

0  

p1

p1 + p2

…

∑
k

i = 1

pi

…

1  

  

x < x1

x1 ≤ x < x2

x2 ≤ x < x3

…

xk ≤ x < xk + 1  
 

 

…

x ≥ x n

  4. 为什么说二项分布是离散型随机变量的最重要的分布之一 ?

教科书中特意提出二项分布是一种常见的离散型随机变量的分布 ,这是有道理的 .因为我

们在日常生活和生产实践中常常遇到服从二项分布的随机变量 ,如 n 次独立射击命中的次

数 , n 部性能相同的机床中正常工作的机床台数 ,从 N 个产品中有放回地每次取一个 ,若取 n

次 ,取到的次品个数 ,或从次品率为已知的一大批产品中任取 n 个产品中的次品个数 ,这些都

认为是服从二项分布的随机变量 .这是从它的应用比较广泛这一方面说明它的重要 .另一方

面 ,学生在前一章刚学过 n 次独立重复试验的概率 ,这就为讲离散型随机变量的二项分布奠

定了基础 ,同时也得到充实 .最后 ,从它在概率论中的地位来讲 ,二项分布是概率论中最重要的
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几种分布之一 ,在实际应用和理论分析中都有重要的地位 .鉴于它的重要性 ,我们想从下面几

点对二项分布加以解释 :

(1 )二项分布的表示方法

如果随机变量ζ的概率函数为 P(ζ= k ) = C
k
n p

k
q

n - k
(其中 q = 1 - p , k = 0 , 1 , 2 ,⋯ , n ) ,则

称ζ服从参数为 n 和 p 的二项分布 ,用ζ～ B( n , p)表示 .

(2 )二项分布的期望与方差

若ζ～ B( n , p ) ,则ζ的均值与方差分别为 Eζ= np , Dζ= n pq  ( q = 1 - p)。

(3 )二项分布的最可能值

使服从二项分布的随机变量ζ的概率 P(ζ= k )取得最大值的 k 称为二项分布的最可能

值 ,记作 k0 .

k0 =
np + p - 1 和 np + p

 [ np + p]
  
若 np + p 是整数

其他

其中 [ np + p]表示不超过 np + p的最大整数 .

例 3  将一颗骰子分别掷 25 次与 35 次 ,求点数 2 最有可能出现的次数 k0 .

解 :设ζ表示在 n 次抛掷中点数 2 出现的次数 ,则ζ～ B( n , p) ,其中 n 分别为 25 与 35 ,

p =
1
6

.

如果掷 25 次 ,即 n = 25 .由于 np + p =
26
6

,所以 k0 =
26
6

= 4 .

如果掷 35 次 ,即 n = 35 .由于 np + p = 6 ,所以 k0 = 6 或 k0 = 5 .

即如果将一颗骰子掷 25 次 ,则点数 2 最有可能出现 4 次 ,如果将一颗骰子掷 35 次 ,则点

数 2 最有可能出现 5 次或 6 次 .

ζ 0 �1 }

p q p

(4 ) n = 1 的二项分布

若随机变量ζ～ B( 1 , p ) ,则又称 ζ服从 0-1 分布或两

点分布 ,这时 ζ的分布列如表所示 ,其中 p + q = 1 ,即ζ表

示在一次试验中某一事件 A 发生的次数 .

有时将服从 ( n , p)的二项分布的随机变量看作是 n 个独立的 0-1 分布的随机变量之和

来处理问题会带来一定的方便 .

5. 数学期望与方差的性质

一般地 ,若离散型随机变量的概率分布为

ζ x1 �x2 O⋯ xn ⋯

p p1 �p2 N⋯ pn ⋯

  则称 Eζ= x1 p1 + x2 p2 +⋯ + xn pn +⋯为ζ的数学期望或平均数、均值、数学期望 ,又简

称为期望 .它反映了离散型随机变量取值的平均水平 .

(1 )数学期望的性质

设ζ、η为随机变量 , Eζ、Eη存在 , C 为常数 ,则有

① EC = C

② E( Cζ) = C·Eζ

③ E(ζ+η) = Eζ+ Eη

④如果ζ,η相互独立 ,则 E(ζη) = ( Eζ) ( Eη)
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设ζ是一个随机变量 ,若 (ζ- Eζ)
2
的期望存在 ,则称 E(ζ - Eζ)

2
为ζ的方差 ,记作 Dζ .

(2 )方差的性质

设ζ、η为随机变量 , C为常数 , Dζ、Dη存在 ,则有 :

①D ( C) = 0

②D (ζ+ C) = Dζ

③D ( Cζ) = C
2

Dζ

④Dζ= Eζ
2

- ( Eζ)
2

⑤如果ζ、η相互独立 ,则 D(ζ±η) = Dζ± Dη

例 4  (选择题 )设随机变量ζ的期望 Eζ存在 ,且 Eζ= a , Eζ
2

= b , c为一常数 ,则 D ( cζ)

= (   )

(A) c ( a - b
2

)   (B) c( b - a
2

)   ( C) c
2

( b - a
2

)   (D) c
2

( a - b
2

)

解 :∵ D ( cζ) = c
2
·Dζ= c

2
[ Eζ

2
- ( Eζ)

2
] = c

2
( b - a

2
) ,∴本题应选 ( C) .

例 5  设 ζ为一随机变量 ,已知 Eζ= 1 , D
ζ
2

= 1 ,求 E(ζ - 1 )
2

.

解 :∵  Eζ= 1 ,∴  E(ζ- 1)
2

= E(ζ - Eζ)
2

= Dζ .

又∵  D (
ζ
2

) =
1
4

Dζ= 1 ,  ∴Dζ= 4 .

∴  E(ζ - 1 )
2

= 4 .

三、练习题

(一 )选择题

1. 掷均匀硬币一次 ,随机变量为 (   )

(A)出现正面的次数   �( B)出现正面或反面的次数

( C)掷硬币的次数  ( D)出现正反面次数之和

2. 将一颗骰子掷一次 ,随机变量为 (   )

(A)出现偶数点的点数   ( B)出现奇数点的点数

( C)出现的点数      ( D)掷骰子的次数

3. 10件产品中有 2 件次品 ,从中任取一件 ,随机变量为 (   )

(A)取到次品的个数   ( B)取到产品的个数

( C)取到正品的概率   ( D)取到次品的概率

4. 将一颗骰子掷两次 ,随机变量为 (   )

(A)第一次出现的点数    ( B)第二次出现的点数

( C)两次出现的点数之和   ( D)两次出现相同点的种数

5. 已知 ζ的分布列为

ζ - 1 60 �1 �

pi
1 �
2

1 �
3

1 �
6

期望值为 (   )

(A)0   ( B) - 1   ( C) -
1
3
  (D)

1
2

6. 已知 ζ的分布列如上题 ,ζ最可能出现的值是 (   )
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(A)
1
2
  ( B) - 1   ( C)1   (D) -

1
3

7. 对于第 5 题中的ζ来说 ,设η= 2ζ+ 3 ,则η的期望值是 (   )

(A)
7
3
  ( B)4   ( C) - 1   (D)1

8. 对第 7 题中的η来说 ,其最可能出现的值应是 (   )

(A)1   ( B) 3   ( C) 5   ( D) 4

9. 已知 ζ的分布列为

ζ 1 i2 �3 �4 7

pi
1 i
4

1 �
3

1 �
6

1 7
4

则 Dζ等于 (   )

(A)
29
12
  (B)

131
144
  ( C)

179
144
  (D)

17
12

10. 已知 η= 2ζ+ 3 ,其中ζ为第 9 题的ζ,则 Dη= (   )

(A)4
35
36
  (B) 3

11
36
  ( C)

11
72
  (D) 3

11
72

11. 设 ζ的概率分布如下 :

ζ x1 �x2 �⋯ xn

pi p1 �p2 �pn

则正确的是 (   )

(A) pi≥0              �(B) p1 + p2 +⋯ + pn = 1

( C) pi≥0 且 p1 + p2 +⋯ + pn = 1 (D) 0≤ pi≤1

12. 设 ζ是一个随机变量 ,则正确的是 (   )

(A)ζ的定义域是一切实数   "(B)ζ的定义域是样本空间

( C)ζ没有确定的定义域   (D)ζ的定义域是一个点列或区间

(二 )解答题

13. 袋中有 3 个白球 , 3 个红球和 5 个黑球 .从袋中随机地取 3 个球 ,假定取得一个白球得

1 分 ,取得一个红球扣 1 分 ,取得一个黑球不得分也不扣分 ,求得分的概率分布 .

14. 某射手有 5 发子弹 ,射击一次 ,命中率是 0.9 ,如果命中了就停止射击 ,否则一直射到

子弹用尽 ,求耗用子弹数ζ的分布 , Eζ, Dζ .

四、阅读材料

常见的离散型随机变量的分布

1. 二项分布 (在前面已经讨论过 ,在此不必多说 )

2. 超几何分布

(1 )定义 :如果随机变量ζ的概率函数为 P(ζ= k ) =
C

k
M·C

n - k
N - M

C
n
N

 〔( k = 0 , 1 , 2 ,⋯ , m ; m =

min( M , n)〕 .

则称ζ服从超几何分布 .

服从超几何分布的随机变量所有可能取值是有限个 , 它们是 0 , 1 , 2 ,⋯ , m , m 是 M 和 n
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中较小的一个 .服从超几何分布的随机变量常见于小批量无放回抽取的试验 ,其数学模型为 :

N 个元素 (产品、球等 )分为两大类 ,第一大类有 M 个 ,第二大类有 N - M 个 ,从中任取 n 个 ,

则这 n 个元素中所含的第一类 (或第二类 )元素的个数是一个服从超几何分布的随机变量 .

(2 )超几何分布的期望与方差 :若ζ服从超几何分布 ,则ζ的期望与方差分别为

Eζ=
nM
N

, Dζ=
nM ( N - M ) ( N - n )

N
2

( N - 1 )

(3 )超几何分布与二项分布的关系 : lim
N→∞

C
k

M·C
n - k

N - M

C
n

N

= C
k

n p
k

(1 - p )
n - k
 ( k = 0 ,1 ,2 ,⋯ , n ) ,

即超几何分布以二项分布为极限 ,式中 p = lim
N→∞

M
N

.若以产品为例 , p 可以理解为一批产品的

次品 (或废品、一等品等 )率 ,因此大批量无放回抽取试验中的随机变量被认为是服从二项分布

的 .

3. 泊松分布

(1 )定义 :如果随机变量ζ的概率函数为 P (ζ= k ) =
λ

k
e

- λ

k !
 ( k = 0 , 1 , 2 ,⋯ ,λ为正常

数 ) ,则称ζ服从参数为λ的泊松分布 ,用ζ～ P(λ)表示 .

服从泊松分布的随机变量的所有可能取值为无限多个 ,它们是 0 , 1 , 2 ,⋯ ,服从泊松分布

的随机变量常见于稠密性问题中 ,如在一定时间内 ,某交换台收到的呼唤次数 ,某车站上的等

车人数 ,容器内的细菌个数 ,牧草种子中的杂草种子数 ,某块布匹上的疵点数 ,某页书上的印刷

错误数等都认为是服从泊松分布的随机变量 .

(2 )泊松分布的期望与方差 :若ζ～ P(λ) ,则ζ的期望与方差分别为 Eζ=λ, Dζ=λ .

(3 )泊松分布与二项分布的关系 :泊松定理在贝努里试验中 ,以 pn 代表事件 A 在试验中

出现的概率 ,它与试验总数 n 有关 ,如果 npn→λ,则 lim
n→∞

C
k
n·p

k
n ( 1 - pn )

n - k
=
λ

k
e

- λ

k !
 ( k = 0 ,

1 , 2 ,⋯ ) .

这个定理表明 ,二项分布的极限是泊松分布 ,因为当 n 很大 , p 很小 ,而 np≤5 时 ,可用

λ
k
e

- λ

k !
 (λ= np)作为 C

k

n p
k

( 1 - p )
n - k
的近似值 ,而

λ
k
e

- λ

k !
的值可通过查泊松分布表得到 .

例 1  某种布每平方米上的疵点个数服从泊松分布 , 并已知这种布平均每平方米有 0.8

个疵点 ,若规定每平方米上的疵点数不超过一个为一等品 ,多于一个但不超过四个为二等品 ,

多于四个为次品 ,求这种布的一等品率、二等品率及次品率 .

解 :设ζ表示这种布每平方米上的疵点个数 ,由已知ζ～ P(λ)且λ= Eζ= 0.8 ,则

P(ζ≤1) = P(ζ= 0 ) + P(ζ= 1) = 0.449 329 + 0.359 463≈0.809 .

P(1 <ζ≤4 ) = P(ζ= 2) + P (ζ= 3 ) + P (ζ= 4 ) = 0.143 785 + 0.038 343 + 0.007 669≈

0.190 .

P(ζ> 4) = 1 - P(ζ≤4) = 1 - 0.998 589≈0.001 .

所以这种布的一等品率为 0.809 ,二等品率为 0.190 ,次品率为 0.001 .

例 2  (填空题 )一袋中有 3 个红球、5 个白球 ,从中有放回地取 4 次 ,每次取一球 ,若ζ表

示取到的红球次数 ,则ζ服从  分布 ,ζ的概率函数为  ,平均有  次取到红球 ,最多可

能取到  次红球 , 如果无放回地取 4 次 , 每次取一球 ,则 ζ服从  分布 ,ζ的概率函数为

 ,平均有  次取到红球 .
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解 :第一种情形 :有放回地取 4 次 ,每次取一球 ,此试验为 4 重贝努里试验 ,因为每次试验

中取到红球的概率均为 p =
3
8

,取不到红球的概率为
5
8

,所以 ζ服从参数为 4 ,
3
8
的二项分

布 ,ζ的概率为 P(ζ= k ) = C
k

4
3
8

k
5
8

4 - k

 ( k = 0 , 1 , 2 , 3 , 4) , Eζ= 4×
3
8

= 1.5 .

ζ的最可能取值为 [ np + p] =
15
8

= 1 .

第二种情形 :无放回地取 4 次 ,每次取一球 ,也就是从 8 个球中一次任取 4 球 ,所以

P(ζ= k ) =
C

k

3 C
4 - k

5

C
4
8

 ( k = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 )

因此ζ服从超几何分布 Eζ=
4×3

8
= 1.5 .

例3  某汽车站每天出事故的次数ζ服从泊松分布 ,且已知一天内发生一次事故与发生

两次事故的可能性相同 ,求每天发生事故不超过一次的概率 .

解 :∵ζ～ P(λ) ,∴ P(ζ= k ) =
λ

k
e

- λ

k !
 ( k = 0 , 1 , 2 ,⋯ ) (λ> 0 ,常数 ) .

又∵ P(ζ= 1) = P(ζ= 2 ) ,∴
λe

- λ

1 !
=
λ

2
e

- λ

2 !
.

由此解得λ= 2 ,

于是所求 P(ξ≤1) = P(ξ= 0) + P(ξ= 1 ) = 0.135 335 + 0.270 671≈0.41 .   

 第二节  统   计

一、内容分析

1. 数学思想方法

本章“统计”部分是在初中学习的基础上加以深入和扩展 ,研究的主要问题是两个 :其一是

如何从总体中抽取样本 ,其二是如何通过对所抽取的样本进行计算和分析 ,对总体的相应情况

作出推断 .

基于本章内容分析 ,简单随机抽样和用样本的某种特征去估计总体的相应特征是本章突

出的数学方法 ,即数理统计的方法 ,因为当我们讲这部分时还没有学习微积分 ,知识内容极其

初步 ,因此 ,我们不追求理论上多么清楚 ,而在于对一些重要概念的实际意义的理解 ,突出统计

中处理问题的基本思想方法 ,突出统计知识的实际应用 .

2. 教学建议

(1 )突出一个核心 .“统计”的核心是如何根据样本的情况对总体的情况作出推断 .这个核

心中的核心是抽样方法 ,在教学中必须突出这一点 .

(2 )在简单随机抽样、系统抽样和分层抽样三种抽样方法中 ,突出简单随机抽样的方法 .因

为它是一种非常重要的抽样方法 ,也是其他两种抽样方法的基础 .

(3 )要轻理论重操作 .因为教材本身介绍的知识是初步的 ,不可能使学生在理论上搞清楚 ,

因此 ,应使学生在遇到统计问题时会抽样、会整理数据、会计算 ,从中体会统计的思想和方法 ,

这样就达到了教学目的 .

(4 )要重视作业 .这是一个突出的问题 ,因为这一部分课时比较紧 ,高考又是非重要考点 ,
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人们往往忽视作业 .过去人们常说“百闻不如一见 ,百见不如一练”,还是让学生自己动手 ,去尝

试一下 ,这样才能真正体会统计的思想方法 .

3. 学法指导

本章内容与前一章概率知识有密切联系 ,同时与在初中学习过的统计初步的联系也非常

紧密 ,因此在学习本章内容前 ,应首先把前面学过的知识复习一下 ,为后面的学习打好基础 .

另外 ,在学习过程中 ,多从实际例子出发 ,领会统计的方法和原理 ,在理解基本概念的基础

上 ,记住一些常用的结论和解题套路 ,这样才能提高学习效果 .

二、疑难解析

1. 简单随机抽样有何特点 ?

回答这个问题首先看教材中的定义 :一般地 ,设一个总体的个数为 N ,如果通过逐个抽取

的方法从中抽取一个样本 ,且每次抽取时各个个体被抽到的概率相等 ,就称这样的抽样为简单

随机抽样 .

我们根据上述定义 ,分析它有如下特点 :

(1 )它要求被抽取样本的总体的个数有限 ,这样就便于对其中各个个体被抽取的概率进行

分析 .

(2 )它是从总体中逐个地进行抽取 ,这样就便于在抽样实践中进行操作 .

(3 )它是一种不放回抽样 .抽样实践中多采用不放回抽样 ,使其具有较广泛的实用性 ,而且

由于所抽取的样本中没有被重复抽取的个体 ,因而便于进行有关的分析和计算 .

(4 )它是一种等概率抽样 .不仅每次从总体中抽取一个个体时 ,各个个体被抽取的概率相

等 ,而且在整个抽样过程中 ,各个个体被抽取的概率也都相等 ,从而保证了这种抽样方法的公

平性 .

2. 如何理解逐个抽取时 ,各个个体被抽取的概率相等与整个抽样过程中各个个体被抽取

的概率相等 ?

对于在逐个抽取时各个个体被抽取的概率相等的理解是比较容易的 ,因为我们现在讲的

简单随机抽样的定义就告诉我们 ,它是等概率的抽样 ,而对后一句话“整个抽样过程中各个个

体被抽取的概率相等”的理解就不那么容易了 .假设当用简单随机抽样从含有 N 个个体的总

体中抽取一个容量为 n 的样本时 ,求整个抽样过程中每个个体被抽取的概率 .

我们知道当从含有 N 个个体的总体中一次性地抽取容量为 n 的样本时 ,在假定每个个体

被抽到的概率相等的前提下 ,其中任一个体 a 被抽到的概率为 p =
C

n - 1
N - 1

C
n

N

=
C

n - 1
N - 1

N
n

C
n - 1

N - 1

=
n
N

.

这就说明了 ,在整个抽取过程中每个个体被抽取的概率相同 ,均为
n
N

.

然而 ,这里说的“每次抽取一个个体时任一个体被抽取的概率”与“在整个抽样过程中个体

a被抽到的概率”显然不是一回事 ,必须加以分清 .例如 ,我们从含有 6 个个体的总体中抽取一

个容量为 2 的样本 ,总体中的某一个体 a 在第一次抽取时被抽到的概率为
1
6

,在第一次未被

抽到而第二次被抽到的概率还是
1
6

( p =
5
6
·

1
5

=
1
6

) ,而在整个抽样过程中它被抽到的概率是

1
3

.
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例 1  从湖中打一网鱼 ,共 m 条 ,做上记号再放入湖中 ,数天后再打一网鱼共 n 条 ,其中

有 k 条有记号 ,估计湖中有鱼 (   )

(A)
n
k
  ( B) m·

n
k
  ( C) m·

k
n
  (D)无法估计

解 :设湖中有鱼 N 条 .那么当从湖中打一网鱼 ,共 m 条 ,每条鱼被打捞上来的概率是
m
N

,

数天后再打一网鱼共有 n 条 ,其中有 k 条有记号 ,其
k
n

=
m
N

, ∴ N = m·
n
k

,故选 ( B) .

3. 如何理解有放回抽样与不放回抽样 ?

为了把问题说清楚 ,我们先看两个例题 .

例 2  若 10 个产品中有 7 个正品 , 3 个次品

(1 )不放回地每次从中任取一个 ,共取 3 次 ,求取到 3 个次品的概率 .

(2 )每次从中任取一个 ,有放回地取 3 次 ,求取到 3 个次品的概率 .

解 : ( 1)设 A =“取到 3 个次品”

由于这个试验是不放回地抽取 3 次 ,所以 3 次取产品分别是从 10 个、9 个、8 个中任取一

个 ,因此共有 C
1

10·C
1

9·C
1

8 = 720 种不同的取法 ,即样本空间中样本点的个数 n = 720 ,而 3 次取

到 3 个次品有 C
1

3·C
1

2·C
1

1 = 6 种不同的取法 ,即事件 A 包含 m = 6 个样本点 ,所以

P( A) =
6

720
=

1
120

= 0.0083 .

从另一个角度分析 ,从 n 个产品中不放回地每次任取一个 ,共取 m 次的试验也可以用从

n 个产品中一次任取 m 个产品的方法来考虑 .因而这个试验也可以看成从 10 个产品中任取的

3 个产品都是次品 ,这样样本空间中的样本点数可用 C
3

1 0计算 ,事件 A 所包含的样本点数可用

C
3

3 计算 ,于是

P( A) =
C

3
3

C
3

1 0

=
1

120
= 0.0083 .

(2 )设 A =“取到 3 个次品”

由于这个试验是有放回地取 3 次 ,即取完一次 ,记录下产品的种类后放回去 ,再取第二次 ,

所以每次都是从 10 个产品中任取一个 ,每次都有 10 种不同的取法 , 3 次共有 10
3
种不同的取

法 ,即样本空间中共有 n = 10
3
个样本点 ,事件 A 包含的样本点数为 m = 3

3
,所以

P( A) =
3

3

10
3 = 0.027 .

另外 ,由于是有放回地抽取 3 次 ,因而也可以看成是三次独立的试验 ,每次试验结果只有

“取到的是次品”与“取到的不是次品”两个 ,因此 ,试验满足二项分布 .由于每次试验取到次品

的概率为 0.3 ,于是 ,三次试验中恰取到三个次品的概率为

P( A) = (0.3 )
3

= 0.027 .

例 3  若 10 个产品中有 7 个正品 , 3 个次品 ,每次从中任取一个 ,不放回地取 3 次 ,求取到

两个正品、一个次品的概率 .

解 :设 A =“取到两个正品、一个次品”.将试验理解为从 10 个产品中一次任取 3 个产品 ,

于是样本空间中样本点的个数为 n = C
3

10 ,事件 A 包含的样本点个数 m = C
2

7·C
1

3 .所以

P( A) =
C

2

7·C
1

3

C
3

10

=
21
40

= 0.525 .
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从上面可以看出有放回抽样与不放回抽样是不同的 ,试验结果也是不一样的 .因此 ,在遇

到具体问题时 ,一定要分清是有放回抽样还是不放回抽样 ,正确使用计算公式 .需要提醒的是

在计算时如果用排列组合方法都可以 ,那么或者都用排列方法 ,或者都用组合方法 .

4. 何谓“小概率事件”?

“小概率事件”通常指发生的概率小于 5%的事件 .这就提出了一个在一次试验中几乎不

可能发生的思想 ,因为对这类事件来说 ,在大量重复试验中 ,平均每试验 20 次 ,发生还不到 1

次 ,所以认为在一次试验中该事件是几乎不可能发生的 .这种认识是我们进行推断的出发点 .

对于“小概率事件”应从两个方面理解 :一是这里的“几乎不可能发生”是针对“一次试验”来说

的 ,因为如果试验次数多了 ,该事件当然很可能发生 ;二是当我们运用“小概率事件几乎不可能

发生”的原理进行推断时 ,我们也有 5%的犯错误的可能 ,因为这只是一种估计 ,它不同于我们

过去数学中的推理方法 .

“小概率事件”原理主要用于检验假设 .是接受统计假设 ,还是拒绝统计假设 ,主要取决于

“小概率事件”是否发生 ,不发生则接受 ,发生了则不接受 .

三、练习题

(一 )选择题

1. 在简单抽样中 ,某一个个体被抽中的可能性是 (   )

(A)与第 n 次抽取有关 ,第一次抽中的可能性要大些

( B)与第 n 次抽样无关 ,每次抽中的可能性都相等

( C)与第 n 次抽样有关 ,最后一次抽中的可能性大些

(D)与第 n 次抽样无关 ,每次都是等可能的抽取 ,但各次抽取的可能性不一样

2. 系统抽样又称等距抽样 ,从 N 个个体中抽取 n 个个体为样本 ,先确定抽样间隔 ,即抽

样距 K =
N
n

(取整数部分 ) ,从第一段 1 , 2 ,⋯ , K ,⋯ , i0 + ( n - 1 ) K 号均入样构成样本 ,所

以每个个体的入样概率是 (   )

(A)相等的   ( B)不相等的   ( C)与 i0 有关   (D)与编号无关

3. 分层抽样又称类型抽样 ,即将相似的个体归入一类 (层 ) ,然后每层各抽若干个体构成

样本 ,所以分层抽样为保证每个个体等可能入样 ,必须进行 (   )

(A)每层等可能抽样            �( B)每层不等可能抽样

( C)所有层用同一抽样比 ,等可能抽样  ( D)所有层同样多样本容量 ,等可能抽样

4. 总体数学期望 (均值 )μ的估计量是 (   )

(A)样本均值 x =
1
n

( x1 + x2 +⋯ + x n )

( B)样本方差 s
2

=
1
n

[ ( x1 - x )
2

+⋯ + ( x n - x )
2

]

( C)样本极差 R = max( x1 ,⋯ , xn ) - min( x1 ,⋯ , xn )

(D)样本平均差 A·D =
1
n

[ | x1 - x | +⋯ + | x n - x | ]

5. 总体方差δ
2
的估计量是 (   )

(A)样本最大值 x ( n) = max{ x 1 ,⋯ , x n }

( B)样本最小值 x (1 ) = min{ x1 ,⋯ , x n }
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