


第六章 不等式

一 不等式的性质

学 习 目 标

员郾理解不等式的概念援
理解现实世界中的量有相等关系，也有不等关系，不等关系可以用不等式表示援表示两

个数量不等的符号有“!”、“跃”、“约”、“"”、“#”；理解在两实数 葬、遭之间具有以下性质：葬
跃遭篟葬原遭跃园；葬越遭篟葬原遭越园；葬约遭篟葬原遭约园；会用两个实数的大小与它们差的等价
关系比较两实数的大小援
圆郾理解不等式的性质及其证明援
（员）知道什么是同向不等式和异向不等式；理解不等式的反对称性：葬跃遭篟遭约葬及其
证明；理解不等式的传递性：葬跃遭，且 遭跃糟耣葬跃糟及其证明；理解不等式的加法保序性：葬
跃遭耣葬垣糟跃遭垣糟及其证明；理解不等式的移项法则；
（圆）理解不等式乘正数的保序性，乘负数的反序性：
葬跃遭，且 糟跃园耣 葬糟跃遭糟； 葬跃遭，且 糟约园耣 葬糟约遭糟援

以及它们的推论的证明；理解两个正数的 灶次方根的保序性：葬跃遭跃园耣灶$葬跃
灶
$遭（ Ôî %晕&，

且 灶跃员）及其反证法证明；利用不等式的性质证明简单的不等式援
猿郾掌握两正数的算术平均数与几何平均数的定理援

（员）会推导不等式 葬圆垣遭圆"圆葬遭，并知道其中等号成立的条件；掌握不等式
葬垣遭
圆 "$葬遭

的证明过程，并明确其中等号成立的条件；理解两正数的算术平均数与几何平均数的含义，

会用语言叙述两正数的算术平均数与几何平均数的定理；知道两正数的算术平均数与几何

平均数的定理的几何解释；

（圆）会用两正数的算术平均数与几何平均数的定理求解有关问题的最大值或最小值；会
用两正数的算术平均数与几何平均数的定理证明有关的简单的不等式援
本节重点是理解不等式的基本性质和掌握两正数的算术平均数与几何平均数的定理援
本节难点是正确理解不等式的性质及其证明援正确利用算术平均数和几何平均数的定

理求某些函数的最大值、最小值援

数 学 素 养

员郾两个实数的大小与它们差的等价关系是比较两个实数大小的理论依据，也是本章内
员



容的根本与基石援根据两实数的大小与它们差的等价关系，要比较两个实数的大小，只须考
虑它们差的符号即可援其一般步骤是：!作差；"变形（通常是配方或分解因式）；#判断（差
大于零、等于零或小于零）援
圆郾不等式的性质是证明不等式和解不等式的理论基础，是进行概念判断和比较大小的

重要依据援对不等式的性质要在理解的基础上加以熟记，可将不等式的性质同等式的相应的
性质进行比照，理解两者的相同点与不同点，从而加深对不等式性质的理解与记忆援在理解
不等式的性质和运用不等式的性质进行推理和论证时，尤其要注意它们的条件援
猿郾两个正数的算术平均数与几何平均数定理是一个在理论和实际两方面都起重要作

用的基本定理，运用这个定理解题时，必须注意：

（员）尽管葬垣遭Ô² "$葬遭是由葬
圆垣遭圆"圆葬遭脱胎过来援但它们成立的条件是不同的：前者要

求 葬，遭都是正数，而后者只要求 葬，遭都是实数援除此之外，这两个不等式都是带等号的不等
式，因此对其中的“当且仅当⋯⋯时取‘越’号”这句话的含义要理解清楚；
（圆）利用定理求最大值或最小值是解决取值问题的常用之法，但在具体解题过程中应注
意以下三点：“一正”，即两数均为正数；“二定”，即两正数之和（或积）为定值；“三相等”，即在

两正数的取值范围内两正数可以相等援以上三点缺一不可，否则容易产生失误；
（猿）在运用定理解题时，往往需要对所给问题进行适当的变形，为利用定理创造必要的
条件援
〔例题选讲〕

例员 下列各命题是否成立？若不成立，则在不成立的命题中，适当增加条件，使它们
成立援
（员）如果 葬跃遭，那么 葬糟圆跃遭糟圆；

（圆）如果葬
糟圆
跃遭
糟圆
，那么 葬跃遭；

（猿）如果 葬跃遭，糟跃凿，那么 葬糟跃遭凿；

（源）如果 葬跃遭且葬Ôâ !园，那么
员
葬约
员
遭援

分析 要判断上述命题是否成立，需根据不等式的有关性质，细心甄别真伪援
解 （员）不成立援如当 糟越园时就不成立，要使命题成立只需加上条件 Ôã !园；

（圆）成立援由于分母 糟圆跃园，故在不等式葬
糟圆
跃遭
糟圆
的两边同乘以 糟圆，即得 葬跃遭；

（猿）不成立援如猿跃员，原员跃原圆，但猿·（原员）约员·（原圆）援要使命题成立，只需加上条件 遭跃
园，凿约园或 葬跃园，凿跃园或 遭跃园，糟跃园即可援

（源）不成立援如圆跃原员，圆·（原员）!园，但
员
圆跃原员援要使命题成立，只需加上 遭跃园或 葬约园援

点评 上述问题说明，运用不等式的性质进行解题时，应充分注意到不等式性质中的各

种条件，否则就极容易发生错误援另外，要说明一个不等式不成立，只要能举出其中一个反例
即可，无需另加证明援
例圆（员）已知 曾跃员，赠跃员，且 曾赠越圆曾原员，试指出 曾，赠的大小关系；
（圆）已知 葬，遭，糟，凿是互不相等的正数，其中 葬最大，且 遭糟越葬凿，比较 葬垣凿与遭垣糟的
大小援
圆此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



分析 本题的两个小题均为比较两实数大小的问题援根据两实数的大小与它们的差的
等价关系，即考察两实数的差便可援
解 （员）将已知等式变形后作差，有

曾原赠越（曾原员）（赠原员） !
疫 曾跃员、赠跃员，故由!知
曾原赠跃园即 曾跃赠援

（圆）由 遭糟越葬凿，得 遭葬越
凿
糟援

令
遭
葬越
凿
糟越噪，则 遭越葬噪，凿越糟噪，

（葬垣凿）原（遭垣糟）越葬垣糟噪原葬噪原糟越（葬原糟）（员原噪）
疫 葬为最大，故知园约噪约员，员原噪跃园，
亦 （葬原糟）（员原噪）跃园，因而 葬垣凿跃遭垣糟援

点评 对带有条件的实数大小的比较问题，常常需对条件进行适当变形后，再作差以确

定实数的大小关系援

例猿（员）已知 遭糟原葬Ôä "园，遭凿跃园，证明
葬垣遭
Ôâ #

Ôã 垣凿
凿 ；

（圆）若 葬跃遭跃园，凿约糟约园，求证：$葬糟 Ô¼
$遭
凿援

分析 上述两小题中的结论与已知间存在着较明显的差异，故应仔细分析这种差异，再

利用相应的不等式的性质进行证明援
证明 （员）由已知可得，

遭Ôã " Ôá Ôä ，及
员
遭凿跃园，

将
员
遭凿乘以不等式遭Ôã " Ôá Ôä 两边，有

糟
Ôä "

Ôá
遭，再在此不等式两边加员，

有
糟
凿垣Ô± "
葬
遭垣员即

糟垣凿
Ôä "

Ôá 垣遭
遭 ，

也即
葬垣遭
Ôâ #

Ôã 垣凿
凿 援

（圆）疫 葬跃遭跃园，Òà $葬Ô¾ $遭跃园Ô® !

又 凿约糟约园，则原凿跃原糟跃园，在其两边同乘以 员凿糟（跃园），得

原员糟跃原
员
凿跃Ô° "

!·"，得

Ô­ $葬糟跃 Ô­
$遭
糟，

即 $葬
糟 Ô¼
$遭
糟援

猿



点评 从本题中的两小题的证明过程可以看出，一个不等式的证明，往往要多次使用不

等式的多条性质援由此可以说明，熟练地理解并记住不等式的各条性质对学好不等式这章内
容是非常重要的援
例源（员）已知 曾跃园，赠跃园，且猿曾垣源赠越员圆，求 造早曾垣造早赠的最大值及相应的曾，赠的值援
（圆）求函数

赠越曾
圆垣苑曾垣员园
曾垣员 （曾跃原员）

的最小值援
分析 从表面上看，上述两题的求最大值或最小值似乎与两正数的算术平均数与几何

平均数定理（以下简称为平均值不等式）关系不大，但只要我们对问题给出的式子经过适当

的变形，便可利用平均值不等式进行求解援
解 （员）疫 曾跃园，赠跃园，且猿曾垣源赠越员圆，

亦 曾赠越员员圆·猿曾·源Ôù #
员
员圆（
猿曾垣源赠
圆 ）
圆越猿，

造早曾垣造早赠越造早（曾赠）#造早猿援

当且仅当

曾跃园、赠跃园，
猿曾垣源赠越员圆，
猿曾越源赠

{
援
解得

曾越圆，

赠越猿圆
{ 援

即当 曾越圆，赠越猿圆时，造早曾垣造早赠取最大值 造早猿援

（圆）疫 曾跃原员，曾垣员跃园，

亦 赠越曾
圆垣苑曾垣员园
曾垣员 越

（曾垣员）圆垣缘（曾垣员）垣源
曾垣员

越（曾垣员）垣 源曾垣员垣Ôµ "Ô² （曾垣员）·
源
曾$ 垣员垣缘越怨

当且仅当 曾垣员越 源曾垣员，即 曾越员时等号成立援

故 曾越员时，函数 赠越曾
圆垣苑曾垣员园
曾垣员 有最小值怨援

点评 这是两个在特定条件下，求函数的最大、最小值问题援由于需利用平均值不等式
求取，因此，对函数合理变形，并检查不等式中等号能否成立就是两个关键步骤援

单 元 评 价

〔同步练习员〕
员郾设 Ôø %砸，且 曾圆垣曾约园，则下面结论正确的是（ ）援
（粤）曾圆跃曾跃原曾圆跃原曾 （月）原曾跃曾圆跃原曾圆跃曾
（悦）原曾跃曾圆跃曾跃原曾圆 （阅）曾圆跃原曾跃曾跃原曾圆

圆郾如果 葬跃遭跃糟，那么（ ）援
（粤）葬糟圆跃遭糟圆 （月）遭（葬垣遭）跃糟（葬垣遭）
（悦）遭（葬垣糟）跃糟（葬垣遭） （阅）糟（葬垣遭）跃葬（遭垣糟）
源



猿郾已知 葬，遭，糟，Ôä %砸，则下列命题：!若 葬跃遭，则一定存在实数 皂，使得 葬跃皂跃遭；"

若 葬垣遭跃园，则 糟原葬约糟垣遭；#若 葬跃遭，糟约凿，则
葬
糟跃
遭
凿；$若 葬跃渣遭渣，则 葬

灶跃遭灶（ Ôî %
晕垣）援其中正确的是（ ）援
（粤）!、"、# （月）"、#、$
（悦）!、#、$ （阅）!、"、$

源郾若 葬跃遭跃糟跃园，则遭原糟葬 与
葬原糟
遭 中较大的是 援

缘郾已知原员约曾约赠约园，则下列命题：!
员
曾约
员
赠约赠
圆约曾圆；"

员
赠约
员
曾约曾
圆约赠圆；#

员
曾约
员
赠

约曾圆约赠圆；$
员
赠约
员
曾约赠
圆约曾圆中，正确命题的序号是 援

远郾设 葬，Ôâ %砸，则 葬跃遭，
员
葬跃
员
遭同时成立的充要条件是 援

苑郾设 曾，赠为实数，试比较 曾源原曾猿赠与曾赠猿原赠源的大小援
愿郾适当增加条件，使下列各命题成立援
（员）如果 葬跃遭，那么 葬Ôã # Ôâ Ôã ； （圆）如果 葬跃遭，糟跃凿，那么 葬糟跃遭凿；

（猿）如果 葬跃遭，那么员葬跃
员
遭； （源）如果 葬约遭约糟，那么 葬（葬原糟）跃遭（遭原糟）援

怨郾用不等式的性质证明：

若 葬跃遭跃园， 园跃糟跃凿，则
猿
$糟
葬跃
猿
$凿
遭援

员园郾设 葬，遭，糟，Ôä %砸，且!凿跃糟；"葬垣遭越糟垣凿；#葬垣凿约遭垣糟，试比较 葬，遭，糟，凿的
大小援
〔同步练习圆〕

员郾葬垣遭Ô² "$葬遭是葬跃园、遭跃园的（ ）援

（粤）充分而不必要条件 （月）必要而不充分条件
（悦）充要条件 （阅）既不充分也不必要条件

圆郾已知 葬，遭为不小于员的正数且 Ôá ! Ôâ ，则
葬圆垣遭圆
圆 ，葬遭，

葬垣遭
圆 ，$葬遭中最大的是（ ）援

（粤）葬
圆垣遭圆
圆 （月）葬遭 （悦）葬垣遭圆 （阅）$葬遭

猿郾在下列函数中，最小值为圆的一个是（ ）援

（粤）赠越泽蚤灶曾垣 员泽蚤灶曾（园约曾约
!
圆） （月）赠越贼葬灶曾垣糟燥贼曾（园约曾约!圆）

（悦）赠越造早曾垣员造早曾（曾跃园） （阅）赠越 曾
圆垣猿
曾圆$ 垣圆

源郾已知 曾跃员，枣（曾）越圆源原远曾原 圆源曾原员的最小值为 援

缘郾设园约曾约员圆，则 枣（曾）越 曾（员原圆Ôø$ ）的最大值是 援

远郾设 葬跃园，遭跃园，葬遭垣葬垣遭越员，则 葬遭的最大值为 援

苑郾试求函数 枣（曾）越曾垣员曾（ Ôø !园）的值域援

缘



愿郾试证 造早怨·造早员员约员援

怨郾已知 葬，遭为正数，且圆葬垣遭越员，试求员葬垣
员
遭的最小值援

员园郾据悉，我省某长途汽车公司为增加市场竞争力，购买了每辆价值为圆园园万元的进口
豪华卧铺汽车，投入昌九高速公路客运援根据市场调查及公司发展规划的预测，每辆客车每
年总收入员园园万元；每辆客车每年的油料费、养路费、维修费及其他各种管理费合计第一年
约为员远万元，从第二年开始，每年都比上一年增加员远万元援
（员）写出每辆客车营运总利润 赠（万元）与营运年数 曾（ Ôø %晕&）的函数关系式 赠越枣（曾）；
（圆）每辆客车营运多少年，可使营运的平均利润最大？
〔小测验一〕

员郾若 葬跃遭，糟约凿，则（ ）援
（粤）葬跃遭原糟垣凿 （月）葬跃遭垣糟原凿
（悦）遭跃糟原葬垣凿 （阅）遭跃糟垣凿原葬
圆郾设 曾约赠约园，则下列不等式不成立的一个是（ ）援

（粤）曾赠垣曾圆跃园 （月） 员曾原赠原
员
曾跃园

（悦）曾圆原赠圆跃园 （阅）员曾原
员
赠跃园

猿郾若 Ôá " Ôâ ，Ôø " Ôù ，曾垣赠越园，则（ ）援
（粤）葬曾垣遭Ôù "园 （月）葬曾垣遭Ôù #园
（悦）葬曾垣遭Ôù !园 （阅）葬曾垣遭赠可取任意值
源郾若 葬，Ôâ %晕，且 葬，遭! ｛园，员｝，则（ ）援
（粤）葬垣遭跃葬遭 （月）葬垣遭越葬遭
（悦）葬垣遭约葬遭 （阅）葬垣遭与葬遭的大小关系不确定
缘郾下列函数中，赠的最小值是源的是（ ）援

（粤）赠越曾垣源曾 （月）赠越圆（曾
圆垣缘）
曾圆$ 垣源

（悦）赠越藻曾垣源藻原曾 （阅）赠越泽蚤灶曾垣 源泽蚤灶曾
远郾若 Ôá " Ôâ ，Ôø " Ôù ，则 葬曾垣遭赠与葬赠垣遭曾的大小关系是 ，（葬垣遭）（曾垣赠）与圆（葬曾
垣遭赠）的大小关系是 援
苑郾已知 曾约赠约扎且曾垣赠垣扎越园，则 赠圆原源曾扎与园的大小关系是 援
愿郾正实数 葬，遭，糟满足葬垣凿越遭垣糟，渣葬原凿渣约渣遭原糟渣，则 葬凿与遭糟的大小顺序是

援
怨郾设 葬，遭为正实数，且
员
葬圆
垣员葬遭垣
员
遭圆"

皂
葬圆垣葬遭垣遭圆

，则 皂的最大值为 援

员园郾已知 曾，赠为正数，曾圆垣赠圆越圆，则 曾垣赠的最大值为 援

员员郾已知 葬跃遭跃园，皂跃灶跃园，试把 葬，遭，皂葬垣灶遭皂垣灶，
皂葬原灶遭
皂原灶按大小顺序排列起来援

员圆郾已知 葬、遭、皂、灶为正实数，且 皂垣灶越员，试比较 $皂 葬Ô« $灶遭与 皂葬Ô«$ 灶遭的大小援
远此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



员猿郾设 葬、遭为实数，园约"约员，确定"葬圆垣（员原"）遭圆与［"葬垣（员原"）遭］圆的大小关系援
员源郾已知 葬、遭为正实数，且 葬遭原葬原遭越员，试求 葬垣遭的最小值援
员缘郾据铁道部通知，员怨怨愿年员园月员日，我国列车运行再次提速，而列车提速需要考虑成

本问题援若列车运行员小时所需成本由两部分组成，固定成本 葬元，可变成本与运行速度 增
（千米辕秒）的平方成正比，其比例系数为 遭援当列车匀速从甲站行驶到乙站时，为使成本最
小，问应以多大速度行驶？

二 不等式的证明

学 习 目 标

员郾掌握用比较法证明简单的不等式援
（员）理解用比较法（只限比差法）证明不等式的原理和思路；通过例习题，认识并掌握不
等式最重要最基本的一种证明方法，即比较法；熟练掌握用比较法证明不等式的三个步骤：

作差、变形、判断符号；

（圆）进一步熟练掌握用比较法证明简单的不等式的方法与步骤援
圆郾掌握用综合法证明简单的不等式援
理解用综合法证明不等式的原理和思路；熟练地掌握已学过的基本的不等式并运用这

些不等式来证明新的简单的不等式援
猿郾掌握用分析法证明简单的不等式援
理解用分析法证明不等式的原理和思路；能举例说明用分析法证明不等式的过程；理解

分析法的实质就是执果索因的方法，熟练掌握分析法证明简单不等式的方法与步骤援
源郾通过练习，熟练地掌握比较法、综合法、分析法等证明方法援做到对这三种方法能运

用自如，从而进一步提高分析与推证的能力援
本节重点是用比较法、综合法、分析法证明不等式援
本节难点是准确地把握用恰当的方法证明一个简单的不等式援

数 学 素 养

证明不等式的方法有很多种，但比较法、综合法、分析法是证明不等式最基本、最常用的

三种方法援
员郾对比较法的认识和理解，应基于以下几个方面：
（员）比较法是不等式的各种方法中最基本、最重要的方法，比较法的基本思路是利用不
等式两边的差是正数或负数来证明不等式，因而其应用显得非常广泛，如在这之前，比较两

个实数的大小，证明不等式的性质等，都使用过这种方法援因此，要求熟练掌握比较法；
（圆）用比较法证明不等式的步骤是：作差、变形、判断符号援其中的变形是最关键的一步，
因为不等式两边的差的符号是正或负，一般必须经过变形后才能见分晓援变形的目的全在于
判断差的符号，而不必考虑差的值是多少援至于如何变形，常用的方法有配方法（将差式配成

苑



完全平方）或因式分解法（将差式分解成易判断符号的因式）援当然也可使用其他一些行之有
效的方法援总之，能够判断出差的符号是正是负即可；
（猿）用比较法证明不等式的步骤中，作差是依据，变形是手段，判断符号才是最终目的援
圆郾对综合法的认识和理解，应注意以下几点：
（员）证明不等式也可根据不等式的性质和已经证明过的不等式来进行，这种证明不等式
的方法叫做综合法，使用综合法证明不等式的基本思路是：找一个基本不等式或已知结论作

为出发点，进行不等式的变形，最后推导出要证明的结论；

（圆）用综合法证明不等式的逻辑关系是：
粤耣月员耣 月圆耣⋯耣 月灶耣月
（已知）（逐步推演不等式成立的必要条件）（结论）

由此可见，综合法是“由因导果”，即由已知条件出发，推导出所要证明的不等式成立；

（猿）运用不等式的性质和已经证明过的不等式时，要注意它们各自成立的条件，这样才
能使推理正确，结论无误援对附加了条件的不等式的证明应特别注意条件的应用；

（源）先利用基本不等式（如渣葬Ôü "Ô° ，葬圆"园，葬圆垣遭圆"圆葬遭，
葬垣遭
Ô² "$葬遭（葬、遭为正实数），

遭
葬垣
葬
Ôâ "圆（葬、遭同号），然后利用不等式的性质是综合法中常用的方法援

猿郾对分析法的认识和理解，应注意下列几点：
（员）对于一些用比较法，综合法难以证明的不等式，往往可考虑用分析法证明援使用分析
法证明不等式的基本思路是：从要证的不等式出发，分析使这个不等式成立的条件，把证明

这个不等式转化为判定这些条件是否具备的问题，如果能够肯定这些条件都已具备，那么就

可以断定原不等式成立；

（圆）用分析法论证“若 粤则月”这个命题的模式是：
为了证明命题 月为真，
这只需证明命题 月员为真，从而有⋯⋯
这只需证明命题 月圆为真，从而又有
⋯⋯

这只需证明命题 粤为真援
而已知 粤为真，故 月必真；

（猿）用分析法证明不等式的逻辑关系是：
月籩月员籩 月圆籩⋯籩 月灶籩粤
（结论）（步步寻求不等式成立的充分条件）（已知）

由此可见分析法是“执果索因”，它与综合法是对立统一的两种方法；

（源）在有些情况下，也可以首先假定所要证明的不等式成立，逐步推出一个已知成立的
不等式，只要推证过程中的每一步都是可以逆推的，那么就可以断定所给的不等式成立援这
也是用分析法证明不等式援注意应强调“以上每一步都可逆”；
（缘）对初学者来说，不易理解分析法的本质是从结论分析出使结论成立的“充分”条件，
不易正确使用连接有关步骤的关键词援如“为了证明”“只需证明”“即”以及“假定⋯⋯成立”
“以上每步都可逆”等，其原因在于对分析法的原理认识不透彻，应当在学习中引起注意援
愿



〔例题选讲〕

例员 已知 葬，遭是互不相等的正数，灶，Ôë %晕垣，且 灶跃噪，求证 葬灶垣遭灶跃葬灶原噪遭噪垣
葬噪遭灶原噪援
分析 根据问题结论中左右两边式子的特征，下面我们采用比较法对问题给予证明援
证明 （葬灶垣遭灶）原（葬灶原噪遭噪垣葬噪遭灶原噪）
越（葬噪原遭噪）（葬灶原噪原遭灶原噪）
疫 葬，遭为正实数，且 Ôá ! Ôâ ，灶，Ôë %晕垣，且 灶跃噪，

亦 当 葬跃遭时，葬噪跃遭噪，葬灶原噪跃遭灶原噪援
即 葬噪原遭噪跃园，葬灶原噪原遭灶原噪跃园援

（葬噪原遭噪）（葬灶原噪原遭灶原噪）跃园；
仿上有，当 葬约遭时，葬噪原遭噪约园，葬灶原噪原遭灶原噪约园，故有

（葬噪原遭噪）（葬灶原噪原遭灶原噪）跃园援
综上可知，葬灶垣遭灶跃葬灶原噪遭噪垣葬噪遭灶原噪援
点评 一般地，应用比较法证明不等式，可分为作差比较法和作商比较法两种援根据教

材要求，只要掌握作差比较法，其基本步骤是“作差—变形—判断差式的正负”援如果差式是
几个因式相乘的形式，往往要分不同的情形予以讨论援另外，本题可看作是教材 孕员猿例猿的
一种推广形式援

例圆（员）已知 葬，遭，Ôã %砸，且 葬垣遭垣糟越员，求证 葬圆垣遭圆垣糟圆"
员
猿；

（圆）已知 葬，遭，糟为不相等的正数，且 葬遭糟越员，求证$葬Ô« $遭Ô« $糟约
员
葬垣
员
遭垣
员
糟援

分析 对于（员），不等式的左右两端有次数上的差异，为此可将已知条件升次变为（葬垣
遭垣糟）圆越员；对于（圆），不等式左右两端有分式与根式上的差异，因此可利用已知条件 葬遭糟

越员，将$葬Ô« $遭Ô« $糟变形为
员$遭糟垣 员$糟葬垣 员$葬遭，或将员葬垣员遭垣员糟变形为遭糟垣糟葬垣葬遭援

（员）证明 疫 葬垣遭垣糟越员，
亦 （葬垣遭垣糟）圆越员，

葬圆垣遭圆垣糟圆越员猿·猿（葬
圆垣遭圆垣糟圆）

越员猿［葬
圆垣遭圆垣糟圆垣（葬圆垣遭圆）垣（遭圆垣糟圆）垣（糟圆垣葬圆）］

"
员
猿（葬
圆垣遭圆垣糟圆垣圆葬遭垣圆遭糟垣圆糟葬）

越员猿（葬垣遭垣糟）
圆越员猿援

即 葬圆垣遭圆垣糟圆"
员
猿援

（圆）证法一 疫 葬，遭，糟为不相等的正数，且 葬遭糟越员，

Òà $葬Ô« $遭Ô« $糟越
员$遭糟垣 员$糟葬垣 员$葬遭

约

员
遭垣
员
糟
圆 垣

员
糟垣
员
葬
圆 垣

员
葬垣
员
遭
圆

怨



越员葬垣
员
遭垣
员
糟援

即 $葬Ô« $遭Ô« $糟约
员
葬垣
员
遭垣
员
糟援

证法二 疫 葬，遭，糟为不相等的正数，且 葬遭糟越员，

亦 员葬垣
员
遭垣
员
糟越遭糟垣糟葬垣葬遭

越遭糟垣糟葬圆 垣
糟葬垣葬遭
圆 垣
葬遭垣遭糟
圆

跃 葬遭糟$ 圆垣 葬圆$ 遭糟垣 葬遭圆$ 糟Ô½ $葬Ô« $遭Ô« $糟援

即 $葬Ô« $遭Ô« $糟约
员
葬垣
员
遭垣
员
糟援

点评 利用综合法由因导果证明不等式，就是要揭示出条件与结论之间的因果关系，为

此要着力分析已知与求证之间的差异和联系，不等式左右两端的差异和联系援本题是两个条
件不等式的证明问题，分别给出 葬垣遭垣糟越员和 葬遭糟越员两个特定的条件，在分析所证不等
式左右两端的差异后，合理应用已知条件，进行有效的转换就是证明不等式的关键所在援
例猿 用分析法证明：

（员）求证 （ 员
泽蚤灶源#
原员）（ 员
糟燥泽源#
原员）"怨；

（圆）若 皂、灶为正实数，且 皂猿垣灶猿越圆，求证：皂垣Ôî #圆援
分析 本题中的（员），是一个三角不等式，应注意在证明过程中运用三角中有关公式；对

于（圆）是一个附加了条件的不等式证明问题，应恰当使用所给条件援
证明 （员）为了证明

（
员
泽蚤灶源#
原员）（ 员
糟燥泽源#
原员）"怨，

只需证明
员原泽蚤灶源#
泽蚤灶源#
·
员原糟燥泽源#
糟燥泽源# "怨，

即
（员垣泽蚤灶圆#）（员原泽蚤灶圆#）（员垣糟燥泽圆#）（员原糟燥泽圆#）

泽蚤灶源#糟燥泽源# "怨，

亦即
（员垣泽蚤灶圆#）（员垣糟燥泽圆#）
泽蚤灶圆#糟燥泽圆# "怨，

只需证明 员垣泽蚤灶圆#垣糟燥泽圆#垣泽蚤灶圆#糟燥泽圆#"怨泽蚤灶圆#糟燥泽圆#，
只需证明 愿泽蚤灶圆#糟燥泽圆##圆，
亦即 泽蚤灶圆圆##员援
根据三角函数的有界性，泽蚤灶圆圆##员成立，故原不等式成立援
（圆）由于 皂，灶为正实数，且 皂猿垣灶猿越圆，因此，要证 皂垣Ôî #圆成立，只需证明

（皂垣灶）猿#愿篟 皂猿垣灶猿垣猿皂灶（皂垣灶）#愿
篟 皂灶（皂垣灶）#圆
篟 皂灶（皂垣灶）#皂猿垣灶猿

篟 皂灶（皂垣灶）#（皂垣灶）（皂圆原皂灶垣灶圆）
篟 皂Ôî # Ôí 圆原皂灶垣灶圆

篟（皂原灶）圆"园援
园员此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



而最后的不等式显然成立，故原不等式成立，即 皂垣Ôî #圆援
点评 用分析法证明不等式，要从需证的不等式出发，追溯使这个不等式成立的充分条

件，直到得出已知条件或已知的不等式为止援要注意用“要证明⋯，只需证明⋯，即”等的语言
的正确叙述援有时也可用符号“’”代替，有时若寻找的是充要条件，就可以用“篟”代替援总
之，不管用哪一种形式叙述证题过程，关键在于正确理解分析法的基本原理和证题思路，否

则就容易犯证明的是逆命题的逻辑错误援
例源（员）设 灶是正整数，求证

Ô±
$灶
约 Ôî$ 垣员原 Ôî$ 原员；

（圆）设 葬，遭为正实数，求证
葬猿
遭垣
遭猿
Ôá "
员
圆（葬垣遭）

圆援

分析 上述两个不等式的证明入口处较宽，我们可较灵活地运用比较法，综合法，分析

法等来进行证明援
证明 （员）疫 Ôî$ 垣员原 Ôî$ 原员

越（灶垣员）原（灶原员）
Ôî$ 垣员垣 Ôî$ 原员

越 圆
Ôî$ 垣员垣 Ôî$ 原员

，

亦 要证明 Ô±
$灶
约 Ôî$ 垣员原 Ôî$ 原员，

只需证明
Ô±
$灶
约 圆
Ôî$ 垣员垣 Ôî$ 原员

，

只需证明 Ô² $灶跃 Ôî$ 垣员垣 Ôî$ 原员，
而 （ Ô² $灶）圆原（ Ôî$ 垣员垣 Ôî$ 原员）圆

越源灶原圆灶原圆 灶圆$ 原员
越圆灶原圆 灶圆$ 原员

越圆 灶$ 圆原圆 灶圆$ 原员

越圆· 员
灶$ 圆垣 灶圆$ 原员

跃园，

故 圆灶跃 Ôî$ 垣员垣 Ôî$ 原员，
所以，原不等式成立援
（圆）要证原不等式成立，
只需证 圆（葬源垣遭源）"葬遭（葬垣遭）圆，
即证 （葬源垣遭源）垣（葬源垣遭源）"圆葬圆遭圆垣葬猿遭垣葬遭猿，
又由于 葬源垣遭源"圆葬圆遭圆， !
葬源垣遭源原（葬猿遭垣葬遭猿）
越（葬原遭）（葬猿原遭猿）
越（葬原遭）圆（葬圆垣葬遭垣遭圆）"园

员员



即 葬源垣遭源"葬圆遭垣葬遭猿Ô® "
! Ô« "有 （葬源垣遭源）垣（葬源垣遭源）"圆葬圆遭圆垣葬猿遭垣葬遭猿援
故知，原不等式成立援
点评 在（员）中，采用了分析法与比较法相结合的证明方法，这种方法有较强的灵活性援

在证题中，较灵活地采取了分子有理化这种变形技巧，这是根据需要而使用的，并且它是建

立在对初中数学有较熟练的基本功的基础上的援对于（圆），是分析法与综合法、比较法联合使
用，开始用分析法得出“只需证”的不等式，从而得到使原结论成立的充分条件，再用综合法、

比较法证明这个“只需证”的不等式（或充分条件）援
从证题方法来说，单一使用某种方法是较容易的，如果像本题几种方法交叉使用，相对

来说就较难些，但这是提高证题能力的一个重要方面，在平时的练习中，应有意识地加以训

练援另外，我们也常用分析法探索证明的途径，然后用综合法的形式写出证明过程，这是解决
数学问题的一种重要的思想方法援

单 元 评 价

〔同步练习猿〕
员郾设 曾，Ôù %砸且 Ôø ! Ôù ，则 曾缘垣赠缘跃曾猿赠圆垣曾圆赠猿的充分而不必要条件是（ ）援
（粤）曾垣赠跃园 （月）曾垣赠约园 （悦）曾原赠跃园 （阅）曾原赠约园
圆郾某同学在证明不等式：$葬原 Ôá$ 原员约 Ôá$ 原圆原 Ôá$ 原猿（ Ôá "猿）时，采用了分析法证

明，过程如下：

证明：若
!
$葬原 Ôá$ 原员约 Ôá$ 原圆原 Ôá$ 原猿，则

"
$葬垣 Ôá$ 原猿约 Ôá$ 原员垣 Ôá$ 原圆，两边平方得

葬（葬原Ô³$ ）约（葬原员）（葬原Ô²$ ），再平方得，即有
#

园约圆，此不等式显然成立援
故原不等式成立援
上述证法中，标号处不符合分析法语言的是（ ）援
（粤）!、" （月）" （悦）!、" （阅）!、"、#
猿郾设 葬，遭为正实数且 Ôá ! Ôâ ，葬垣遭越圆，则必有（ ）援

（粤）葬
圆垣遭圆
圆 约葬遭约员 （月）葬遭约葬

圆垣遭圆
圆 约员

（悦）葬遭约员约葬
圆垣遭圆
圆 （阅）员约葬遭约葬

圆垣遭圆
圆

源郾已知园约葬约员，则 葬曾
圆垣猿赠圆与 葬猿曾赠的大小关系是 援

缘郾设 曾，赠同号且曾圆赠越圆，则 曾（赠垣员）的最小值为 援

远郾设 灶跃员，葬越 灶圆$ 垣员原灶，遭越灶原 灶圆$ 原员，糟越员圆灶，则 葬，遭，糟的大小关系是 援

苑郾已知 葬，Ôâ %砸，原Ô± #"#员，试证 葬圆垣遭圆"圆葬遭垣"（葬原遭）圆援

愿郾已知 葬，遭，糟是不全相等的正数，求证葬
圆遭圆垣遭圆糟圆垣糟圆葬圆
葬垣遭垣糟 跃葬遭糟援

圆员



怨郾用分析法证明：
设 曾为正实数，求证

曾圆垣员
曾$ 圆 $原 Ô² "曾垣

员
曾原圆

员园郾证明：对于相同距离的水路，船在流动的水中来回行驶一次的时间比船在静水中来
回行驶一次的时间要长（已知船在流水中的速度和船在静水中的速度保持一致）援
〔小测验二〕

员郾已知 葬，遭，皂为正实数，则不等式葬垣皂遭垣皂跃
葬
遭（ ）援

（粤）当 葬约遭时成立 （月）当 葬跃遭时成立
（悦）是否成立与 皂有关 （阅）一定成立
圆郾若 葬，Ôâ %砸且 Ôá ! Ôâ ，则下列不等式中恒成立的有（ ）个 Ô®

! Ôá 圆垣遭圆"圆（葬原遭原员）；"葬圆垣猿葬遭跃圆遭圆；#葬缘垣遭缘跃葬猿遭圆垣葬圆遭猿；$
遭圆
葬垣
葬圆
遭跃葬垣遭

（粤）源 （月）猿 （悦）圆 （阅）员
猿郾设 Ôá $越圆、Ôâ $ $越苑原猿、Ôã $ $越远原圆，则 葬、遭、糟间的大小关系是（ ）援
（粤）葬跃遭跃糟 （月）葬跃糟跃遭
（悦）遭跃葬跃糟 （阅）遭跃糟跃葬

源郾已知园约曾约员，则 葬越 Ô²$ 曾，遭越员垣曾，糟越
员
员原曾中最大的一个是（ ）援

（粤）葬 （月）遭 （悦）糟 （阅）不确定
缘郾皂、灶是正整数，皂跃灶，且 皂猿垣员怨灶越灶猿垣员怨皂，赠越造燥早员

圆
（皂垣灶），则 赠的取值范围是

（ ）援
（粤）（原猿，原圆） （月）［原圆，原员］ （悦）（圆，猿） （阅）［员，圆］

远郾设 葬跃遭跃园，则圆（葬
圆垣遭圆）
葬圆原遭圆
与
葬垣遭
葬原遭的大小关系是 援

苑郾设园约曾约员圆，则员原曾，员垣曾，
员
员原曾，
员
员垣曾间的大小关系是 援

愿郾已知实数 曾，赠满足圆赠圆原曾圆越员，则求得（曾原圆赠）圆的最小值为 援
怨郾已知 葬跃遭跃糟，则
员
葬原遭垣

员
遭原糟与

源
葬原糟的大小关系为 援

员园郾如果 葬，遭为正实数，且 葬垣Ôâ #源，对下列不等式：

!
员
葬Ôâ "
员
圆； "
员
葬垣
员
Ôâ "员； #$葬Ôâ "圆； $

员
葬圆垣遭圆#

员
愿； %$葬Ô« $Ôâ # $圆圆，

其中一定正确的不等式的序号是 （填上你认为正确的所有不等式的序号）援

员员郾证明：如果 曾跃园，赠跃园，那么曾
猿垣赠猿
Ô² "（
曾垣赠
圆 ）
猿援

员圆郾设 葬跃遭跃园，求证

圆葬跃 葬圆原遭$ 圆垣 圆葬遭原遭$ 圆援

员猿郾曾，赠，扎是不全相等的正数，求证曾赠扎垣
赠扎
曾垣
扎曾
赠跃曾垣赠垣扎Ô¾ $曾赠Ô« $赠扎Ô« $扎曾援

猿员



员源郾用分析法证明：
已知 葬跃遭跃园，求证

（葬原遭）圆
愿葬 约
葬垣遭
圆 Ô­ $葬遭约

（葬原遭）圆
愿遭 援

员缘郾已知 葬跃园，遭越员圆（葬垣
猿
葬），糟越
员
圆（遭垣
猿
遭），试比较 葬，遭，糟的大小援

三 不等式的解法与含绝对值不等式

学 习 目 标

员郾掌握含绝对值不等式、简单的分式不等式与高次不等式的解法援
（员）熟练掌握渣葬曾垣遭渣约糟与渣葬曾垣遭渣跃糟（糟跃园）型不等式的解法，并会用集合表示结
果；能熟练地解形如渣葬曾圆垣遭曾垣糟渣约凿及渣葬曾圆垣遭曾垣糟渣跃凿（凿跃园）的不等式；
（圆）能熟练地将分式不等式转化为整式不等式组，正确地求出分式不等式的解集；
（猿）会用积的符号法则与列表法求解高次不等式；
（源）掌握简单的含二次根式的不等式的解法援理解简单的含二次根式的不等式的解法的
原理和思路；掌握简单的含二次根式的不等式的解法的具体步骤，并会用集合表示结果援
圆郾理解含有绝对值的不等式的性质定理援
（员）理解含有绝对值不等式的性质定理：渣葬渣原渣遭Ôü # Ôü 葬垣遭Ôü # Ôü 葬渣垣渣遭渣以及它的两个
推论的证明过程；

（圆）进一步理解含有绝对值不等式的定理与推论，并会正确使用定理与推论解决简单的
相关不等式问题援
本节重点是解含绝对值的不等式、简单的分式不等式、高次不等式以及简单的含二次根

式的不等式援
本节难点是确定合理的解不等式的步骤以及对不等式渣葬渣原渣遭Ôü # Ôü 葬垣遭Ôü # Ôü 葬渣垣渣遭渣

的理解与记忆援

数 学 素 养

员郾要正确熟练地对已学过的三类不等式进行求解援即熟练掌握一元一次不等式，一元
二次不等式以及简单的绝对值不等式的解法，这是学好本节内容的基础和前提援
圆郾解绝对值不等式的基本思想是：根据绝对值的概念将它转化成为已知类型的不等式

或不等式组援
猿郾解分式不等式、高次不等式的基本思想是：根据商与积的符号法则将它转化成为已

知类型的不等式或不等式组援
源&郾解含根式的不等式的基本思想是：根据不等式的性质及根式的性质将它转化成为

不含根式的已知类型的不等式或不等式组援
缘郾上述几类不等式的一般形式和解法汇总列表如下：
源员



一般形式 解法或解的表示

绝
对
值
不
等
式

渣枣（曾）渣跃葬（葬跃园） 转化为 枣（曾）约原葬或枣（曾）跃葬

渣枣（曾）渣约葬（葬跃园） 转化为原葬约枣（曾）约葬

渣枣（曾）渣跃渣早（曾）渣 转化为 枣圆（曾）跃早圆（曾）

渣枣（曾）渣约渣早（曾）渣 转化为 枣圆（曾）约早圆（曾）

分
式
不
等
式

枣（曾）
早（曾）跃园

其中 枣（曾），早（曾）为整式

转化为
枣（曾）跃园
早（曾）{ 跃园
或
枣（曾）约园
早（曾）{ 约园

或用区间分析法

枣（曾）
早（曾）约园

其中 枣（曾），早（曾）为整式

转化为
枣（曾）跃园
早（曾）{ 约园
或
枣（曾）约园
早（曾）{ 跃园

或用列表分析法

&
含
二
次
根
式
的
不
等
式

枣（ Ôø$ ）跃葬

葬跃园 转化为
枣（曾）"园

枣（曾）跃葬{ 圆

葬越园 转化为 枣（曾）跃园

葬约园 转化为 枣（曾）"园

枣（ Ôø$ ）约葬
葬跃园 转化为

枣（曾）"园

枣（曾）约葬{ 圆

葬越园，葬约园 其解集为"

枣（ Ôø$ ）跃 早（ Ôø$ ） 转化为
早（曾）"园
枣（曾）跃早（曾{

）

枣（ Ôø$ ）约 早（ Ôø$ ） 转化为
枣（曾）"园
枣（曾）约早（曾{

）

远郾在解各种类型的不等式中，充分体现了转化与化归的数学思想方法，即将要解的不
等式转化为解已知类型的不等式来解援另外，不等式与函数、方程都有密切的联系，通过解不
等式，可以对三者之间建立起统一的认识援通过解不等式，还可以对数形结合这一基本的数
学思想的作用有更深的理解援
苑郾不等式渣葬渣原渣遭Ôü # Ôü 葬垣遭Ôü # Ôü 葬渣垣渣遭渣中，前一个等号成立的条件是 葬Ôâ #园，且
渣葬Ôü " Ôü 遭渣，后一个等号成立的条件是 葬Ôâ "园援它不但可用于某些不等式的证明，还可把 葬，遭
推广到两个向量甚至以后将要学到的复数当中援对这个不等式的一个几何解释是：三角形任
何一边小于其他两边之和，而大于其他两边之差援
〔例题选讲〕

例员 解不等式
（曾原员）（曾原圆）
（曾原猿）（曾原源）约员援

分析 这是一个分式不等式，但右边不为零，故应采取移项整理后，使不等式右边变成

零，再利用符号法则将不等式转化成不等式组来解援
解法一 将原不等式变形，得

（曾原员）（曾原圆）
（曾原猿）（曾原源）原员约园，

缘员



圆曾原缘
（曾原猿）（曾原源）约园援

进一步将上述不等式转化为下列不等式组

（员）
圆曾原缘跃园
（曾原猿）（曾原源）{ 约园

或 （圆）
圆曾原缘约园
（曾原猿）（曾原源）{ 跃园

解（员），得猿约曾约源；解（圆），得 曾约缘圆援

所以原不等式的解为 曾约缘圆或猿约曾约源援

解法二 把分子分母各因式的根按从小到大的顺序排列，可得下表：

根
各因式的值的符号

因

式

缘
圆 猿 源

圆曾原缘 原 垣 垣 垣

曾原猿 原 原 垣 垣

曾原源 原 原 原 垣

圆曾原缘
（曾原猿）（曾原源） 原 垣 原 垣

由上表可知，原不等式的解集是

｛曾渣曾约缘圆，或猿约曾约源｝援

点评 解分式不等式时，应避免采用解分式方程所用的去分母的变换，这是因为分母在

未判定其符号时，不等式两边同乘以分母会导致错误，而且当分母的值可能取零时，两边同

乘以分母会扩大允许值的范围，造成不等价变换援

例圆（员）解不等式渣曾圆原猿渣曾渣原猿Ôü #Ô± ；（圆）解不等式
员
Ôø$ 垣员原员
跃 Ôø$ 垣员垣圆援

分析 对于（员），应注意到 曾圆越渣曾渣圆（ Ôø %砸），不必分 曾约园，曾越园，曾跃园讨论；对于（圆），可
视 Ôø$ 垣员为一个整体，得到关于 Ôø$ 垣员的范围后，再进行求解援
解 （员）渣曾圆原猿渣曾渣原猿Ôü #Ô± 篟原Ô± # Ôü 曾渣圆原猿渣曾渣原Ô³ #Ô±

篟
渣曾渣圆原猿渣曾渣原Ô´ #Ô° ，

渣曾渣圆原猿渣曾渣原Ô² "
{ 园

篟

（渣曾渣原源）（渣曾渣垣员）#园，

（渣曾渣Ô­ $猿垣 员苑
圆 ）（渣曾渣Ô­

$猿原 员苑
圆 ）"

{ 园

篟

渣曾渣原Ô´ #Ô° ，

渣曾渣Ô­ $猿垣 员苑
Ô² "{ 园

篟

原Ô´ # Ôø #源，

Ôø # $原猿原 员苑
圆 或 Ôø "

$猿垣 员苑{
圆
援
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