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中国名校江苏省常州高级中学的数学学科带头人、高级教师

王正林先生编著的《高中数学解题思想方法》正式出版了，这是高

中数学界难得的一本好书。这本书好就好在跳出了数学教学的传

统观念，提出了把高中数学教学的重点放在培养学生数学思维的

能力，帮助学生形成正确的数学意识和观念，并掌握科学的数学思

想方法。毫无疑问，以上目的达到必须以传授数学知识为载体，王

正林先生这本书正是把数学教学中这种创新思想，通过高中数学

中代数、立体几何、解析几何各类知识的传授，得以体现和落实，把

传统的知识传授升华到数学思想方法的培养，并内化为学生思维

品质的提高，以达到优化学生素质的目的，这正是数学教学在学校

全面实施素质教育中的地位和作用。

当今世界是科学技术大发展，知识经济大崛起，国际人才大竞

争的全球化时代，教育的改革，直至学科教学领域的改革刻不容

缓，王正林先生这本书为学科教学领域的改革作出了尝试，提供了

借鉴，值得全体教育工作者，特别是一线教学工作者的深思，为此

我提出三点，供学校师生思考和参考：

一是全日制学校必须以教学为中心，而教学又必须以课堂教

学为主，而课堂教学又必须以教材为本，教师既要带着教材走向学

生，又要启发、指导、激励学生拿着教材走向教师，真正做到以知识

为载体，落实学科思想方法的培养。

二是学科思维能力的培养，学科意识、观念的形成，学科思想

方法的掌握，必须在知识的传授上实现一个转变，即从“学会”到

“会学”的转变。“学会”就是对知识做到“懂、会、熟、巧”：“会学”

就是能“获取知识，处理知识，应用知识，拓展知识”。



三是要实施以培养学生创造能力为主体的创新教育，这是素

质教育的核心，这是教育与知识经济时代相适应的主要标志，在学

科教学中不仅要培养学生的逻辑思维，形象思维，还要激发学生的

顿悟思维，这①是教书育人的核心和精华。

丁 浩 生

员怨怨愿年员员月猿园日于江苏常州
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前摇摇言
（强化数学意识，提高数学能力）

从数学教育的角度看，数学知识不仅指它所包含的数学内容，

如概念、定理、公式等，还包含由这些数学内容所反映出来的数学

观念和数学思想、方法。这就是说，数学教育必须突出数学观念和

数学思想、方法的确立。这一认识正在导致对“传授知识”这一传

统教学观念的变革，赋以“培养能力”这一现代教学任务明确的内

函，并将深刻影响到教育的改革进程。

剖析数学能力的结构可以看出，数学能力的核心是思维能力，

而思维的意识性又是思维能力的重要表征之一。

数学的观念，数学的思想和方法是以一种意识的形态存在于

人的脑中，并以意识的形式活跃于人的思维，作用于人的思维。

所谓意识，就是人脑对客观世界的认识的综合反映，是人们的

观念、观点、概念的总和。意识使人们在认识事物的思维过程中产

生一种自然的心理倾向，这种思维的心理倾向在相应的情境中就

会调整、改善思维，形成解决问题的思路和方法，辨别解决问题过

程中的操作方向。

数学的观念，数学的思想和方法以数学知识为载体，作用于数

学活动的全过程。在教师的教学活动中，在学生的数学知识结构

的形成、完善过程中，如果能有意识地以某种数学的观点去观察、

分析数学问题，使学生不断地获取、积累、深化这些数学观点，那么

这些数学观点就能在学生的头脑中升华为数学意识，这些数学意

识在相应的思维情境中将自然地调控、改善学生的思维，引发思维

的灵感，获得解决问题的方法。这就是说，数学意识源于数学实

践，又反作用于数学实践，因此，数学意识的培养和确立将从根本



上提高学生的数学素质，使学生受益终生，因而也是数学教学的根

本目的。

实践告诉我们，有没有数学意识，数学意识强烈不强烈是解题

过程中能不能迅速想到合理的解题方法的关键，所以说，数学意识

体现着一个人的数学能力，体现着一个人的数学修养，数学素质。

在数学教学中有意识地、明确地向学生揭示与数学知识相关的数

学思想、方法，逐步渗透，系统训练，不断积累，提炼强化，是使学生

形成数学意识的重要途径。必须特别指出的是，数学意识的形成、

确立和强化是一个潜移默化的长期过程，必须渗透到学生学习数

学的全部过程之中。

本书旨在以高中数学知识为载体，与教学同步地、系统地向学

生介绍相关的数学观点，数学思想、方法，强化各种数学观念，举例

教会学生从各种不同的角度，应用各种不同的数学观点，寻找各种

解决问题的方法，进行各种数学实践，使数学观点在学生的思维活

动中强化、升华为数学意识（如揭示数学概念的本质、数学符号的

数学意识的意识，求值中的函数意识、方程意识，求值、化简中的消

元意识，看等等式的方程意识、函数意识、恒等式的意识，等式的消

元作用的意识、限制变量取值范围作用的意识，数形结合的意识、

限制变量取值范围作用意识，数形结合的意识，立体几何中添加辅

助线的基本图形意识，作线先作面、线作在面内的意识，解题操作

中的可行性意识等等），使学生的解题分析有数学思想的指导，解

题操作有明确的目标，形成良好的思维素质，从根本上提高数学能

力。

希望这本书能为广大高中学生的数学学习提供有益的帮助，

也能为广大高中数学教师的教学提供参考。囿于作者水平，书中

缺点、错误在所难免，欢迎广大读者批评指正。

作摇者
员怨怨愿年员员月
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代 摇 数

第一章摇函摇摇数

一、认识集合是解集合问题的基础

集合是指一组确定的、不同的对象组成的一个整体。一个给

定的集合中的元素具有下列特性：

（员）确定性，即任何一个对象或者是这个集合的元素，或者不
是它的元素；

（圆）互异性，即集合中的元素是各不相同的；
（猿）无序性，即集合中的元素相互交换次序所得的集合与原
来的集合是相同的。

集合可以用大写英文字母抽象表示，也可以用列举法、描述法

具体表示。

认识集合是解集合问题的基础，认识集合的基本方法是：从不

同的角度分析集合中的元素是什么？元素有何特性？较多的是从

代数的角度或几何的角度去认识一个集合，这时，集合可以看作方

程的解集、不等式的解集、函数的定义域、函数的值域，或看作数轴

上的点集、坐标平面内的点集等。

例员摇若集合 粤越｛员，圆，猿，源｝，集合 月越｛赠渣赠越曾原员，曾∈粤｝，
则｛园｝与月的关系是（摇摇）。
（葬）｛园｝∈月摇摇摇摇摇（遭）｛园｝月
（糟）｛园｝月摇摇摇摇摇（凿）｛园｝月
分析摇集合 粤为有限数集，从代数角度看，集合 月为以 赠越

曾原员为解析式，集合粤为定义域的函数的值域。



解摇函数赠越曾原员摇曾∈粤摇的值域为｛园，员，圆，猿｝，
亦摇月越｛园，员，圆，猿｝，
亦摇园∈月
亦摇｛园｝月，故选（遭）。
例圆摇已知粤越｛曾渣曾圆原圆曾原猿越园｝，月越｛曾渣葬曾原员越园｝，若月

粤，求实数葬的取值。
分析摇题设中的集合粤、月都是方程的解集，集合粤是一个一

元二次方程的解集，其中有且只有两个不同的元素，集合 月是一
个一元一次方程的解集，其可能为空集或其中有且只有一个元素，

由月粤知，方程葬曾原员越园无解或者方程葬曾原员越园的解就是方程
曾圆原圆曾原猿越园的一个解。
解疫 粤越｛曾渣曾圆原圆曾原猿越园｝越｛原员，猿｝，

摇摇又疫摇月粤，
亦摇方程葬曾原员越园无解或方程葬曾原员越园的解为原员或为猿。
若方程葬曾原员越园无解，
则 葬越园；

摇摇若方程葬曾原员越园的解为原员，
则 员辕葬越原员，

亦 葬越原员。
摇摇若方程葬曾原员越园的解为猿，
则 员辕葬越猿，

亦 葬越员辕猿。
摇摇综上所述，实数葬的取值为园，原员，员辕猿。
例猿摇已知集合粤越｛曾渣曾圆原（葬圆垣葬垣员）曾垣葬（葬圆垣员）跃园｝，

月越｛赠渣赠越曾圆辕圆原曾垣缘辕圆，园≤曾≤猿｝，若粤∩月越觝，求实数葬的取值
范围。

分析摇从代数角度看，集合粤是不等式曾圆原（葬圆垣葬垣员）曾垣葬
（葬圆垣员）跃园｝解集，集合月是函数赠越曾圆辕圆原曾垣缘辕圆，（园≤曾≤猿）的

圆



值域，它们都是数集。

解摇不等式曾圆原（葬圆垣葬垣员）曾垣葬（葬圆垣员）约园可以化为，
（曾原葬）［曾原（葬圆垣员）］约园。

疫 葬圆垣员约葬，
摇摇亦摇不等式的解为曾约葬或曾约葬圆垣员，
亦 粤越（原肄，葬）∪（葬圆垣员，垣肄）。

摇摇函数赠越曾圆辕圆原曾垣缘辕圆的图像的对称轴为曾越员，
疫摇函数的定义域为［园，猿］，
亦摇函数的值域为［圆，源］，
亦 月越［圆，源］。
疫 粤∩月越觝，
亦 葬≤圆且葬圆垣员≥源，

亦 葬≤原槡猿或槡猿≤葬≤圆。
摇摇例源摇设 枣（曾）越曾圆垣葬曾垣遭，粤越｛曾渣枣（曾）越曾｝越｛葬｝，求 葬和
遭。
分析摇从代数角度看粤越｛曾渣枣（曾）越曾｝越｛葬｝可知，集合 粤是

方程枣（曾）越曾，即曾圆垣（葬原员）曾垣遭越园的解集，且方程的解为重解
葬。
解摇疫枣（曾）越曾圆垣葬曾垣遭，
亦摇方程枣（曾）越曾可以化为，曾圆垣（葬原员）曾垣遭越园
疫 粤越｛葬｝

摇摇亦摇方程曾圆垣（葬原员）曾垣遭越园有重解葬，

亦 Δ 越（葬原员）圆原源遭越园，
葬圆垣（葬原员）葬垣遭越园{

，

解得 葬越员辕猿，摇遭越员辕怨。
摇摇说明摇问题是要求两个未知量的值，解题过程中应用了列未
知量的方程（组），求未知量的取值的思想方法。

例缘摇已知粤越｛曾渣远猿原曾∈晕，载∈在｝，试用例举法表示集合粤。

猿
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分析摇从代数角度看，集合 粤中的元素是使 远猿原曾为自然数的

整数曾的取值组成的集合；

若令
远
猿原曾越灶，灶∈晕，曾∈在，

则曾越猿原远辕灶，即集合粤为函数曾越猿原远辕灶（灶越员，圆，猿，远）的值域。

解法一摇疫 远
猿原曾越灶，灶∈晕，曾∈在，

摇摇亦摇猿原曾越员或猿原曾越圆或猿原曾越猿或猿原曾越远，
亦摇曾越圆或曾越员或曾越园或曾越原猿，
亦摇集合粤越｛圆，园，员，园，原猿｝。

解法二摇疫令 远
猿原曾越灶，灶∈晕，

摇摇则摇曾越猿原远辕灶（灶越员，圆，猿，远），
亦摇曾越原猿或曾越园或曾越员或曾越圆，
亦摇集合粤越｛圆，员，园，原猿｝。
例远摇已知集合粤越｛曾渣葬≤曾≤圆｝，若 粤∪砸垣 越砸垣，求实数 葬

的取值范围。

分析摇从代数角度看，集合 粤是数集，从几何角度看，集合 粤
是数轴上的点组成的点集，因此，借助于数轴可以求得实数葬的取
值范围。

解摇疫粤∪砸垣越砸垣

亦 粤砸垣

图员原员

摇摇由图员原员可知，点（葬）可以在原点和点（圆）间移动，
亦 园约葬≤圆。

摇摇例苑摇已知元素（员，圆）∈粤∩月，并且粤越｛（曾，赠）渣葬曾原赠圆垣遭越

源



园｝，月越｛（曾，赠）渣曾圆原葬赠原遭越园｝，试求葬，遭的值。
分析摇从代数角度看，（曾，赠）表示二元方程的解，集合 粤、月分

别是方程葬曾原赠圆垣遭越园、曾圆原葬赠原遭越园的解集，由（员，圆）∈粤∩月
可知，（员，圆）是方程 葬曾原赠圆垣遭越园和方程 曾圆原葬赠原遭越园的解，即

方程组
葬曾原赠圆垣遭越园
曾圆原葬赠原遭{ 越园

的解；从几何角度看，（曾，赠）表示坐标平面上

的点，集合粤、月分别为曲线 葬曾原赠圆垣遭越园和曲线 曾圆原葬赠原遭越园
上的点组成的点集，点（员，圆）为曲线 葬曾原赠圆垣遭越园和曲线 曾圆原葬赠
原遭越园的交点。

解摇疫 （员，圆）∈粤∩月，
亦 （员，圆）∈粤，（员，圆）∈月，

摇摇疫摇粤越｛（曾，赠）渣葬曾原赠圆垣遭越园｝，月越｛（曾，赠）渣曾圆原遭越园｝，

亦 葬原源垣遭越园，
员原圆葬原遭越园{ ，

摇摇解得摇葬越原猿摇或摇遭越苑
例愿摇已知粤越｛曾渣曾圆垣（责垣圆）曾垣员越园，曾∈砸｝若粤∩砸垣越觝，

求实数责的取值范围。
分析摇从代数角度看，集合 粤是方程 曾圆垣（责垣圆）曾垣员越园的

实数解组成的解集，由 粤∩砸垣 越觝，可知，方程无解或有解但都为
非正解。

解法一摇疫摇粤∩砸垣越觝
亦摇方程曾圆垣（责垣圆）曾垣员越园无解或有解但都为非正解。
若方程无解，

则 Δ 越（责垣圆）圆原源约园
亦 原源约责约园；

摇摇若方程有解但都为非正解，

则
Δ 越（责垣圆）圆原源≥燥
原（责垣圆）≤{ 园

缘



解得， 责≥园，
亦 责跃原源。

摇摇解法二摇疫摇粤∩砸垣觝，
亦摇方程曾圆垣（责垣圆）曾垣员越园无解或有解但都为非正解。
令 枣（曾）越曾圆垣（责垣圆）曾垣员，

摇摇则函数枣（曾）的图像与曾轴无公共点或与曾轴有公共点但公共
点位于曾轴的非正半轴。
亦 Δ 越（责垣圆）圆原源约园，

或

Δ 越（责垣圆）圆原源≥园，
枣（园）≥园，

原责垣圆圆 ≤园
{ 。

摇摇亦摇原源约责约园或责≥园，
亦摇责约原源。

［练 习 题］

员郾若粤越｛曾渣曾越葬圆垣圆葬垣员，葬∈砸｝，月越｛曾渣曾越遭圆原圆遭，遭∈
砸｝，问确定集合粤、月之间的关系。
圆郾已知曾∈砸，集合粤越｛曾渣曾圆原猿曾垣圆越园｝，月越｛曾渣曾圆原皂曾垣圆
越园｝，若粤∩月越月，求实数皂的取值范围。
猿郾已知全集Ⅰ越｛（曾，赠）渣曾，赠∈砸｝，粤越｛（曾，赠）渣赠越猿曾原圆｝，月

越｛（曾，赠）渣赠原源曾原圆越猿｝，求粤∩月及粤∪月。

源郾已知集合粤越｛曾渣赠越造早（曾圆原曾原圆）｝，月越｛赠渣赠越曾原员辕圆｝，求
粤∩月。
缘郾设枣（曾）越曾圆垣责曾垣择，粤越｛曾渣枣（曾）越曾｝，月越｛曾渣枣（曾原员）越曾
垣员｝，若粤越｛圆｝，求集合月。

二、函数与反函数

函数是一个重要的数学概念，其实质为建立在非空数集上的

远



映射。函数由三部分组成：定义域、值域、及对应法则，这三部分称

作函数的三要素。

在函数的三要素中，核心是对应法则 枣，枣（曾）表示元素 曾被 枣
作用的方式，作用后的结果。必须注意到，若函数存在反函数，元

素曾被枣作用后的结果为赠，则赠被枣原员作用后的结果为曾。在函数
概念的学习中，必须建立这种强烈的“对应”意识。

函数解析式是函数对应法则的表现形式。

函数解析式可以看作建立在函数定义域上的恒等式。

例员摇已知函数 枣（灶）定义在整数集上，满足 枣（灶）越
枣［枣（灶垣员怨）］摇（灶约圆园园园），
灶原员远摇摇摇（灶≥圆园园园{ ）。

求枣（员怨怨苑）。

分析摇函数的解析式规定了对定义域中的元素的作用方式。

解摇疫 员怨怨苑约圆园园园，
亦 枣（员怨怨苑）越枣［枣（员怨怨苑垣员怨）］

越枣［枣（圆园员远）］。
疫 圆园员远跃圆园园园，
亦 枣（圆园员远）越圆园员远原员远越圆园园园，
亦 枣（员怨怨苑）越枣（圆园园园）

越圆园园园原员远
越员怨愿源。

摇摇例圆摇已知枣（员垣员曾）越
员
曾圆
原员，求函数枣（曾）的表达式。

分析摇等式枣（员垣员曾）越
员
曾圆
原员，表示元素员垣员曾被枣作用后的

结果为
员
曾圆
原员，问题的要求是求元素 曾被 枣作用后的结果的表达

式。

解法一摇令员垣员曾越贼，则
员
曾越贼原员，即曾越

员
贼原员，

苑



亦 枣（贼）越（贼原员）圆原员越贼圆原圆贼，
即 枣（曾）越曾圆原圆曾。

解法二摇疫枣（员垣员曾）越
员
曾圆
原员，

亦 枣（员垣员曾）越（员垣
员
曾）
圆原圆（员垣员曾）。

摇摇令员垣员曾越贼，则枣（贼）越贼
圆原圆贼，

即 枣（曾）越曾圆原圆曾。
摇摇说明摇解法一称作换元法，解法二称作配元法，在两种解法

中，都是将等式枣（员垣员曾）越
员
曾圆
原员看作恒等式。在解法一中，在恒

等式枣（员垣员曾）越
员
曾圆
原员中都用贼原员代换员辕曾，即 曾用员辕（贼原员）代

换；在解法二中，先将枣（员垣员曾）越
员
曾圆
原员变成关于员垣员辕曾的恒等

式，这一过程称作配元，然后用贼代换员垣员辕曾。
例猿摇若函数枣（曾）的定义域为砸，满足枣（曾）垣圆枣（曾）越原曾猿垣

远曾圆原猿曾垣猿，求枣（园）的值，并求枣（曾）的表达式。
分析摇将等式枣（曾）垣圆枣（ 原曾）越原曾猿垣远曾圆原猿曾垣猿看成关于

曾在砸上的恒等式。
解摇令 曾越园，摇摇摇摇摇
则 枣（园）垣圆枣（园）越猿，即猿枣（园）越猿，
亦 枣（园）越员。

摇摇由摇枣（曾）垣圆枣（ 原曾）越原曾猿原远曾圆原猿曾垣猿可得

枣（原曾）垣圆枣（曾）越曾圆垣远曾圆垣猿曾垣猿，

摇摇亦摇
枣（曾）垣圆枣（ 原曾）越原曾猿垣远曾圆原猿曾垣猿，
枣（ 原曾）垣圆枣（曾）越曾猿垣远曾圆垣猿曾垣猿{ 。

摇摇解关于枣（曾）和枣（ 原曾）的方程组可得，

愿



枣（曾）越曾猿垣圆曾圆垣猿曾垣员。
摇摇例源摇设枣（曾）越源曾原圆曾原员（曾≥园），求枣原员（园）。
分析摇枣原员（园）可以看作反函数枣原员（曾）在自变量为园时的函数

值，这时，我们可以先求得反函数枣原员（曾），再求枣原员（园）。
枣原员（园）也可以看作原函数枣（曾）在函数值为园时的变量取值，

这时，我们可以解方程源曾原圆曾原员越园（曾≥园），得方程的解，即得 枣原员

（园）的值。
解法一摇令 赠越源曾原圆曾原员，
则 （圆曾）圆原圆伊圆曾原赠越园，

亦 圆曾 越员垣 员槡 垣赠。
疫 曾≥园，
亦 圆曾≥员，

亦取 圆曾 越员垣 员槡 垣赠，

亦 曾越造燥早圆员垣 员槡 垣赠，

亦 枣原员（曾）越造燥早圆员垣 员槡 垣曾，
亦 枣原员（园）越造燥早圆圆越员。

解法二摇令 源曾原圆曾垣员 越园，（曾≥园）

则 （圆曾）圆原圆伊圆曾 越园。

疫 圆曾 跃园，
亦 圆曾原圆越园，
亦 曾越员，
亦 枣员（园）越员。

摇摇例缘摇已知函数枣（曾）越（员辕圆）曾（曾跃园）和定义在 砸上的奇函
数早（曾），当曾跃园时，早（曾）越枣（曾），试求早（曾）的反函数。
解摇先求早（曾）

怨
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