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前 言

望子成龙，哪个家长不希望自己的子女如愿以偿地考起大学

（进重点、上名牌）。欲达此目的，孩子手中有一本好书就是最重要

的条件之一。一般说来，有经验的教师都有这样的体会：在教学概

念、定义、定理、公式、法则以及解题过程中，老师如果只是从正面

反复讲，提醒学生注意这样、注意那样，有时效果不一定好；如果针

对学生经常出现的错误讲，往往会收到事半功倍的效果。人们所

说的“错误常常是正确的先导”的道理就在于此。

现在，书店里的参考书籍琳琅满目，杂志文章浩如烟海，但对

高中数学解题错误进行剖析的书却甚少。所幸的是，编者注意到

北京师范大学出版社于１９９３年为小学生出版了名为《错误百出》
的参考书，安徽省少年儿童出版社于１９９８年为小学生出版了名为
《小学数学易错辨析手册》的参考书，并从中得到启示：高中生呢？

难道高中生就不需要这样的书？答案显然是否定的。对社会、学

校进行抽样调查的结果表明，百分之百的学生、学生家长和老师都

渴望着有大量的这样的书来指导和帮助学生剖析解数学题产生错

误的原因，纠正错误。于是，本书就在这样的背景下编写出来了。

本书的出版，对高中生解题能力的提高，对高中生在解题中尽量避

免出错，无疑将起到良好的帮助作用。

本书的内容分上篇、下篇和附篇。上篇主要是按学科体系进

行编排，由第一章代数、第二章立体几何、第三章解析几何组成。

下篇由第四章最值问题、第五章逻辑论证问题、第六章充要条件问

题、第七章心理和策略因素问题组成。附篇由第八章总复习性质

的六套高考数学模拟自测试题及参考答案或提示组成。
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需要说明的是，下篇的四章独立成篇，主要考虑到两点：一是

这四章涉及上篇的各门学科，若把其纳入上篇，将出现多次不必要

的重复，理路不顺，不便于读者阅读。二是这四章综合性强，且量

多难度大，单独设立篇章有利于读者分析比较，有利于读者掌握知

识和突破难点。

本书对高中生有一定的指导作用，可使学生在学习数学知识

时尽量避免出现书中所指出的错误；就是错误出现了，学生也能知

道错在哪里，为什么会错，从而最终达到提高数学学习成绩的目

的。

本书对高中教师的教学有一定的参考作用，可使教师在教学

中对学生常错的地方心中有数，注意运用辨析、对比等方法预防这

些错误，使学生在学习中少出现这些错误，从而提高数学教学质

量。

本书对高中生家长辅导子女学习数学有一定的帮助作用，可

使家长知道孩子在学习数学时出现的错误是属于知识性的呢，还

是属于心理性的？以便有的放矢，帮助孩子及时纠正错误，使孩子

学好数学。

本书在编写过程中参考了有关教材和学术杂志，由于篇幅所

限，只将主要的参考文献列于书后，在此，一并向他们表示衷心的

感谢。

由于编者水平有限，不足之处在所难免，恳请广大读者批评指

正。

编者

２００３年１１月于重庆·秀山
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第一章 代 数

第一节 幂函数、指数函数和对数函数

［说明］ 函数是中学数学中最重要的基本概念之一，它贯穿

和渗透于中学数学各单元之中，既是中学数学的一大重点，又是中

学数学的一大难点．同学们在初中阶段学习了函数概念以及函数
关系的表示法，了解了正比例函数、一次函数、反比例函数、二次函

数等最简单的函数．在高中阶段进一步学习函数，可以说是对函
数概念的再认识．在此阶段，学生还将学习集合与函数、幂函数、指
数函数、对数函数、三角函数与反三角函数等基本初等函数，从而

获得比较系统的函数知识，加深对函数概念的理解．但在学习中，
学生们往往不能很好地从实例出发，将感性认识提高到理性认识；

不能很好地注意运用对比的方法，反复比较几个意义相近或从属

关系的概念的异同；不能很好地结合直观图形或函数图形来说明

较抽象的概念和性质等，因而导致下列常见错误的发生．

一、忽视函数的值域而致错

例１设 Ｐ＝｛ｙ｜ｙ＝ｘ２，ｘ∈Ｒ｝

Ｑ ＝｛ｙ｜ｙ＝２－｜ｘ｜，ｘ∈Ｒ｝
求Ｐ∩Ｑ．

·３·



【错解】 由 ｙ＝ｘ２

ｙ＝２－｜ｘ｛ ｜

解得
ｘ＝１
ｙ＝
｛

１
或
ｘ＝－１
ｙ＝
｛

１
所以 Ｐ∩Ｑ＝｛（－１，１），（１，１）｝

【剖析】 上述解的错因在于题目要求的是求Ｐ这个函数的
值域与Ｑ这个函数的值域的交集，而不是求Ｐ的表达式ｙ＝ｘ２

（ｘ∈Ｒ）和Ｑ的表达式ｙ＝２－｜ｘ｜（ｘ∈Ｒ）方程中ｘ，ｙ的值
的交集．
【正确解】 由Ｐ＝｛ｙ｜ｙ＝ｘ２，ｘ∈Ｒ｝知Ｐ＝｛ｙ｜ｙ≥０｝，
由Ｑ＝｛ｙ｜ｙ＝２－｜ｘ｜，ｘ∈Ｒ｝知Ｑ ＝｛ｙ｜ｙ≤２｝，所以

Ｐ∩Ｑ＝｛ｙ｜０≤ｙ≤２｝．
例２求函数ｆ（ｘ）＝｜ｘ２－２ｘ－３｜的单调区间．

图１－１

【错解】 由ｆ（ｘ）＝｜ｘ２－２ｘ－３｜得

·４·

高中数学常见错解剖析



ｆ（ｘ）＝
ｘ２－２ｘ－３， ｘ∈（－∞，－１］∪［３，＋∞）

－ｘ２＋２ｘ＋３，ｘ∈［－１，３
烅
烄
烆 ］

由图１－１可知，ｆ（ｘ）的单调增区间是［－１，１］∪［３，＋∞），

ｆ（ｘ）的单调减区间是（－∞，－１］∪［１，３］．
【剖析】 上述解的错因在于“∪”的使用不当．虽然

ｆ（ｘ）＝｜ｘ２－２ｘ－３｜

在［－１，１］，［３，＋∞］上分别递增，但在其并集上并不递增．例如，

０∈［－１，１］，３∈［３，＋∞），显然有０＜３，而ｆ（０）＝３，ｆ（３）＝０，
知ｆ（０）≮ｆ（３）．
【正确解】 根据上述剖析，只需在上述解中将符号“∪”换为

“，”就行了，即ｆ（ｘ）的单调增区间是［－１，１］，［３，＋∞），ｆ（ｘ）的
单调减区间是（－∞，－１］，［１，３］．

例３求函数ｙ＝２ｘ＋３ｘ－１
（ｘ＜１）的反函数．

【错解】 由ｙ＝２ｘ＋３ｘ－１
得ｘ＝

ｙ＋３
ｙ－２
，将ｘ，ｙ互换，得原来

函数的反函数为ｙ＝ｘ＋３ｘ－２
（ｘ≠２）．

【剖析】 根据反函数的定义，在求原来函数的反函数时，必

须已知或先确定原来函数的值域．上述错解的原因就在于反函数
的定义域不是由原来函数的值域所确定，而是根据反函数解析式

的意义所决定．

实质上，ｙ＝ｘ＋３ｘ－２
（ｘ≠２）是ｙ＝２ｘ＋３ｘ－１

（ｘ≠１）的反

函数．

【正确解】 易证ｙ＝２ｘ＋３ｘ－１
（ｘ＜１）在（－∞，１）上是减函

数，故其值域是（－∞，２）；
·５·
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由ｙ＝２ｘ＋３ｘ－１
解得ｘ＝ｙ＋３ｙ－２

，将此式的ｘ，ｙ互换，即得原函

数的反函数是ｙ＝ｘ＋３ｘ－２
（ｘ＜２）．

注：经验告诉我们，为了避免与上述类似的错误，可将求反函

数的两个步骤改为如下三个步骤，即

①求ｆ（ｘ）的值域（即求ｆ－１（ｘ）的定义域）；

②由ｙ＝ｆ（ｘ）解出ｘ＝ｆ－１（ｙ）；

③互换ｘ，ｙ得出反函数ｙ＝ｆ－１（ｘ），并注明定义域．

二、忽视定义域而致错

例４判断下列函数的奇偶性：
（１）ｆ（ｘ）＝ｘ２＋（ｘ＋１）０；

（２）ｆ（ｘ）＝（ｘ－１）· １＋ｘ１－槡 ｘ
；

（３）ｆ（ｘ）＝ｘ＋１．
【错解】（１）因为

ｆ（－ｘ）＝（－ｘ）２＋（－ｘ＋１）０

＝ｘ２＋（ｘ＋１）０＝ｆ（ｘ）

所以ｆ（ｘ）是偶函数．
（２）因为

ｆ（－ｘ）＝（－ｘ－１） １－ｘ１＋槡 ｘ

＝（－ｘ－１）·１－ｘ１＋ｘ
· １－ｘ
１＋ｘ
·（１＋ｘ
１－ｘ
）槡 ２

＝（ｘ－１）· １＋ｘ１－槡 ｘ＝ｆ
（ｘ）

·６·
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所以ｆ（ｘ）是偶函数．
（３）因为

ｆ（－ｘ）＝－ｘ＋１≠－ｆ（ｘ）

而且－ｘ＋１≠ｆ（ｘ），所以ｆ（ｘ）既不是奇函数，也不是偶函数．
【剖析】 奇函数、偶函数定义中隐含着一个重要条件：有奇

偶性的函数ｆ（ｘ）的定义域Ｄ必是一个关于原点的对称区间．若
一个函数的定义域关于原点不对称，则这个函数必无奇偶性．
题（１）中的ｆ（ｘ）的定义域为（－∞，－１）∪（－１，＋∞），是

关于原点不对称的．

题（２）与题（１）同理．事实上，由１＋ｘ１－ｘ≥０
可得ｆ（ｘ）的定义

域为〔－１，１），是关于坐标原点不对称的．故ｆ（ｘ）既不是奇函数，
也不是偶函数．
题（３）乍一看，答案是对的，但理由不妥．错因在于：其一，

ｆ（ｘ）的定义域是Ｒ，０∈Ｒ，且ｆ（－０）＝ｆ（０），因而－ｘ＋１≠
ｆ（ｘ）并非对定义域Ｒ内的一切值都适合；其二，由函数奇偶性定
义本身所具有的充要性可知，判断一个函数是非奇非偶函数，并不

要求对函数定义域内的任一ｘ都要有等式ｆ（－ｘ）＝－ｆ（ｘ）和等
式ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ）均不成立．
【正确解】（１）因为ｆ（ｘ）的定义域为（－∞，－１）∪（－１，＋∞），
是关于坐标原点不对称的，所以ｆ（ｘ）既不是奇函数，也不是偶函
数．

（２）由１＋ｘ１－ｘ≥０
可得ｆ（ｘ）的定义域为〔－１，１），是关于坐标

原点不对称的，所以ｆ（ｘ）既不是奇函数也不是偶函数．
（３）改用下述解法，更觉简便．如果函数ｆ（ｘ）的定义域Ｄ有
某一个ｘ０（ｘ１），使得

ｆ（－ｘ０）≠－ｆ（ｘ０） ｆ（－ｘ１）≠ｆ（ｘ１（ ））

·７·
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则ｆ（ｘ）在Ｄ 内是非奇非偶函数．例如，本例第（３）小题可简解
为：

因为ｆ（ｘ）的定义域是Ｒ，且±１∈Ｒ，但ｆ（－１）≠±ｆ（１），所
以ｆ（ｘ）在Ｒ内是非奇非偶函数．
从上面的例子可以看出：判断函数的奇偶性不能离开函数的

定义域，只有当函数的定义域关于坐标原点对称时，才有必要讨论

它的奇偶性．
例５讨论函数ｙ＝ｌｏｇａ（ｘ２－３ｘ＋２）（ａ＞０且ａ≠１）的

单调性．
【错解】 令ｕ＝ｘ２－３ｘ＋２，则ｙ＝ｌｏｇａｕ（ａ＞０且ａ≠１）．
由复合函数的增域性可知：当ａ＞１时，ｙ＝ｌｏｇａｕ是增函数，其单
调性与函数ｕ的单调性相一致；当０＜ａ＜１时，ｙ＝ｌｏｇａｕ是减函
数，其单调性与函数ｕ的单调性相反．
【剖析】 上述分析虽然正确运用了复合函数的单调性，但却

忽略了复合函数的定义域，结果是功亏一篑．
【正确解】 由ｘ２－３ｘ＋２＞０得出函数ｙ的定义域为：

Ｄ＝（－∞，１）∪（２，＋∞）

令 ｕ＝ｘ２－３ｘ＋２（ｘ∈Ｄ）

则 ｙ＝ｌｏｇａｕ （ａ＞０且ａ≠１）

又因为函数ｕ＝ｘ２－３ｘ＋２（ｘ∈Ｄ）在（－∞，１）上是减
函数，而在（２，＋∞）上是增函数，故当ａ＞１时，函数ｙ在（－∞，

１）上是减函数，在（２，＋∞）上是增函数；
当０＜ａ＜１时，函数ｙ在（－∞，１）上是增函数，在（２，＋∞）上

是减函数．
例６已知偶函数ｆ（ｘ）在（１，＋∞）上是增函数，求证：ｆ（ｘ）

在（－∞，－１）上是减函数．
·８·
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【错证】 在ｘ∈（１，＋∞）上任取ｘ１，ｘ２且ｘ１＜ｘ２，因为

ｆ（ｘ）在（１，＋∞）上是增函数，所以ｆ（ｘ１）＜ｆ（ｘ２）．
因为ｆ（ｘ）是偶函数，由ｆ（ｘ１）＜ｆ（ｘ２）可得

ｆ（－ｘ１）＜ｆ（－ｘ２）

又因为－ｘ１＞－ｘ２， －ｘ１，－ｘ２∈（－∞，－１），所以ｆ（ｘ）在
（－∞，－１）上是减函数．
【剖析】 按单调函数定义，本题证明应取ｘ１，ｘ２∈（－∞，－１）
且ｘ１＜ｘ２，而上述证明取ｘ１，ｘ２∈（１，＋∞），从而使证明过程与
正确证法的“走向”相反，所以出错．
【正确证明】 在（－∞，－１）上任取ｘ１，ｘ２且ｘ１＜ｘ２．因为

ｆ（ｘ）是偶函数，所以ｆ（－ｘ１）＝ｆ（ｘ１），ｆ（－ｘ２）＝ｆ（ｘ２）．由假
设ｘ１＜ｘ２可知－ｘ１＞－ｘ２．又已知ｆ（ｘ）在（１，－∞）上是增
函数，所以ｆ（－ｘ１）＞ｆ（－ｘ２），即ｆ（ｘ１）＞ｆ（ｘ２），从而ｆ（ｘ）在
（－∞，－１）上是减函数．

三、认为函数ｙ＝ｆ（ｘ＋１）的反函数是

ｙ＝ｆ－１（ｘ＋１）而致错

例７已知

ｆ（ｘ）＝２ｘ＋３ｘ－３

函数ｇ（ｘ）的图形与ｙ＝ｆ－１（ｘ＋１）的图形关于直线ｙ＝ｘ对
称，则ｇ（３）＝ ．
【错解】 根据题意，ｇ（ｘ）是ｆ－１（ｘ＋１）的反函数，而

ｆ－１（ｘ＋１）的反函数是ｆ（ｘ＋１），所以

ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ＋１）＝２
（ｘ＋１）＋３
（ｘ＋１）－１ ＝

２ｘ＋５
ｘ

·９·
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故得ｇ（３）＝１１３．

【剖析】ｆ（ｘ＋１）的反函数是ｆ－１（ｘ＋１）吗？我们不妨来求

ｆ（ｘ＋１）的反函数．
设ｙ＝ｆ（ｘ＋１），则ｘ＋１＝ｆ－１（ｙ），ｘ＝ｆ－１（ｙ）－１，互换

ｘ，ｙ得ｙ＝ｆ（ｘ＋１）的反函数为ｙ＝ｆ－１（ｘ）－１，所以ｆ（ｘ＋１）
的反函数不是ｆ－１（ｘ＋１）．反函数的定义是对自变量ｘ而言，不
是对ｘ＋１而言．
故上述解法是错误的．

【正确解】 由ｆ（ｘ）＝２ｘ＋３ｘ－１
得ｆ－１（ｘ）＝ｘ＋３ｘ－２

，即

ｆ－１（ｘ＋１）＝ｘ＋４ｘ－１

因为ｇ（ｘ）的图形与ｙ＝ｆ－１（ｘ＋１）的图形关于直线ｙ＝ｘ对称，
所以ｇ（ｘ）是ｙ＝ｆ－１（ｘ＋１）的反函数．

故ｇ（ｘ）＝ｘ＋４ｘ－１
，ｇ（３）＝７２．

四、认为若ｆ（ｘ＋１）是偶函数，则

ｆ（－ｘ－１）＝ｆ（ｘ＋１）而致错

例８如果函数ｙ＝ｆ（ｘ＋１）是偶函数，那么函数ｙ＝ｆ（ｘ）
的图形关于 对称．
【错解】 根据偶函数的定义，若ｆ（ｘ）是偶函数，则

ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ）

同样，这里已知ｆ（ｘ＋１）是偶函数，则

ｆ（－ｘ－１）＝ｆ（ｘ＋１）
·０１·
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下面便无法得出ｆ（ｘ）的图形的对称性．
【剖析】 上述解错误的原因是没有正确理解偶函数的定义．
偶函数的定义是对ｘ而言，不是对ｘ＋１而言．
【正确解１】 因为ｆ（ｘ＋１）是偶函数，所以

ｆ（－ｘ＋１）＝ｆ（ｘ＋１）

即 ｆ（１－ｘ）＝ｆ（１＋ｘ）

显然ｆ（ｘ）的图形关于直线ｘ＝１对称．
【正确解２】 因为ｆ（ｘ＋１）是偶函数，所以其图形关于ｙ轴

（直线ｘ＝０）对称．将ｆ（ｘ＋１）的图形向右平移１个单位，即得
到函数ｙ＝ｆ（ｘ）的图形，显然ｙ＝ｆ（ｘ）的图形关于直线ｘ＝１
对称．

五、忽视零指数幂、负指数幂底数不能为０而致错

例９函数ｙ＝ｘ－
（ｘ－２）０

ｘ－槡 １
中自变量ｘ的取值范围是

．
【错解】 因为 ｘ－槡 １在分母上，所以ｘ－１＞０，即ｘ＞１．
【剖析】 当ｘ＝２时，（ｘ－１）０无意义，所以自变量ｘ的取值
范围应当把ｘ＝２排除．
【正确解】 根据剖析，有ｘ＞１且ｘ≠２即为所求．
例１０（ｘ２＋２ｘ＋１）０＝ｘ２－２ｘ－２，则ｘ＝ ．
【错解】 由题设得ｘ２－２ｘ－２＝１，解得ｘ１＝－１，ｘ２＝３．
【剖析】 当ｘ＝－１时，（ｘ２＋２ｘ＋１）０无意义，应把ｘ＝－１
排除．
【正确解】 由题设得ｘ２－２ｘ－２＝１，解得ｘ１＝－１，

ｘ２＝３．
·１１·
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