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序

我校在清华大学出版社的协助下,编写了这套《清华附中辅导与测试丛书》, 以便在今

后供我校高中年级使用。

这套书包括数学、语文、物理、化学、英语 5 个学科(共 15 分册) , 是我校教师在长期教

学实践中积累起来的丰富的教学经验的结晶,体现了清华附中“为学、健体、做人”的办学

思想及“少、精、严、活”的教学原则。

每本书的顺序与教科书同步,各单元一般由知识概要、典型题解、练习题等部分组成。

书末附参考答案及解题指南。

在知识概要部分对有关概念进行归纳、对比, 以简明的形式——如图表等将其联系,

便于学生加强对重点、难点的理解, 并引导学生掌握好知识的基本规律。

典型题解是精选或编写的典型例题,重在给出解题思路和解题技巧, 突出解法。

书中给出的练习题是本校教师多年教学中积累、精选、保留的练习题,题目不多, 但颇

具典型性和代表性,有些题目难度较大, 较灵活,重在培养学生重要的、较高层次的思维能

力。

我们希望这套书的出版,不仅适合我校学生各年段学习的需要, 而且能获得广大高中

生的欢迎。由于编写时间仓促,难免有疏漏之处, 恳切期望读者批评指正。

清华大学附中
1995 年 7 月
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第一部分 代数

第一章 幂函数、指数函数和对数函数 ���

知识概述

一、集合

  1. 集合的概念

把一些确定的对象看作一个整体就形成了一个集合.集合里的各个对象叫做集合的

元素. a 是集合 A 的元素表示为 a∈A , a 不是集合 A 的元素表示为 a ∈/ A.

集合中的元素是确定的、互异的、无序的.

2. 集合的表示

列举法、描述法及图示法.

3. 集合与集合的关系

子集、真子集、集合相等(略) .

对于任一个集合 A ,规定��A.

对于集合 A , B, C 有:如果 A�B, B�C, 那么 A�C;如果 A�B, B�C, 那么 A�C.

交集: A∩B= {x ©¦x∈A 且 r∈B}

对于任何集合 A , B 有:

A∩A= A, A∩�= �, A∩B= B∩A

并集: A∪B= {x ©¦x∈A 或 x∈B}.

对于任何集合 A , B 有:

A∪A= A, A∪�= A , A∪B= B∪A

全集(略) .

补集: A�= {x ©¦x∈I 且 x ∈/ A }.

对于任何集合 A ,有:

A∪A�= I , A∩A�= �, A�= A.

二、映射与函数概念

1. 映射

设 A , B 是两个集合, 如果按照某种对应法则 f ,对于集合 A 中的任何一个元素,在集

合 B 中都有唯一的元素和它对应,那么这样的对应(包括集合 A、B, 以及从 A 到 B 的对

应法则 f )叫做集合 A 到集合 B 的映射,记作 f : A→B.

2. 函数
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从映射的观点看,函数是从集合 A 到集合 B 的一个映射(其中 A、B 是非空的数集) ,

并且 B 的每一个元素都有原象.

从函数的定义可知,函数概念包含有三个要素: 定义域、值域及从定义域到值域的对

应法则.

3. 反函数

对于函数 y = f ( x )的每一个确定的值 f ( x 0 ) = y0 , 如果自变量 x 都有唯一的值 x 0 和

y 0 对应,那么就可得到一个以 y 为自变量,以对应的 x 值为函数值的函数, 这个函数就叫

做原来函数的反函数.记作 x = f
- 1 ( y ) , 习惯上 y = f ( x )的反函数记作 y = f

- 1 ( x ) .

反函数的定义域与值域分别是原来函数的值域与定义域.

函数 y = f ( x )的图象和它的反函数 y = f
- 1

( x )的图象关于直线 y = x 对称.

三、函数的性质

1. 函数的奇偶性

对于函数 y = f ( x ) , 如果取函数定义域内的任意一个 x , 都有 f ( - x ) = - f ( x ) , 那么

函数叫奇函数; 对于函数 y = f ( x ) ,如果取函数定义域内的任意一个 x , 都有 f ( - x ) =

f ( x ) , 那么函数叫偶函数.

奇函数的图象关于原点对称,偶函数的图象关于 y 轴对称.

2. 函数的增减性

对于函数 y = f ( x ) , 如果在区间( a , b)内取任意两个 x 1 和 x 2 ,当 x1 < x 2 时总有 f ( x 1 )

< f ( x 2 ) (或 f ( x1 ) > f ( x 2 ) ) ,则称函数 y = f ( x )在区间( a , b)内是增(减)函数.

如果函数 y = f ( x )在某个区间上是增函数或减函数,则称函数在这一区间上具有单

调性,这一区间叫单调区间.

四、幂函数

1. 函数式与定义域

函数 y = x
α叫做 x 的幂函数, 其中α是常数,α∈R.高中阶段, 我们只讨论α是有理数

n 的情况.

幂函数 y = x
n
( n∈Q)的定义域是使 x

n
有意义的所有实数 x 的集合.

2. 几个常见幂函数的图象

n> 0 时, y= x , y = x
2 , y= x

3 , y = x
1
2 , y = x

1
3的图象(略) .

n< 0 时, y= x
- 1 , y = x

- 2 , y = x
-

1
2的图象(略) .

3. 性质

当 n> 0 时, 图象过 ( 0, 0 )和 ( 1, 1) , 在 [ 0, + ∞ )上是增函数; 当 n< 0 时, 图象过

( 1, 1) , 在( 0, + ∞)上是减函数,且曲线以 x 轴、y 轴为渐近线.

五、指数函数

1. 函数式
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函数 y = a
x
( a > 0, a≠1 ) 叫做 x 的指数函数, 定义域为 ( - ∞, + ∞ ) , 值域为

( 0, + ∞) .

2. 图象与性质

指数函数 y = a
x 的图象(略) .

指数函数的性质: 对任何 x∈R, 总有 y > 0,

当 a > 1时, y= a
x 在( - ∞, + ∞)上是增函数;

当 0< a < 1时, y = a
x
在( - ∞, + ∞)上是减函数.

当 a > 1时,

a x

> 1 ( x > 0) ;

= 1 ( x = 0) ;

< 1 ( x < 0) .

  当 0< a < 1时,

a x

< 1 ( x > 0) ;

= 1 ( x = 0) ;

> 1 ( x < 0) .

六、对数函数

1. 函数式

函数 y = log a x ( a > 0, a≠1)叫做 x 的对数函数, 其定义域是 R
+

, 值域是 R.

2. 对数函数 y = log a x 的图象(略)

3. 对数函数的性质

( 1) 图象在 y 轴右侧.

( 2) 当 a > 1时, log a x 在( 0, + ∞)上是增函数; 当 0< a < 1 时, log ax 在 R
+
上是减函

数.

( 3) 当 a > 1时,

log a x

> 0 ( x > 1) ;

= 0 ( x = 1) ;

< 0 ( 0 < x < 1) .

  当 0< a < 1时,

log a x

< 0 ( x > 1) ;

= 0 ( x = 1) ;

> 0 ( 0 < x < 1) .

七、指数方程、对数方程

在指数里含有未知数的方程叫做指数方程; 在对数符号后面含有未知数的方程叫做

对数方程.

常见类型有 a
f ( x )

= a
g ( x )

, log a f ( x ) = log a g ( x ) , a
f ( x )

= b
g ( x )

, f ( a
g ( x )

) = 0 和 f ( log a g ( x ) )

= 0等.
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基本思路是将其转化为代数方程求解.注意解对数方程时要验根. ��

典型题解

例 1 ( 1) 若 A= {2, 4, a
3
- 2a

2
- a + 7}, B= {- 4, a + 3, a

2
- 2a + 2, a

3
+ a

2
+ 3a + 7},

且 A∩B= {2, 5}( 1)求实数 a 的值及 A∪B.

( 2) 若 A= {x , xy , lg( xy) }, B= {0, ©¦x ©¦, y }, 且 A= B, 求 x , y .

解: ( 1) ∵A∩B= {2, 5}, A = {2, 4, a
3 - 2a

2 - a + 7},

∴ a
3 - 2a

2 - a+ 7= 5.

解得: a = - 1, 1, 2.

当 a = - 1时, A∩B= {2, 5, 4}, 与已知矛盾,∴a = - 1舍去.

当 a = 1时, A∩B= {4}, 与已知矛盾,∴a = 1舍去.

易验证: a = 2适合条件, ∴a = 2,此时, A∪B= {- 4, 2, 4, 5, 25}.

( 2) ∵ A= B,又 xy > 0, ∴ lg( xy) = 0, xy= 1.

若 x = ©¦x ©¦,则 x > 0且 xy = y , ∴ x = y = xy= 1,与集合元素的互异性矛盾.

∴ x = y 且 xy = ©¦x ©¦,又 xy = 1,

∴ x = - 1, y= - 1.

此时, A= B= {0, 1, - 1},

∴ x = - 1, y= - 1.

说明: 在集合的运算中必须明确掌握元素的确定性, 互异性和无序性.

例 2 已知函数 f ( x ) = x
2
+ ax + b, a , b∈R,集合 A= {x ©¦x = f ( x ) , x∈R}, 集合 B=

{x ©¦x = f [ f ( x ) ] , x∈R}, 如果集合 A= {- 1, 3},求集合 B; 如果集合 A= {2},求 A∩B.

解: ∵ A= {- 1, 3},

∴ 方程 x = x
2
+ ax + b的两根为- 1, 3,

∴ �a = - 1, b= - 3,

f ( x ) = x
2 - x - 3,

方程 x = f [ f ( x ) ]等价于

( x
2
- x - 3)

2
- ( x

2
- x - 3) - 3= x ,

即 ( x
2
- x - 3)

2
- x

2
= 0.

x 1 = 3 , x 2 = - 3 , x 3 = - 1, x 4 = 3.

∴ B= {- 1, 3, 3 , - 3 }.

如果 A = {2}, 则 f ( 2) = 2,

∴ �f [ f ( 2) ] = f ( 2) = 2, 2∈B,

A∩B= {2}.

说明: 方程变形时充分利用了 A�B 的关系. ∵对任意的 x∈A 有 x = f ( x ) ,

∴f [ f ( x ) ] = f ( x ) = x , x∈B, A�B.

例 3 函数 y = ( 2+ x ) ( 3- x ) 的定义域为集合 A, 函数 y = lg( kx
2
+ 4x + k+ 3)的
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定义域为集合 B, 当 A�B 时,求实数 k的取值范围.

解: 由( 2+ x ) ( 3- x )≥0得

- 2≤ x ≤ 3,

∴ A = [ - 2, 3] .

B = {x ©¦kx 2 + 4x + k + 3 > 0, k∈ R}.

令 f ( x ) = kx
2 + 4x + k+ 3, k∈R,

当 k≥0时, 显然 Aē B;

当 k< 0时, 设 x 1 , x 2 为方程 f ( x ) = 0的两个根且 x 1 < x2 , ∴B= ( x 1 , x 2 ) .

∵ A�B, ∴ - 2≤x 1 , x 2≤3,∴满足的条件由下列式组确定:

k < 0,

Δ= 42 - 4k( k + 3) > 0,

- 2 < -
2
k

< 3,

f ( - 2) = 5k - 5≤ 0,

f ( 3) = 10k + 15≤ 0;

  

k < 0,

- 4 < k < 1,

k < -
2
3

,

k ≤ 1,

k ≤-
3
2

;

  ∴ - 4< k≤-
3
2

.

说明: 利用数轴分析, 可使集合运算变得鲜明直观. 涉及四个二次式问题时, 充分利

用二次函数图象及判别式求解,为常用解题方法.

熟练掌握二次函数的图象和性质,提高综合运用二次函数的图象和性质的能力, 应充

分加以注意.

例 4 设 f ( x ) = x
2 - 2a x + 2, 当 x∈[ - 1, + ∞)时有 f ( x )≥a 恒成立,求 a 的取值范

围.

解: 设 F ( x ) = f ( x ) - a = x
2
- 2a x + 2- a , 则问题转化为: 当 x∈ [ - 1, + ∞ )时,

F ( x )≥0恒成立.

( 1) 若 A= 4( a - 1) ( a + 2)≥0时, 可知 F ( x )≥0的充分必要条件是:

( a - 1) ( a + 2) ≥ 0,

F ( - 1) ≥ 0,

-
- 2a

2
≤- 1;

  

a ≤- 2或 a ≥ 1,

a ≥- 3,

a ≤- 1;

得 - 3≤ a ≤- 2.

  ( 2) 若 A = 4( a - 1) ( a + 2) > 0时, 那么 - 2< a < 1 时,对一切 x∈[ - 1, + ∞) , 总有

F ( x ) > 0成立.

综上: a∈[ - 3, 1] .

说明: 证明或求解恒成立的二次不等式可转化为二次函数的性质和图象来研究分

析,从而获解.

例 5 求函数 f ( x ) = sinx ( a - s inx )的最大值 g ( a ) ,并作函数 g ( a )的图象.

解: f ( x ) &= - sin
2
x + as inx

·5·
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= - sinx -
a
2

2

+
a

2

4

( 1) 当
a
2
≤- 1,即 a≤- 2时,

[ f ( x ) ] ma x = - - 1 -
a
2

2

+
a

2

4
= - 1 - a .

  ( 2) 当- 1<
a
2

< 1, 即- 2< a < 2时,

[ f ( x ) ] m ax =
a 2

4
.

  ( 3) 当
a
2
≥1,即 a≥2时,

[ f ( x ) ] ma x = - 1 -
a
2

2

+
a 2

4
= - 1 + a

g ( a ) =

- a - 1( a ≤- 2) ;

a 2

4
  ( - 2 < a < 2) ;

a - 1 ( a ≥ 2) .

g ( a )的图象略.

说明: 求某一闭区间上含字母参数的二次函数的最值, 由配方法, 综合二次函数图形

加以分析,讨论能一目了然.

幂函数、指数函数、对数函数及其复合函数的简单综合问题应能够加以掌握.

例 6 设 f ( x ) = a
sin

4 x
2

- s in
2 x

2

( 1) 判断 f ( x )的奇偶性;

( 2) 求 f ( x )的单调区间;

( 3) 求 f ( x )的最大值和最小值.

解: f ( x ) = a
s in4 x

2
- si n2 x

2 = a
-

1
4

s in 2x

( 1) f ( x )的定义域为 x∈R,

∵ f ( - x ) = a
-

1
4

sin 2( - x )

= a
-

1
4

s in 2x

= f ( x ) ,

∴ f ( x )为偶函数.

( 2) 当 a > 1时,设 x 1 , x 2∈ kπ-
π
2

, kπ , ( k∈Z) ,则

-
1
4

s in
2
x 1 < -

1
4

sin
2
x 2 ,

  ∴ f ( x 1 ) < f ( x 2 ) , f ( x )在 kπ-
π
2

, kπ ( k∈Z)上单调递增. f ( x )的单调递增区间

kπ-
π
2

, kπ . 同理可知 f ( x )单调递减区间 kπ, kπ+
π
2

( k∈Z) .

当 0< a < 1时,

f ( x )单调递增区间 kπ, kπ+
π
2

,单调递减区间 kπ-
π
2

, kπ ( k∈Z) .
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( 3) 当 a > 1时,

x = kπ( k∈Z) , f ( x ) ma x = 1;

x = kπ-
π
2

( k∈Z) f ( x ) mi n = a
-

1
4 .

当 0< a < 1时,

f ( x ) ma x = a
-

1
4 , f ( x ) mi n = 1.

说明: 对于复合函数的单调性, 应能加以讨论判定. 指数函数、对数函数当底数情况

不确定时,应分情况加以讨论.

例 7 在坐标平面上, 已知曲线 f ( x ) = log2 ( x + 1) , 当点 ( x , y )满足 y = f ( x )时, 点

x
3

,
y
2
在曲线 y = g ( x )上,

( 1) 求 g ( x )表达式;

( 2) 若 g ( x ) - f ( x )≥0,求 x 的范围;

( 3) 在( 2)中所求 x 的范围内,求 g ( x ) - f ( x )的最大值.

解: ( 1) 令 x′=
x
3

, y′=
y
2

,则 x = 3x′, y = 2y′.

y = log2 ( x + 1) , ∴ 2y′= log2 ( 3x′+ 1) , y′=
1
2

log2 ( 3x′+ 1) , 得

g ( x ) =
1
2

log2 ( 3x + 1) .

  ( 2) ∵ g ( x ) - f ( x )≥0, ∴
1
2

log2 ( 3x + 1)≥log2 ( x + 1) , 3x + 1≥( x + 1)
2
, x ( x - 1)

≤0,

∴ 0≤x≤1.

( 3) g ( x ) - f ( x ) =
1
2

log2
3x + 1

( x + 1)
2 , x∈[ 0, 1] .

令 u =
3x + 1

( x + 1)
2 ,则

ux
2

+ ( 2u - 3) x + ( u - 1) = 0.

  ∵ u≠0,

由 Δ= ( 2u- 3)
2
- 4u( u- 1)≥0, u≤

9
8

.

由
9
8

=
3x + 1

( x + 1)
2 ,解得 x =

1
3

,而 x =
1
3
∈[ 0, 1] ,

∴ uma x =
9
8

.

又 g ( x ) - f ( x ) =
1
2 log2 u, 关于 u 递增,

∴ [ g ( x ) - f ( x ) ] m a x =
1
2 log2

9
8

= log2 3-
3
2

.

对于函数的定义域、值域、对应法则、奇偶性、单调性及图象应熟练牢固掌握, 并能作

到灵活处理与应用.
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例 8 设 f ( x )是定义域在 R 上以 2 为周期的函数, 对于 k∈Z, 用 I k 表示区间

( 2k- 1, 2k+ 1] ,已知当 x∈I 0 时, f ( x ) = x
2 ,

( 1) 求 f ( x )在 I k 上的解析式;

( 2) 对于自然数 k, 求集合 M k = {a ©¦使方程 f ( x ) = ax 在 I k 上有两个不等实根}.

解: ( 1) ∵ f ( x )是以 2为周期的函数, ∴当 k∈Z 时, 2k 也为 f ( x )的周期.

当 x∈I k 时, x - 2k∈I 0 ,

∴ f ( x ) = f ( x - 2k) = ( x - 2k)
2
.

( 2) 方程( x - 2k)
2
= ax 在 I k 上有两个不等实根, ∴函数 y = a x 与 y= ( x - 2k)

2
在

( 2k- 1, 2k+ 1]上应有两个不同的交点.作出相应图形, 知 0< a≤
1

2k+ 1
,

∴ M k = a ©¦0< a≤
1

2k+ 1
, k∈N

例 9 已知函数 f ( x )满足: ( 1) f
1
2

= 1; ( 2) 值域是[ - 1, 1] ; ( 3) 在定义域 D 上

递减; ( 4) f ( xy ) = f ( x ) + f ( y ) , 求证:
1
4
∈/ D , 并解不等式 f

- 1
( x ) ; f

- 1 1
1- x
≤

1
2

.

解: 假设
1
4
∈D ,则

f
1
4
有定义, 且 f

1
4
∈[ - 1, 1] , 但 f

1
4

= f
1
2
×

1
2

= f
1
2

+ f
1
2

= 2∈/

[ - 1, 1]矛盾, ∴
1
4
∈/ D .

由条件( 2) , ( 3)知 f ( x )的反函数存在且在定义域[ - 1, 1]上递减.

设 y 1 = f
- 1 ( x 1 ) , y2 = f

- 1 ( x 2 ) , 则 �

x 1 = f ( y1 ) , x 2 = f ( y 2 ) ,

即 x 1 + x 2 = f ( y1 ) + f ( y 2 ) = f ( y 1y 2 ) ,

y 1y 2 = f - 1 ( x 1 + x 2 ) ,

∴ f
- 1

( x 1 ) ¡¤f
- 1

( x 2 ) = f
- 1

( x 1 + x 2 ) .

  ∴ 原不等式等价于

f
- 1

x +
1

1- x
≤f

- 1
( 1) ;

- 1≤x +
1

1- x
≤1;

- 1≤x≤1;

- 1≤
1

1- x
≤1.

  

x +
1

1- x
≥1;

- 1≤x +
1

1- x
≤1;

- 1≤x≤1;

- 1≤
1

1- x
≤1.

  解得: x = 0, ∴ 原不等式解集{0}.

说明: 注意对函数、反函数 f ( x ) , f
- 1

( x )的深刻理解. 可以证明在其定义域上单调的

函数必存在反函数且反函数与其原函数的单调性相同.

例 10 设函数 f ( x ) = log2 [ ( 3- 2k) x
2 - 2kx - k+ 1] , 求使 f ( x )在( - ∞, 0)上单调

递减,而在( 1, + ∞)上单调递增的所有实数 k组成的集合 A.
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解: 令 g ( x ) = ( 3 - 2k) x
2
- 2kx - k + 1, 由对数函数定义域知, 在 ( - ∞, 0 ) ∪

( 1, + ∞)上必须 g ( x ) > 0.

∵ f ( x )在( - ∞, 0)上递减,而在( 1, + ∞)上递增, ∴ 3- 2k> 0且 g ( x )的图象的对

称轴与 x 轴交点的横坐标必定属于[ 0, 1] . ∴ 问题等价于 k 应满足

3 - 2k > 0;

0≤
k

3 - 2k
≤ 1;

g ( 0) = - k + 1≥ 0;

g ( 1) = - 5k + 4≥ 0.

  解得 0≤k≤
4
5

,

∴ A = k©¦0≤k≤
4
5

.

说明: 据题意, 结合函数图形,先直接列出控制参数 k 的混合组, 然后求解得参数的

取值范围.

例 11 已知定义域为 R 的函数 f ( x )即是奇函数又是单调递减函数, 如果当 0≤θ≤

π
2
时, f ( cos2θ- 4t) + f ( 4ts inθ- 3)≥0都成立,求 t 的取值集合 M.

解: ∵ f ( x ) 为奇函数, ∴ f ( cos2θ- 4t ) + f ( 4tsinθ- 3) ≥ 0, f ( cos2θ- 4t ) ≥

- f ( 4tsinθ- 3) , f ( cos2θ- 4t)≥+ ( 3- 4ts inθ) .∵ f ( x )在 R 上为递减函数, ∴cos2θ- 4t

≤3- 4ts inθ, sin
2
θ- 2tsinθ+ 2t+ 1≥0.

令 x = sinθ, x∈[ 0, 1] ,

令 g ( x ) �= x
2 - 2tx + 2t+ 1

= ( x - t)
2
- t

2
+ 2t+ 1≥0,

当 x∈[ 0, 1]时恒成立,

∴在[ 0, 1]上, g ( x )的最小值 m≥0恒成立.

( 1) 当 t< 0时, m= g ( 0) = 2t+ 1≥0,

∴ -
1
2
≤ t < 0.

  ( 2) 当 0≤t≤1时, m= g ( t) = - t
2 + 2t+ 1≥0, 1- 2≤t≤1+ 2 ,

∴ 0≤ t ≤ 1.

  ( 3) 当 t> 1时, m= g ( 1) = 1- 2t+ 2t+ 1= 2≥0,

∴ t > 1,

  综上 M= t©¦t≥-
1
2

.

说明: 设法将所求问题转化为已知不等式在集合 M 上恒成立, 则利用极端原理测定

参数应满足条件,常可使求解简捷.

建立目标函数,运用基本函数性质(或不等式)等手段求最值是必须掌握的技能.

例 12 已知△ABC 的内角 A, B, C 所对的边长分别为 a , b, c, 且 a + b+ c = m,

∠BAC= θ,其中 m,θ均为常数, 求△ABC 的面积 S 的最大值.
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解: 由已知及余弦定理得

m = a + b + c = b2 + c2 - 2bccosθ+ b + c≥ 2bc- 2bccosθ+ 2 bc = 2 bc

s in
θ
2

+ 1 , bc≤
m

2 1+ sin
θ
2

,

∴ S =
1
2

bcsinθ≤
1
2

s inθ
m 2

4 1 + s in
θ
2

2 =
m2 sinθ

8 1 + s in
θ
2

2 .

  
当且仅当

 

b= c;

bc =
m

2 1+ sin
θ
2

,

即

b= c=
m

2 1+ sin
θ
2

;

a = m- ( b+ c) =
msin
θ
2

1+ s in
θ
2

,

时等式成立,

∴ Sma x =
m 2s inθ

8 1 + sin
θ
2

2

  说明: 利用重要不等式建立所求变量的控制不等式, 然后解此不等式求其取值范围

或最值是一种常用方法.

例 13 已知当 0≤x≤1 时, 函数 f ( x ) = p x
2 - 2x + q 的最小值是 1, 求 p 与 q的关

系.

解: ( 1) 当 p = 0时, f ( x ) = - 2x + q在 x∈[ 0, 1]上递减, ∴ f ( x ) m in = f ( 1) = q- 2

= 1

∴ q = 3

  ( 2) 当 p≠0时,

f ( x ) = p x -
1
p

2

+ q -
1
p

  ① 若 p > 0, 则
1
p

> 0,

∴ 当
1
p
≤1即 p≥1时

f ( x ) m in = f
1
p

= q -
1
p

= 1

  当
1
p

> 1即 0< p < 1 时

f ( x ) min = f ( 1) = p - 2 + q = 1,

  即 p + q= 3.
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② 若 p < 0, 则
1
p

< 0,

∴ f ( x ) min = f ( 1) = p - 2 + q = 1,

即 p + q = 3.

  综上; 当 p < 1时, p + q= 3;当 p≥1时, q-
1
p

= 1.

说明: 这是一道含字母系数的一次、二次函数在给定区间上的最值问题.注意对字母

系数进行分类讨论.

例 14 设二次方程 a x
2
+ bx + c= 0和 - a x

2
+ bx + c= 0分别有一非零根 x 1 和 x 2 , 求

证: 方程
a
2

x
2
+ bx + c= 0必定有介于 x 1 与 x 2 之间的根.

分析: 用函数和数形结合的思想加以考虑, 设 f ( x ) =
a
2

x
2
+ bx + c,若使 f ( x )有一根

x 0∈( x 1 , x 2 ) , 可转化为证明 f ( x 1 ) f ( x 2 ) < 0, 写出 f ( x 1 ) f ( x 2 )的表达式, 并注意 x 1 , x 2 所

满足的条件即可达到目的.

证: 由已知: a x
2
1 + bx 1 + c= 0, - ax

2
2 + bx2 + c= 0.

设 f ( x ) =
a
2

x
2 + bx + c,则

f ( x 1 ) f ( x2 ) =
a
2

x 2
1 + bx 1 + c

a
2

x 2
2 + bx 2 + c

= ( ax
2
1 + bx 1 + c) -

a
2

x
2
1 ¡¤ ( - a x

2
2 + bx 2 + c) +

3a
2

x
2
2

= -
a
2

x
2
1

3a
2

x
2
2

= -
3
4

a
2
x

2
1 x

2
2 < 0, (∵a ≠ 0, x 1 ≠ 0, x 2 ≠ 0) ,

∴
a
2

x 2 + bx + c = 0有一根 x 0 ∈ ( x 1 , x 2 ) .

  说明: 本题如果着眼于在根的表达式上考虑, 势必走上岔道,难以得证.

例 15 设 a 是实常数, 考察对数方程, lg( x - 1) + lg ( 3- x ) = lg ( a - x ) 的实根的个

数.

解: 原方程等价于 �

1 < x < 3,

x < a ,

( x - 1) ( 3 - x ) = a - x .

∴

 

 

1 < x < 3,

x < a ,

x 2 - 5x + ( a + 3) = 0.

( 1-1-1)

( 1-1-2)

( 1-1-3)

  由 Δ= 25- 4( a + 3)≥0得

a ≤
13
4

.
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