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����有位大学校长曾说过：“我们教育学生就象猎人学打猎一样，要教会他们如何使用猎枪，而不是老让他们带

‘干粮’”。教学的根本目的是让学生掌握知识，将知识转化为一种工具，并最终运用这个工具去解决实际问题。

如果说“熟练使用猎枪”是猎人生存的基本保证，那么“灵活运用知识”一定是学习成功的必然要求。

修订后的《课程标准》和《考试说明》要求，教学应以教会学生如何学、学会如何用为主要任务，高考以考查学

生能力为目标。提高素质，训练能力是新世纪人才培养的基本要求。

“学案”即是以“学”为主的学习辅导方案。它的科学之处在于以学生为本，充分调动学生的学习积极性，发挥

学生的主体作用，全面培养学生的学习兴趣，挖掘学生的学习潜能。让学生在主动研究、思考和探索的情境中学

习，使学生能准确理解和牢固掌握理论知识，并最终形成灵活运用知识的能力。

《高中同步测控优化设计》系列丛书以其独到的设计理念、对新教材的准确把握和高效实用的性能受到广大

师生的厚爱，品牌地位已经确立。策编人员与时俱进，开拓创新，经过共同努力，新版丛书又将呈现出更高的品位

和全新的面貌。新版《高中同步测控优化设计》丛书，以“学案”式理论为指导，推广和实施科学、高效的最新学习

辅导方略。学习的关键是学生如何学，“教会学生如何学、如何用”是教学的最终要求，也是本丛书策划设计的基

本点。

本次修订有以下创新：第一、对原［学习目标］栏目进行改造，由过去对大纲要求的简单陈述，改之以问题的方

式设置一些思考性、探索性、实用性的课前问题。第二、“知识梳理”要求将要点内容以框架形式列出，对其重要概

念、规律和方法设计成填空或填表，由学生在预习课本，复习教材的基础上完成。第三、根据各学科特点，分别增

设“问题探索”、“研究性学习”、“导学诱思”、“自学导引”、“创新训练”、“语篇领悟”、“提纲优化”、“要点扫描”、“学

后反思”等自学性、研究性、开放性栏目。

本次修订凸显以下特色：

吸引新成果��创设新模型��传统教辅模式存在“重教轻学”的弊端，栏目设置往往忽视对学生的学习积极性

的培养，缺乏学习方法的研究与指导。本次修订力求保留成熟而稳定的“优化设计”特色，在广泛听取读者建议，

吸纳最新教研成果的基础上，成功地将“学案”式教辅理论用于指导丛书的策划和设计，旨在为广大师生提供一套

实用、创新、科学和高效的教学辅导精品。

尊重学习规律��精心设置梯度��本丛书力求遵照同步教学的客观规律，在体例设置、内容安排、方法应用、训

练考查等方面都充分考虑学生的实际，由浅入深，循序渐进，逐步提高；并适度、战略性地把握高考动向和要求，在

同步教学中逐步渗透高考意识。

着眼教学实际��力求科学实用��本丛书紧密结合新教材实际，内容设计、章节划分均符合教学使用习惯，充

分体现“同步”意义。各科均增加了课后或章后训练习题，并严格控制各种试题的难度和深度，力求更大程度地满

足不同层次学生的训练需求。同时，“���”（《学生用书》�《教师用书》）设计模式，为广大教师的课堂教学及课后

辅导都提供了有益的参考和帮助。
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本书为高二数学上册。本书以单元为编写单位，设置以下主要栏目：

P要点扫描Q本栏目以学案形式设计，将知识要点或重要规律设计成填空，由学生在预习课本的基础上，归纳

完成。旨在训练学生主动、自觉学习的良好习惯。

P典例剖析Q精选典型、新颖的教学、考试题。点拨思路，示范方法，展示细节，规范解析。

P随堂训练Q选题情景简单，思路清晰。意在巩固基础知识，训练基本技能。

P强化训练Q在“随堂训练”的基础上稍有提高。注重知识应用，提高解题技巧。

P学后反思Q结合例题及各种训练题，总结解题路和体会，指出易错问题，反思错解原因。

全体策编人员殷切期待广大读者对丛书提出宝贵意见。无边的学海仍然警示着我们，只有不懈努力，才会不

断前进。

编��者

����年�月
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第六章��不等式

������不等式的性质

6�第一课时

掌握实数的运算性质与大小顺序之间的关系K会用�比差�
法比较两个实数或代数式的大小�

b�c`��k�������Kb�c_��k�������Kb�c��k��������比
较两个代数式的值的大小步骤是M�������������������������

P例�Q已知y`��K比较y����y与�y���的大小�
解My����y�I�y���J�y���y���y����y��
�y�Iy��J�I��y��JIy��J

�Iy��JIy���y��J

�Iy��JIy��JIy��J�
由y`��K得Iy��JIy��JIy��J`��K从而

y����y`��y����
说明M比较b与c的大小K归结为判断它们的差b�c的符号
I注意是指差的符号K至于差的值究竟是多少K在这里无关紧
要J�比较b与c大小的步骤是M�作差N�变形I分解因式或
配方JN�判断差的符号�

P例�Q比较b��c��d� 与bc�cd�db的大小�
解Mb��c��d��bc�cd�db

���
Ib���bc�c��b���bd�d��c���cd�d�J

���
PIb�cJ��Ib�dJ��Ic�dJ�Q1��

�b��c��d�1�bc�cd�db�
说明M比较两个代数式的大小K作差后在变形的过程中有分
解因式I如例�JK有时写成几个非负数或非正数的和的形式
I如本例JK有时这两者合起来用�符号�1��的意义是大于或
者等于�

P例�Q已知My`�z且z-���比较yz
与�的大小�

解My
z ���

y�z
z

�y`�zK�y�z`���

当z_��时Ky�zz _��K即yz ��_��
K

�yz _��
N

当z`��时Ky�zz `��K即yz ��`��
K

�yz `���

说明M判断差的符号时K根据字母取值范围K进行了分段
讨论�

����若b`�cK则 I����J����������������

B�b�`�c���������������C�b�1�c�

D�b�0�c� E�以上都不对

����已知y`��K则 I����J���������������

B�y���`��y��y C�y���_��y��y
D�y���0��y��y E�以上都不对

����已知bÐc都为正数K则 I����J������������

B�b�c`���bc C�b�c_���bc
D�b�c1���bc E�b�c0���bc

����已知y-��K则 I����J���������������

B�y��z�1��y��z���
C�y��z�`��y��z���
D�y��z�0��y��z���
E�y��z�_��y��z���

����不等式�b���`��bK�b��c�1��Ib�c��JK�b��c�`�bc
恒成立的个数是 I����J��������������

B����������C�� D����������E��
����若y-��或z-���KN�y��z���y��zKO���KN 与O
的大小关系是 I����J���������������

B�N`�O C�N_�O
D�N�O E�不能确定

����已知bÐc分别对应数轴上的BÐC两点K且B在原点右侧K

C在原点左侧K则下列不等式成立的是 I����J�����

B�b�c0�� C�bc `��
b
c

D�b�bb�`�b�cb� E�b��c�1���bc
����若bKc��SK且b`�cK则 I����J������������

B�b�`�c� C�cb _��

�



D�mhIb�cJ`�� E�I��
Jb_�I��

Jc

����若b_�c_��K则下列不等关系中不能
����
成立的是 I����J��

B��b`�
�
c C��b�c`�

�
b

D�b�bb�`�b�cb� E�b�`�c�

����已知b`�cK不等式�b�`�c�K��b_�
�
c
K� �
b�c`�

�
b
能成立

的个数是 I����J�����������������

B����������C����������D����������E��

����若gIyJ��y��y��KhIyJ��y��y��K则gIyJ与hIyJ
的大小关系是gIyJ hIyJ�

����对于下列结论K其中正确命题的序号是 �

�若b`�cK则b�`�c����若b`�cK则cb _�����
若b�`�c� 且

b_��Kc_��K则b_�c�� �b��c��bc1��
����已知b`�c`�dK比较b�c�c�d�d�b与bc��cd��db� 的
大小�

����比较I��y���
J��I���y��J

� 与�的大小�Iy��SJ

����若bÐcÐd满足c�d��b���b��Kc�d�b���b��K比较

bÐcÐd的大小�

�����比较b� 与c� 的大小�

比较两式的大小的一般步骤是M

�作差�有的可直接作差K有的需转化才可作差��变形�变
形的目的是判断差的符号K为了便于判断符号K进行分解因式Ð
配方等变化K有时还需要根据字母取值范围进行讨论以判断差
的符号��判断差的符号

U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�
�

6�第二课时

理解不等式的性质定理�Y定理�及其证明�

��定理�M如果b`�cK那么c_�bN如果c_�bK那么b`�c�可写成b

`�c������c_�b�

��定理�M如果b`�cK且c`�dK那么Kb`�d�可写成
b`�c
c`� Sd n�b`�d�

如果d_�cK且c_�bK那么d_�b�可写成�������������
��b`�c是b�d`�c�d的充要条件�因此Kb`�c������b�d`�c�
d�不等式中任何一项改变符号后K可以������������������
�����������������

��如果b`�cK且������K那么bd`�cdN如果b`�cK且������K那么

bd_�cdK应特别注意K这个定理与d的符号有关K与bÐc的符号

�����
��定理�推论M如果b`�c且d`�eK那么b�d`�c�eN用文字叙
述为M����������具有可加性�定理�推论�M如果b`�c`��且

d`�e`��K那么Kbd`�ceN用文字叙述为M��������������相乘
后不等号的方向不变�

P例�Q求证Mb`�c`��Kd_�e_��n�bd_�ce
证明M

b`�c
d_� S� n�bd_�cd

d_�e
c`� S� n�cd_�

�

�

�
ce

n�bd_�ce

说明M欲证bd_�ceK关键是构造出bd与ceK学会综合使用不
等式性质进行解题�

P例�Q已知bÐcÐd均为正K且c_�dK比较bc与bd�cd的大小�
选题意图M本题考查不等式性质的灵活运用K一题多解K培养学
生分析问题解决问题的能力�
解法一M�b`��且c_�dK�bc_�bd�
�d`��Ðc`��K�cd`���
�bc_�bd�cd
解法二M�b`��Kc`��Kd`��K

��_�b_�b�c�
��_�c_�dK

�bc_�dIb�cJ�bd�cd�
即bc_�bd�cd�
解法三Mbc�Ibd�cdJ�bIc�dJ�cd�
�c_�dK�c�d_���
�b`��K�bIc�dJ_���
又�c`��Kd`��K

��cd_����bIc�dJ�cd_���
即bc�Ibd�cdJ_���
�bc_�bd�cd�
说明M解法一K先用定理�推论�再用定理�推论K解法二则
反过来用之K解法三则从比较法入手K然后再用定理及推论�

P例�Q设�_�b0��K�0�c_���K求b�cKb�c及bc
的取值范围�

解M��_�b0��K�0�c_���
����_�b�c_�����即�_�b�c_���
又��0�c_�������1��c`����
即���_��c0����������_�b�c0����
即M��_�b�c0��

�





��若b�`�c�`��Kb�`�c�`���bo`�co`��K那么Kb�ðb��bo`�c�
ðc��co�当b�b��b����bo`��Kc�c��c����co`��
时K则有�����������

��定理�M如果����������K那么
o
�b`�

o
�cIo��OH�Ko`��J�定理�

与定理�推论�结合起来K可以推广到正有理指数幂K即如果

b`�c`��KT为正有理数K那么bT`�cT�

P例�Q已知bÐcÐdÐe是互不相等的正数K且满足�_��b��c_��d
��eKb�c�d�eK则下列不等式正确的是 I����J���

B�bc`�deKb`�d`�e`�c
C�bc`�deKd`�b`�c`�e
D�bc_�deKb`�d`�e`�c
E�bc_�deKb`�c`�d`�e

解析M��_��b��c_��d��e
�b`�cKd`�e且I�b��cJ�_�I�d��eJ�K
即b�c���bc_�d�e���de�
又�b�c�d�eK

�bc`�deK排除DÐE�
令b��Kc��Kd��Ke��K

满足b�c�d�e和�_��b��c_��d��eK
排除BK选CI注意M排除B后选CJ
答案MC
说明M�由已知想性质�是转化已知的思想方法K条件中根式
应转化为有理式K因此需平方�另外解选择题常常利用特值
淘汰�

P例�Q判断下列命题
I�Jb`�cn�b�`�c�

I�Jb`�ck�b�`�c�

I�Jb�`�c�k�b�bb�`�b�cb�

I�Jbc `��k�b�d`�c�d

I�Jb`�ck��b_�
�
c

I�Jbd�`�
c
d�n�b`�c

其中正确的个数为 I����J��������������

B����������C����������D����������E��
解析M易证得I�JÐI�JÐI�J正确�
答案MB
说明M运用不等式性质解题一定要注意使用范围�

P例�Q已知�0�b�c0��K��0�b�c0��K求�b��c的取值范围�
错解M��0�b�c0��K��0�b�c0�
��

�
0�Ib�cJ�Ib�cJ0������0�b0��
同理��0�c0�
��

�
0��b0���K��0���c0�

���
�

0��b��c0���

解M设b�c��Kb�c�wK则b��
�w
�
Kc���w�

且�0��0��K

��0�w0�

��

�

b��c�����
�
�w

���0�
�
�0�

�
�
K���0�

�w
�0�

��

���

�

0����
�w
�0�����

即��0��b��c0���

说明M错解的原因是K在求解过程中用的是推出关系而不是
等价关系�在正确解法中K实质是用b�c及b�c表示�b�
�cK这样就可由b�c及b�c的范围构出�b��c的范围�

����已知Mb_�c_��K那么下列不等式成立的是 I����J����

B��b_�
�
c C�bc`�c�

D�cb `�
b
c E�b�cc _��

����判断下列命题是否正确K正确的在题后括号内打� ��K错误
的打����

�b`�cn�bc `��
I����J

�b`�cn�b�`�c� I����J

�b�`�c�k�b`�c I����J

�b`�cn�b�o��`�c�o��Io��OH�J I����J

�b�bb�`�cn�b�`�c� I����J

�b`�b�cb�n�b�`�c� I����J

�b�bb�`�b�cb�k�b�`�c� I����J

�b`�cn�b�bb�`�c I����J

����设�_��_���
K�_��_�

�
�
K那么�����

的范围是 I����J�

B�I�K���
J C�I���

K��
�
J

D�I�K�J E�I���
K�J

����下列推导不正确的是 I����J������������

B�d�b_�d�cn�b`�c

C�db _�
d
c
Kd`��n�b`�c

D�b`�c`��Kd`�e`��n� b�c `� e�d
E�

o
�b_�

o
�cKo��OH�n�b_�c

����命题�Md�b_�d�cn�b`�c

命题�Mb`�c`��Kd`�e`��n� b�e `� c�d
命题�Mdb _�

d
c
且d`��n�b`�c

命题�Mb
�
o _�c

�
oIo��OH�Jn�b_�cK这些命题中真命题的个

数是 I����J�������������������

B�� C�� D�� E��
����下列命题正确的是 I����J�������������

B�b`�cn�bd�`�cd�

�
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C�b�c_��Kd`��n�d��c _�d��b
D�b`�cKd`�en�Ib�cJ�`�Ie�dJ�

E�b`�c`��Kd`�e`��n�be `�
c
d

����已知b`�c`�d`��K设 N�b��dKO�b��cKQ��Ib�c� �

�bcJK比较NÐOÐQ的大小�
����如果mphb�`�mphc�`��K那么bÐc间的关系为 I����J���

B��_�b_�c_��
C��_�b_�c
D��_�c_�b_��
E��_�c_�b I����年上海高考题J

����判断下列命题是否正确K正确的在题后括号内打� ��K错误
的打����
�b`�cKd`�en�b�e`�c�d I����J

�b`�c`�d`��n�b�dd `�c�dc
I����J

�b��c�1��bc I����J

�b�c� 1��bc I����J

�y��y��_�� I����J

�b`�cn�I��
Jb`�I��

Jc I����J

�b`�cn��b`��c I����J

�b`�c`��Ko为负有理数K则有bo_�co I����J

����已知M���0�y_�z0�
�
�
K求y�z

�
的取值范围�

����设b`��Kb-��比较��mphbu
与mphbu���

的大小�

����适当增加条件K使下列各命题成立�
I�J若bd�`�cd�K则b`�c�
I�J若b`�cK则bd0�cd�

I�J若b`�cK则�b_�
�
c�

I�J若b`�cKd`�eK则bd`�ce�

I�J若b`�cKd`�eK则有be `�
c
d �

����设gIyJ�by��cyK且�0�gI��J0��K�0�gI�J0��K求

gI��J的最大值和最小值�

��等式两边同乘以同一个数仍为等式K但不等式两边同乘
以同一个数bI或代数式JK结果有三种K��当b`��时K得同向不
等式���当b��时K得等式���当b_��时得异向不等式�
��不等式性质定理K有同向不等式相加K得同向不等式N并
无相减�若b`�cKd`�en�b�e`�c�d或d�c`�e�b�这个结论常
用K不妨记为M�大数减小数大于小数减大数��

��不等式性质定理K有均为正数的同向不等式相乘K得同向

不等式K并无相除�若b`�c`��Kd`�e`��n�be `�
c
d
或d
c `�

e
b
K这

个结论也常用�不妨记为M�大数除以小数大于小数除以大数��

��由代数式的范围讨论代数式的范围K应考虑不等式性质
的可逆性�
��指数函数Ð对数函数的性质K在证不等式时经常用K如c

�mphbIy���JK当�_�b_��时Kc_��K当b`��时K则c`���

������算术平均数与几何平均数

6�第一课时

掌握公式b��c�1��bc和两个正数的算术平均数与几何平
均数的定理及证明K并会应用它们解决数学问题�

��公式b��c�1��bc要求条件��������K当且仅当������时取
等号�

��如果bKc是����K那么b�c� 1��bcI当且仅当b�c时取等

号J�b�c�
称bKc的��������N�bc称bÐc的�����������这一

定理又可叙述为M两个正数的算术平均数不小于它们的几何
平均数�

��如果yKz��S�Kyz�QI定值JK当y�z时Ky�z有�������
I简记为M积定Ð和有最小值J

��如果yKz��S�Ky�z�TI定值JK当y�z时Kyz有�������
I简记为M和定Ð积有最大值J

��如果����������K则y��z��{�1��yz{K当且仅当��������
时取等号�

P例�Q若b`�c`��KQ� mhbðmh� cKR� ��
Imhb�mhcJKS�

mhIb�c�
JK则下列不等式成立的是 I����J�������

B�S_�Q_�R����������������C�Q_�R_�S

�



D�R_�Q_�S E�Q_�S_�R
解析M�b`�c`�����mhb`�mhc`��

���
Imhb�mhcJ`� mhbðmh� cK即R`�Q

又b�c
� `��bc���mhIb�c� J`�mh�bc

即S`�mh�bc���Imhb�mhcJ�R

从而Q_�R_�S�
答案MC
说明M解答本题前应弄清各种符号的意义及运算关系Ð运算
性质�

P例�Q已知bÐcÐd��SK求证Mb��c��d�1�bc�cd�bd
证明M�b��c�1��bcKc��d�1��cdKb��d�1��bd

�b��c��d����
I�b���c���d�J���

PIb��c�J�Ib��

d�J�Ic��d�JQ1���
I�bc��bd��cdJ�bc�bd�cd

当且仅当b�c�d时等号成立�
说明M对于与�三项和�有关的不等式证明问题常常将�三项
和�拆成�六项和��

P例�Q若y��S且y-��K求函数z�y��y
的值域�

解M当y`��时Kz�y��y1�� yð�� y��
I当且仅当y��y

即y��时取等号J

�当y`��时Kz��P�K��J

当y_��时K�y`��K��y`��

z�y��y��
I�y��y

J

��y��y1��
I�yJðI��y� J1��I当且仅当�y���y

K

即y���时取等号J

��I�y��y
J0���

即z0���
也就是当y_��时z��I��K��Q�
综上述K函数值域I��K��Q��P�K��J
说明M用不等式求最值K用到两个结论M简述为�和定积最大�
与�积定和最小�I称为极值定理JK运用这个定理求最值时K
要做到�一正Ð二定Ð三相等�N�一正�指式子的各项为正K�二
定�指含变数的两项的和I积J为定值K�三相等�指含变数的
两项相等时K才能达到最大I小J值�

����若y`��K则���y���y
的最 值是 K

若y_��K则���y���y
的最 值是 �

����若实数bÐc满足b�c��K则�b��c 的最小值是
I����J

����
����������������������

B���������C��������D��� �������E��
�
��

����下列不等式的证明过程正确的是 I����J�������

B�若bKc��SK则cb �
b
c 1��

c
b
ðb� c ��

C�若y`��K则dpty�dpt
�
y1�� dptyðdpt

�� y��

D�若y_��K则y��y0�� yð�� y��

E�若bKc��S且bc_��K则bc �
c
b ��

PI�bc
J�I�cb

JQ

0��� I�bc
JI�cb� J���

����若b��SK下列不等式恒成立的是 I����J�������

B�b���`�b���� ������C� �b���_��

D�b���`��b E�mhIb���J1�mhb��bb�
����在下列结论中K错用算术平均数与几何平均数不等式作依
据的是 I����J������������������

B�yKz均为正数K则yz �
z
y 1��

C�b为正数K则I��bJIb��b
J1��

D�mhy�mphy��1��K其中y`��

E�y
���
y�� ��

1��

����不等式bc �
c
b `��
成立的充要条件是 �

����y`��且z`��K则下列不等式中等号不成立
������
的是

I����J
����

����������������������

B�y��y�
�

y��y

1��

C�Iy��y
JðIz��z

J1��

D�Iy�zJI�y�
�
z
J1��

E�Imhy�mhz�
J�0�mh

�y�mh�z
�

����在下列函数中K最小值是�的是 I����J��������

B�z�y��
�
y
Iy��SKy-��J

C�z�mhy� �mhy
I�_�y_���J

D�z��y���yIy��SJ

E�z�tjoy�tjo
�
y
I�_�y_���

J

����已知函数z����y� ���y�
K当y� 时K函数有最

值是 �

����若y`��K函数z�y� �
y��

K当y� 时K函数有最

值是��

����若y`��K函数z��y���
�
y
K当y� 时K函数有最

值是 �

����若y`��Kz`��K且y�z��K当y� Kz� 时Kyz

�





错解M设 y�� ���{
�y����{�

把y��{���代入

z� y
���
y�� ��

�{
���
{

�{��{1��

�函数z的最小值为��

错误原因M{� �{ 1��
K要求{��时等号成立�但是K{�

y�� ��1��K这是不可能的�也就是说使等号成立的{不存
在K上式解法是错误的�
正确解法一M

设 y�� ���{1��

下面证明z�{��{
在{��P�K��J上是增函数�

设{�`�{�1��K

z��z��{���{��
I{���{�

J

�I{��{�J�I�{��
�
{�
J

� �
{�ð{�

I{��{�JI{�{���J�

�{��{�`��K{�{���`��K

�z��z�`���

�z�{��{
在{��P�K��J是增函数�

当{��即y��时Kz有最小值�最小值是znjo������
�
�

正确解法二M

由z�{��{��
I{1��J

得{��z{������������I{1��J
因两根之积为�K显然方程只有一个不小于�的实数根�
令gI{J�{��z{��
则有gI�J����z��0��

�z1���

�z的最小值为��
I此时{��Ky��J

说明M当不能满足使用均值不等式条件�能等�时K应考虑应
用函数的单调性或其他方法求最值�为此还应记住下面结

论M求函数z�by �cy
Ib`��Kc`��Ky��PdK��JKd`��J的最

小值��若d0� b�c K这时y� b�c ��PdK��JK那么Kznjo�
��bc��若d`� b�c K这时K因 b�c �PdK��JKy不可能取
b�c K只有根据函数单调性解之�先证明y��PdK��J时z

�by �cy
是递增函数K当y�d时Kznjo�bd �cd�

P例�Q甲Ð乙两地相距t千米K汽车从甲地匀速行驶到乙地K速度
不得超过d千米L时K已知汽车每小时的运输成本I以元为单
位J由可变部分和固定部分组成M可变部分与速度wI千米L

时J的平方成正比K比例系数为cN固定部分为b元�
I�J把全程运输成本zI元J表示为速度wI千米L时J的函数K
并指出这个函数的定义域N
I�J为了使全程运输成本最小K汽车应以多大速度行驶�
解MI�J依题意K汽车从甲地匀速行驶到乙地所用的时间为

t
w
K全程运输成本为

z�bðtw �cw
�ðt
w �t

Ib
w �cw

J故所求函数及其定义域为

z�tIbw �cw
JKw��I�KdQ

I�J依题意K知tÐbÐcÐw都为正数K故有tIbw �cw
J1�� �t bcK

当且仅当b
w �cw

即w� b�c 时K上式中等号成立�
若 b�c 0�dK则当w� b�c 时K全程运输成本z最小M
若 b�c `�dK当w��I�KdQ时K有
tIbw �cw

J�tIbd �cd
J�tðPbI�w�

�
d
J�cIw�dJQ

�twd
Id�wJIb�cdwJ

因为d�w1��K且b`�cd�K故b�cdw`�b�cd�`��K

所以tIbw �cw
J1�tIbd �cd

JK当且仅当w�d时等号成立K也

即w�d时K全程运输成本z最小�

综上知K为使全程运输成本z最小K当 b�c 0�d时K行驶速度
应为w� b�c N当 b�c `�d时K行驶速度应为w�d�
说明M抓住基本关系M全程成本�每小时成本y时间K成本�
可变成本�固定成本K求最值时要注意变量的定义域�

����设yKz��SK且y�z��K则�y��z 的最小值是 I����J�

B�������C��� �����D��� �����E� ��� �
����已知My`��Kz`��K且mhy�mhz��K那么mhyðmhz的最大值
是 I����J��������������������

B������ C������� D������� E��

����函数gIyJ��y���y���
K当y� 时K函数gIyJ有最

值是 �

����已知MyÐz��I�K��JK且mph�y�mph�z��K则�y�
�
z
的最

值是 �

����求函数z�
Iy��JIy��J
y��

Iy`���J的最值�

�
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����已知函数的解析式z��y��y
K

I�J若y`��K当y� 时K函数有最 值 �

I�J若y��I�K��
QK函数在这个区间上单调 K当y�

时K函数有最 值 �
I�J若y��P�K��JK函数在这个区间上单调 K当y�
时K函数有最 值 �

����函数z�tjoy�tjo
�
y
Ky��I�K��

QK当y� 时K函数有

最 值 �
����如果圆柱轴截面的周长为定值mK那么圆柱体积的最大值
是 �

����函数z�uboy�ubo
�
y
Ky��P��

K�
�
JK当y� 时K函数

有最小值 �
����在>�BCD中KBÐCÐD分别是bÐcÐd边所对的角K若bÐcÐd
成等差数列K求C的范围�

����已知Mb`�c`��K求b
�c�b�c�����
bc�c�

的最小值�

图���

����如图���K为处理含有某种杂质的污
水K要制造一底宽为�米的长方体无盖
沉淀箱�污水从B 孔流入K经沉淀后从

C孔流出K设箱体长度为b米K高为c
米K已知流出的水中该杂质的质量分数
与bÐc乘积bc成反比�现有制箱材料��平方米K问当bÐc
各为多少米时K经沉淀后流出的水中该杂质的质量分数最
小�IBÐC孔的面积忽略不计J I����年ð全国J

��可化归为应用均值不等式求最值的问题�化归方法M分离
系数Ð变量替换I注意替换后变量的取值范围J�
��连续两次使用均值不等式求最值时K应注意两次�能等�
必须一致K否则不可�

��函数z�by �cy
Iy`��Kb`��Kc`��J在y��I�K b�c Q上单

调递减K在y��P b�c K��J上单调递增�

不等式的性质、算术平均数与几何平均数习题课

��实数的运算性质与大小之间的顺序关系

b�c`��k�������
b�c��k�������
b�c_��k�������
运用它可以比较两个数的大小�步骤是M�作差K�变形K�判
断差的符号�

��不等式的性质有M
定理�Mb`�ck�������
定理�Mb`�cKc`�dn�������或d_�cKc_�bn�������
定理�Mb`�ck�������������
推论Mb`�cKd`�en�������������
常用结论Mb`�cKd`�en�b�e`�c�d或d�c`�e�b�
定理�Mb`�cKd`��n���������

b`�cKd_��n���������

推论�Mb`�c`��Kd`�e`��n���������

常用结论Mb`�c`��Kd`�e`��n�be `�
c
d
或d
c `�

e
b

推论�与定理�Mb`�c`��K

T正有理数n���������

常用结论Mbðc`��Kb`�cn��b_�
�
c

��b��c�1��bc及变形b
��c�
� 1�Ib�c�

J�I当且仅当b�c时取

等号J�

��b�c� 1��bcI条件Mb`��Kc`��K当且仅当b�c时取等号JK其

中����������为bÐc算术平均数K��������为bÐc的几何平
均数�

��利用b�c� 1��bc求最值时K需满足三条K������������������

�������������������

�



��熟记z�by �cy
Ib`��Kc`��Ky`��J的单调性��y��I�K

b�c Q时函数��������K�当y��P b�c K��J时K函数
���������会利用它的单调性求最值�

��应用两个正数的算术平均数与几何平均数的定理解决这类应
用题时注意MI�J理解题意Ð设变量Ð定函数�I�J建立函数关系
式�I�J在定义域内求最值�I�J写出正确答案�

P例�Q求证 b��c� �� c��d� �� d��b� �1���Ib�c�dJ�
证明M�b��c�1��bc
��Ib��c�J1�b��c���bc

� b��c� �1����b�b�cb�1�
��
�
Ib�cJ

同理M c��d� �1����Ic�dJ

b��d� �1����Ib�dJ

三式相加K得 b��c� �� c��d� �� b��d� �1���Ib�c�dJ

说明Mb��c�1�
Ib�cJ�
�
也是常用不等式K请记住此不等式的

结构特点及导出办法�
P例�Q已知实数bÐcÐdÐe满足b�c��Kd�e��K求Ib�dJ��Ic
�eJ� 的最小值�
错解MIb�dJ��Ic�eJ�

�b��c���bd�c��e���ce
�Ib��e�J�Ic��d�J��bd��ce
1��be��cd��bd��ce
��Ib�cJId�eJ���
当且仅当b�e且c�d时取等号�
错因M两次用不等式求最值时K等号要同时取到K若b�e且

c�dK则b�c�d�eK与已知b�c��Kd�e��矛盾�不可能
同时有b�e且c�d�
正确解法M令b�d�nKc�e�oK
则n�o�b�d�c�e���

Ib�dJ��Ic�eJ��n��o�1�
In�oJ�
�

���
�

����
I当且仅当n�oK即b�d�c�e��时取等号J

�Ib�dJ��Ic�eJ� 的最小值是���
说明M使用不等式求最值要注意其条件K特别是�能否相等�K
尽量减少确定�等号�成立的次数�

P例�Q设bÐcÐd��S�K求证Mc
�d��d�b��b�c�
b�c�d 1�bcd

证明Mc
�d��d�b��b�c�
b�c�d

�c
�d��d�b��c�d��b�c��d�b��b�c�

�Ib�c�dJ 1�

�bcd���bdc���cdb�
�Ib�c�dJ �bcd

说明MI�J由
y1�{I{`��J

z1�R {
并不能得到y

z1��

I�J对于c�d��d�b��b�c�1�b�cd�bc�d�bcd� 的证明K可联
想到y��z��{�1�yz�z{�{y的证明�

����求函数z tjo�
����tjo���
��tjo�

的值域�

有人给出下列解法K请判断正Ð误�若不正确K应指出原因K
并给出正确解法�

����三个负数bÐcÐd成等差数列K又bÐeÐd成等比数列K且b-�
dK试比较c与e的大小�
判断下列解法K是否有错误K若有错误K指出原因K并给出正
确解法�

����求函数gIyJ�tjoyðdpt�yI�_�y_���
J的最大值�

����当�_�y_��KbÐc为正常数时K求Mz�b
�

y�
c�
��y
的最小值�

����设yÐzÐ{均为正实数K且y�z�{��

求证M�
y�

�
z�

�
{1���

����设bÐc��S�KbKc为常数KyKz为正变数K且by �
c
z ��

K求M

y�z的最小值�

����证明b��c�1��bc下面的几种变形I并记住任何一个公式
的等价变形也很重要J
I�Jb��c�1��b�bcb�1���bc

I�Jb��c�1���
Ib�cJ�

I�JIb�cJ�1��bc

I�Jb�cc 1�b�cb
Ibc`��J

I�Jb
�

c1��b�c
Ic`��J

I�Jb
��c�
� 1�Ib�c�

J�

��



����若yKz��SK求证�y���z�1�yzIy�zJ� ����求函数z� ��� y� y� ����的最值�

������不等式的证明

6�第一课时

比较法是证明不等式的一种最重要Ð最基本的方法K要求学
生熟练掌握�

����作差比较法证明不等式的步骤是M�������������������作
差是依据K变形是手段K判断差的符号才是目的�常用的变形方
法有M配方法Ð通分法Ð因式分解法等�有时把差变形为常数Ð或
变形为常数与几何数的平方和的形式K或变形为几个因式积的
形式等�总之K变形到����������������即可�

P例�Q求证MI�Jy���`��y
I�Jb��c�1��Ib�c��J
I�J若b`�c`�dK则cd��db��bc�_�c�d�d�b�b�c�
证明MI�Jy�����y�Iy��J���`��
�y���`��y
I�Jb��c���Ib�c��J�Ib��J��Ic��J�1��
�b��c�`��Ib�c��J
I�Jcd��db��bc��Ic�d�d�b�b�cJ

�Icd��d�bJ�Idb��c�dJ�Ibc��b�cJ

�d�Ic�bJ�dIb�cJIb�cJ�bcIc�bJ

�Ic�bJId��bd�cd�bcJ

�Ic�bJId�bJId�cJ

�b`�c`�dK

�c�b_��Kd�b_��Kd�c_���
�Ic�bJId�bJId�cJ_��
�cd��db��bc�_�c�d�d�b�b�c
说明M用比较法证明不等式K取差后K要注意因式分解或配
方K以判断差的符号�

P例�Q已知bÐc��S�K求证bbcc1�IbcJ
b�c
� �

证明Mb
bðcc

IbcJ
b�c
�
�b

b�c
� ðc

c�b
� �Ibc

Jb�c�

若b`�c`��则cb`��
Kb�c
� `��故Icb

Jb�c� `��

若c`�b`��K则�_�bc _��
Kb�c
� _��K故Icb

Jb�c� `��

若c�b`��K则Ibc
Jb�c� ��

综上bbðcc1�IbcJ
b�c
�

说明M�当欲证不等式两端是乘积形式或幂指数不等式时K
常用取商比较法��作商比较法证明不等式的步骤是M判断
符号Ð作商Ð变形Ð判断与�的大小�

P例�Q某商品计划两次提价K有甲Ð乙两种方案K其中q`�r`���

次方 案
第一次提价 第二次提价

甲 q� r�

乙 �
�
Iq�rJ� �

�
Iq�rJ�

经过两次提价后K哪种方案提价幅度大？
解M设商品原价为bK按甲Ð乙方案两次提价后价格分别为

O甲ÐO乙K则O甲�bI��q�JI��r�J

O乙�bP����
Iq�rJ�QP����

Iq�rJ�Q

�bI��q�r���
J�

O甲�O乙�bI��q�JI��r�J�bI��q�r���
J�

�bP�� q����
r
����

qr
�������

q�r
����

Iq�rJ�
����

Q

� b
����

I�qr�q��r�J

�� b
����

Iq�rJ�_��

答M乙方案提价比甲方案提价幅度大�
说明M提价幅度应为O甲�b或O乙�bK但IO甲�bJ�IO乙
�bJ�O甲�O乙�

P例�Q求证M�y���1�y�I�y��J�
证明M�y����y�I�y��J��y���y����y�

�Iy��JI�y��y��J�Iy��J�I�y���y��J

�Iy��J�P�Iy���
J����

Q1�

��

�

y���1�y�I�y��J�
说明M利用作差法以及因式分解因式得
�Iy��JI�y��y��J�后尚不能判断K因此应继续进行变
形N对于�y���y��除上解法外K还可M�y���y���y��
Iy��J�1���

����已知bÐcÐd��SK那么K下列命题正确的是 I����J����

B�b`�cn�bd�`�cd�

C�bd `�
c
d n�b`�c

��





6�第二课时

理解综合法证明不等式的逻辑关系�学会用综合法证明不
等式�

��利用某些������������������和������������K推导出所要
证明的不等式成立K这种证明方法叫做综合法�其逻辑关系
是M

Bn�C�n�C�n�C�n��n�Co��n�Con�C
I已知JI逐步推演不等式成立的必要条件JI结论J
其思路是�由因导果��即从�已知�K推出已知的�性质�K从而
逐步推向�未知��

��常用已证过的不等式M

����b�1��Ib��SJ

����b�bb�1��Ib��SJ

����b��c�1��bcIbKc��SJ它的变形有M

b��c�1��b�bcb�1���bc

b��c�1���
Ib�cJ���Ib�cJ�1��bc

b��c�
� 1�Ib�c�

J�

当bc`��时Kb�cc 1�b�cb

当c`��时Kb
�

c1��b�c

����b�c� 1��bcIb`��Kc`��J及其变形�b��c
�c

1��b��c
�b

c
b�

b
c1����

Ibc`��J��cb�
b
c0�����

Ibc_��J

说明M不必死记公式变形K但应敢于对公式进行等价变形K善
于应用变形证明不等式�

P例�Q已知bÐcÐdÐe��S�K
求证MIbc�deJIbd�ceJ1��bcde�

选题意图M考查公式b�c1���bcIb`��Kc`��J的变式应用
及连续几个应用的条件�
证明M�bKcKdKe均大于零

�bc�de� 1��bcde`�� �

��bd�ce� 1��bdce`�� �

���
Ibc�deJIbd�ceJ1�bcde �

�中要求当且仅当bc�de时取等号

�中要求当且仅当bd�ce时取等号

�中要求��中等号同时成立即b�e且d�c时取等号

�Ibc�deJIbd�ceJ1��bcde
说明M此题用作差法证明较困难�

P例�Q求证Mbd�ce0� b��c� �ð d��e� �

证明M� b��c� �ð d��e� �

� Ib��c�JðId��e�� J

� b�d��c�e��Ib�e��c�d�� J

1� b�d��c�e���� bcde

� Ibd�ceJ� ��b�bd�ceb�
1�bd�ce

�bd�ce0� b��c� �ð d��e� �

说明M从不等式两边运算结构看K右边应先乘开再利用不等
式进行缩小�

P例�Q已知bÐcÐd��S�且b�c�d���求证M

I�JI�b��
JI�
c��

JI�
d��

J1��

I�J�b�
�
c�

�
d1���

证明MI�JI�b��
JI�
c��

JI�
d��

J

�
Ic�dJIb�dJIb�cJ

bcd

1���cd
ð��bdð��bc
bcd ��bcdbcd��

�不等式成立�
I�J���b�c�d

��b�
�
c�

�
d

��ðI�b�
�
c�

�
d
J

�Ib�c�dJI�b�
�
c�

�
d
J

1��
�
�bcdð�

�
��bcd���

�不等式成立
说明MI�J用综合法证明不等式时K要注意公式应用的条件及
等号成立的条件K这是一种由因索果的证明�I�J当b�c�d
��时K常常使用��b�c�d的代换�

����设�_�b_�cKb�c��K下列不等式正确的是 I����J���

B�c_��bc_� b��c� �_�b��c�

C��bc_�c_�b��c�_� b��c� �

D��bc_�b��c�_�c_� b��c� �

E��bc_�b��c�_� b��c� �_�c

����函数z����y���y
Iy`��J的最大值是 I����J����

B��������C��������D��������E��
����在横线上填写恰当的符号I`�K_�K1�K0�J

I�J若bÐcÐd是不全相等的正数K那么KIb�cJIc�dJId�bJ

�bcdNb�c� �d bc��bd��cdN

I�J当y`��时K���y��y ���� �N当�_��_���
时K

tjo��tjo
�
� ��

��



����已知bÐcÐd��SN
求证Mc�d��d�b��b�c�1�bcdIb�c�dJ�

����下列函数中最小值是�的是 I����J���������

B�z�y��y

C�z�ubo��dpu�K���I�K��
J

D�z�tjo��dtd�K���I�K��
J

E�z� y�� ��� �
y�� ��

����若bÐcÐd��S�K且b�c�d��K那么�b�
�
c�

�
d
有最小值

I����J����������������������

B��������C����������D��������E��

����某市用��辆汽车往灾区运送一批救灾物资K假设以w公
里L小时的速度直达灾区�已知某市到灾区公路线长���公

里K为安全需要两汽车间距不得小于Iw
��
J� 公里�那么K这

批物资全部到达灾区的最短时间是 I����J������

B�����
小时����������C���小时

D��小时 E���小时

����已知b`�c`�d`��K则下列不等式成立的是 I����J���

B��b�c�
�
c�d`�

�
b�d

C��b�c�
�
c�d_�

�
b�d

D��b�c�
�
c�d1�

�
b�d

I可取等号J

E��b�c�
�
c�d0�

�
b�d

I可取等号J

����已知bÐcÐd��S�K求证Mc�db �d�bc �b�cd 1��

�����已知bKc为正常数K且b-�cKyÐz为正变数K且by �
c
z �

�K求y�z的最小值��下面的解法对吗？若不对K说出原
因K并给出正确解法�

����已知MbÐcÐd��S�K求证M�b�
�
c�

�
d1�

�
�bc

� �
�cd
� �
�bd
�

����已知b`��Kc`��Kd`��且bcd��K

求证MI��bJI��cJI��dJ`� �� ��

����已知Mb`��Kc`��Kd`��K求证Mb��c��d�1��bcd�

�����设bÐcÐd均为正数K求证MIb�c�dJI�b�c�
�
d
J1���

�����综合法是指从已证不等式和问题的已知条件出发K借助
不等式的性质和有关定理K经过逐步的逻辑推理K最后达到特征
结论或需求问题K其特点以�已知�看�可知�K逐步推向�未知��

�在应用已证过的不等式时K应注意变形使用和变式使用

U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�U�
�

6�第三课时

理解分析法证明不等式的逻辑关系K学会用分析法解决数
学问题�

��从求证的不等式出发K分析使这个不等式成立的充分条件K把
证明不等式转化为判定这些��������是否具备的问题K如果
能肯定这些��������都已具备K那么就可以判定原不等式成
立K这种证明方法叫做分析法�

��使用分析法证明不等式K在分析推理时K要学会正确使用连接
有关步骤的关键词K如M�为了证明�Ð�只需证明�等�

��若条件为BK要证明的结论为CK用分析法证明的逻辑关系
是MCr�C�r�C�r��r�Cor�B
I结论JI步步寻求不等式成立的充分条件JI已知J

P例�Q求证M� ���� �_� ��� ��

证法一M为了证明� ���� �_� ��� �

� �� ��� �`��K ��� �`��

�只需证明I� ���� �J�_�I ��� �J�

展开得 ����� �_� ����� �

只需证 �� �_� �� �
只需证�_��

��
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