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内 容 提 要

本书是上海市普通高校重点课程建设项目，共分８章，每章分四部分：内容要
点、典型例题分析、自测题和提高题（均附答案或提示）。书后还附有《高等数学》
上、下两学期的模拟试题和提高试题，供读者进行学期总复习。
本书可作为财经、管理类及相关专业一年级大学生学习《高等数学》的辅助教

材，也可供讲授该课程的教师教学时参考。
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编 者 的 话

在高等院校中，对财经、管理类等专业普遍开设的以微积分为主体
内容的高等数学课程，在高等教育中有着基础的、重要的地位。这门课
程对刚跨入大学的学生而言，需要一段不短的适应过程，为了帮助他们
学好高等数学，缩短适应过程，上海杉达学院任教该课程的老师们，积
数十年的教学经验，编写了这本《高等数学学习辅导》教材，该教材可与
一般的高等数学教材相配套。
本书的书名定为《高等数学学习辅导》，表明本书着眼于辅导学生

如何学好高等数学课程。为此，本书的内容作如下安排。
首先，每章给出的“内容要点”，不是重复叙述教材中的内容，而是

对学生必须掌握的基本概念、基本理论和基本方法给出说明，加以归
纳、总结提高，对初学者起到解疑释难的效果，就有可能“纲举目张”，顺
利地抵达彼岸。
第二，每章给出“典型例题分析”，选择例题的原则着眼于基本的知

识点，而不是偏题、难题；着眼于解题分析，而不是过分强调技巧。使学
生通过对一些基本的、典型的和有一定灵活性的例题的学习，以提高自
己解答各类问题的能力，更好地掌握所学的知识，从而使数学学习进入
良性循环的轨道。
第三，每章都编写了“自测题”，以帮助学生检查对本章基本知识的

掌握程度，起到复习的效果。
第四，每章都给出了一定数量的“提高题”，其目的是让学有余力的

学生及有志报考研究生的学生选做。从中可发现自己还有哪些基本内
容掌握得不够，促使他们进一步深入和提高。
书末还附有《高等数学》（上、下）模拟试题和提高试题，以帮助学生

检验自己对知识整体掌握的程度和提高综合运用知识的能力。
参加本书编写的有孙薇荣教授，陈慧玉、吴亚东、卢启兴、尤绍经、
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张忆等副教授；另外张修梅、周晶华、邹富老师也参加了本书的讨论和
编写工作。全书由孙薇荣、陈慧玉统稿。本书列入上海杉达学院高等
数学教研室承担的上海市普通高校重点课程建设项目。在此衷心感谢
给予本书编写和出版以种种帮助的上海市教委，上海杉达学院校长、教
务处领导及上海交通大学出版社的领导和编辑。
本书主要适合于财经、管理等专业的本科学生，对成人教育和参加

自学考试的学生也可作为学习辅导书。
由于编者水平和经验所限，本书不妥之处在所难免，恳请读者批评

指正。

编　者
２００６年８月
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１．１　内容要点

（１）函数

１）函数的概念
理解函数的概念，会求函数的定义域和函数值．
【注意】　① 函数的实质是从数集Ｘ到数集Ｙ的映射ｆ，也就是从

定义域Ｘ到值域Ｙ的对应规则ｆ．ｆ（ｘ）表示函数ｆ在点ｘ的函数值；
在微积分中，为省略起见，简单地把函数记为ｆ（ｘ），或ｙ＝ｆ（ｘ）．

② 决定函数的两个要素：函数的定义域Ｘ和对应规则ｆ．因此两
个函数只要定义域和对应规则都相同，这两个函数就是相同的函数，与
它们的自变量和因变量取什么记号无关．
２）函数的性质
了解函数的奇偶性、增减性、周期性和有界性．
【注意】　① 具有奇偶性的函数，其定义域必须对称于原点．奇函

数的图像关于原点对称，偶函数的图像关于ｙ轴对称．
② 周期函数的周期通常指的是最小正周期．但并不是每一个周期

函数都有最小正周期，例如常值函数．
③ 函数的有界性和增减性是相对于包含在其定义域内的区间而

言的．例如，ｙ＝１ｘ
在（０，１）上无界，而在［１，２］上是有界的；ｙ＝ｘ２ 在

（－１，１）上不是单调函数，而在（－１，０）上是单调减函数．
３）反函数与复合函数
【注意】　① 严格单调增（或减）的函数ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｘ（值域为
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Ｙ），一定存在严格单调增（或减）的反函数ｘ＝ｆ－１（ｙ）（ｙ∈Ｙ）．ｙ＝
ｆ（ｘ）与ｘ＝ｆ－１（ｙ）的图像是相同的．若将反函数ｘ＝ｆ－１（ｙ）的变量改
写为ｙ＝ｆ－１（ｘ）（ｘ∈Ｙ），则ｙ＝ｆ（ｘ）与ｙ＝ｆ－１（ｘ）的图像关于直线

ｙ＝ｘ对称．
② 两个函数能够组成复合函数是有条件的，即当函数ｙ＝ｆ（ｘ）的

定义域Ｄ（ｆ）与ｕ＝ｇ（ｘ）的值域Ｚ（ｇ）满足：Ｄ（ｆ）∩Ｚ（ｇ）≠时，ｆ与

ｇ可以构成复合函数ｙ＝ｆ（ｇ（ｘ））．
③ 要求学生会将一个复合函数分解成几个简单函数（由基本初等

函数及它们的四则运算表示）的复合．
４）基本初等函数
熟悉基本初等函数及其图像、性质，了解初等函数的概念，会对分

段函数进行讨论．
５）经济函数
了解成本函数、收益函数、利润函数、需求函数及供给函数等，并知

道它们在经济学中的含意．

（２）极限

１）极限的概念
逐步理解数列极限、函数极限的定义．
【注意】　① 极限ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ与ｆ（ｘ）在点ｘ０是否有定义无关．

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ的充要条件是ｆ（ｘ０－０）＝ｆ（ｘ０＋０）＝Ａ．

② 极限中εＮ，εδ及εＸ 的定义，通常用于极限性质的证明和推
理过程，主要不是用于求极限．

③ 数列｛ｙｎ｝可以看成有序整标函数ｙｎ＝ｆ（ｎ）（ｎ＝１，２，…），因此
它可视为函数ｙ＝ｆ（ｘ），当ｘ取自然数ｎ的特殊情形．可以证明：若

ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）＝Ａ，则ｌｉｍ
ｎ→∞
ｙｎ＝Ａ，但反之不然．例如ｆ（ｘ）＝ｓｉｎπｘ，显然

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆ（ｎ）＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｓｉｎｎπ＝０，而ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｓｉｎπｘ却不存在，因为

ｓｉｎπｘ在［－１，１］中振荡．
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２）极限的性质
若数列极限ｌｉｍ

ｎ→∞
ａｎ＝ａ存在，则数列｛ａｎ｝有界，即｜ａｎ｜≤Ｍ；若函数

极限ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ，ｌｉｍ

ｘ→∞
ｆ（ｘ）＝Ａ存在，则ｆ（ｘ）具有局部有界性．数列

极限和函数极限都具有局部的保号性．
３）无穷小量与无穷大量
掌握无穷小量的定义、性质及两个无穷小量的比较；无穷大量的定

义、无穷大量与无穷小量的关系．
【注意】　① 无穷小量不是很小很小的常量，而是在自变量的某个

变化过程中以零为极限的变量．
② 无穷大量不是很大很大的常量，而是在自变量某个变化过程中其

绝对值无穷增大的变量，并用ｌｉｍｆ（ｘ）＝∞，＋∞，－∞表示，∞，±∞仅
是一个记号，不是数，它仍表明极限不存在，因此不能参与极限的运算．
４）极限的四则运算
熟悉极限的四则运算法则，会求未定式的极限．
【注意】　① 极限的四则运算法则要求参与运算的函数都有极限，

且分母的极限不为零．
② 对求某些不能直接利用四则运算法则的函数极限，可采用下述

方法化简后再用四则运算法则求极限：
（ａ）用因式分解、无理根式有理化方法消去分子和分母中的零因式；
（ｂ）用同除以分子、分母最高次方消除“∞因子”；
（ｃ）利用无穷大量与无穷小量的关系；
（ｄ）利用无穷小量与有界量的乘积仍为无穷小量．
５）极限的证明

① 利用分析定义验证极限．
② 利用“夹逼定理”、“单调有界数列必有极限”的极限存在准则证

明极限存在．

（３）连续

１）函数在一点连续的概念
理解函数ｆ（ｘ）在点ｘ０连续及左、右连续的概念．
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【注意】　① 函数ｆ（ｘ）在点ｘ０处连续有两个等价定义：
（ａ）ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ０），即ｆ（ｘ０－０）＝ｆ（ｘ０＋０）＝ｆ（ｘ０）；

（ｂ）ｌｉｍ
Δｘ→０
Δｙ＝ｌｉｍ

Δｘ→０
［ｆ（ｘ０＋Δｘ）－ｆ（ｘ０）］＝０．

通常用定义ａ讨论ｆ（ｘ）在某指定点ｘ０处的连续性，尤其是ｆ（ｘ）
为分段函数的情形；而定义ｂ常用于讨论ｆ（ｘ）在任意指定点ｘ０处的
连续性．

② 函数ｆ（ｘ）在点ｘ０处连续，必须要求ｆ（ｘ）在点ｘ０及其邻域内
有定义，且ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）存在并等于函数值ｆ（ｘ０）．

２）初等函数的连续性
要求读者掌握“一切初等函数在其定义的区间内连续”这一重要结

论，因此对于分段函数的连续性讨论主要考察函数在分界点的连续性．
３）间断点及其分类
【注意】　① 根据函数ｆ（ｘ）在点ｘ０ 的左、右极限ｆ（ｘ０－０）和

ｆ（ｘ０＋０）存在与否来区分两类间断点：若ｆ（ｘ０－０），ｆ（ｘ０＋０）都存在
的间断点为第一类间断点（可去或跳跃间断点）；若ｆ（ｘ０－０），

ｆ（ｘ０＋０）至少有一个不存在的间断点为第二类间断点（如无穷间断
点、振荡间断点等）．

② 分段函数在分界点处根据函数在一点连续的定义来判断是否
为间断点，在非分界点处看是否有定义来判定其连续性．
４）闭区间上连续函数的性质
理解有界性定理、最值定理、介值定理（包括零点定理）．

（４）极限计算方法小结

① 极限的四则运算法则．
② 变量代换．

③ 利用两个重要极限：ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ
ｘ ＝１，

ｌｉｍ
ｘ→∞

１＋１（ ）ｘ
ｘ

＝ｅ或ｌｉｍ
ｘ→０
（１＋ｘ）

１
ｘ＝ｅ．
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④ 利用初等函数的连续性及ｌｉｍｆ（φ（ｘ））＝ｆ（ｌｉｍφ（ｘ））．
⑤ 利用左极限、右极限相等来确定分段函数在分界点处的极限．
⑥ 利用等价无穷小量的代换．
【注意】　① 当ｘ→０时，ｓｉｎｘ～ｘ，ｔａｎｘ～ｘ，ｌｎ（１＋ｘ）～ｘ，ｅｘ－１～

ｘ，１－ｃｏｓｘ～ｘ
２

２
，ｎ１＋槡 ｘ－１～ｘｎ

等．这些等价式中的ｘ换为中间变量

ｕ，当ｕ为无穷小量时亦成立．
② 做乘除运算时尽量用等价无穷小量代换，使之简化；做加减运

算时一般不能用等价无穷小量代换，以免出错．

１．２　典型例题分析

例１　填空题

① 已知ｆ（ｘ）的定义域是［２，３］，则ｆ（９－ｘ槡 ２）的定义域是

．

解　设ｕ＝ ９－ｘ槡 ２，ｆ（ｕ）的定义域为２≤ｕ≤３，则ｆ（９－ｘ槡 ２）的

定义域为２≤ ９－ｘ槡 ２≤３，即 槡－５≤ｘ≤槡５．

② 已知ｆ（ｘ）＝
ｘ＋１ （ｘ≤０），
ｘ２＋１ （ｘ＞０｛ ）

的反函数为φ（ｘ），则φ（２）＝

．
解　当ｘ≤０时，ｙ＝ｘ＋１，ｘ＝ｙ－１，ｙ≤１．
当ｘ＞０时，ｙ＝ｘ２＋１，ｘ＝ ｙ槡 －１，ｙ＞１．

所以，ｆ－１（ｘ）＝φ（ｘ）＝
ｘ－１ （ｘ≤１），

ｘ槡 －１ （ｘ＞１
烅
烄

烆 ）φ
（２） 槡＝ ２－１＝１．

③ 已知ｘ→０时，（１＋ｋｘ２）
１
３－１与ｌｎ（１＋ｘ２）是等价无穷小量，则

ｋ＝ ．

解　因ｌｉｍ
ｘ→０

（１＋ｋｘ２）
１
３－１

ｌｎ（１＋ｘ２）

（１＋ｋｘ２）
１
３－１～１３ｋｘ

２

ｌｎ（１＋ｘ２）～ｘ
２ ｌｉｍ

ｘ→０

１
３ｋｘ

２

ｘ２ ＝ｋ３＝１
，
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故ｋ＝３．

④ 设ｆ（ｘ）＝

ａ＋ｅ
１
ｘ （ｘ＜０），

ｂ－１ （ｘ＝０），
ａｒｃｓｉｎ２ｘ
ｘ

（ｘ＞０
烅

烄

烆 ）

在ｘ＝０连续，则ａ＝ ，

ｂ＝ ．

解　由连续定义知ｌｉｍ
ｘ→０－

（ａ＋ｅ
１
ｘ）＝ａ，ｌｉｍ

ｘ→０＋

ａｒｃｓｉｎ２ｘ
ｘ

ｔ＝ａｒｃｓｉｎ２


ｘ

ｌｉｍ
ｔ→０

ｔ
ｓｉｎｔ＝２ｌｉｍｘ→０＋

１
ｓｉｎｔ
ｔ
＝２，ｆ（０）＝ｂ－１，ａ＝２＝ｂ－１，所以

ａ＝２，
ｂ＝３｛ ．

例２　单项选择题

① 已知等式ｆ（ｘ＋ｙ）＝ｆ（ｘ）＋ｆ（ｙ）对全体实数成立，则ｆ（ｘ）是
（　）．

（Ａ）奇函数 （Ｂ）偶函数
（Ｃ）既奇又偶 （Ｄ）非奇非偶
解　令ｘ＝０，得ｆ（０）＝ｆ（０）＋ｆ（０）＝２ｆ（０），因此ｆ（０）＝０．
　　令ｙ＝－ｘ，得ｆ（０）＝ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ），则ｆ（－ｘ）＝－ｆ（ｘ），

即ｆ（ｘ）是奇函数，所以应选择Ａ．

② 已知ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ
ｆ（３ｘ）＝２

，则ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（－２ｘ）
ｘ ＝（　）．

（Ａ）１３
（Ｂ）－１３

（Ｃ）４３
（Ｄ）－４３

解　ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（－２ｘ）
ｘ

－２ｘ＝３


ｔ
ｌｉｍ
ｔ→０

ｆ（３ｔ）

－３２ｔ
＝－２３ｌｉｍｔ→０

１
ｔ

ｆ（３ｔ）
＝－１３

，

所以应选择Ｂ．
③ 当ｘ→０时，ｅｘ

２
－１是比ｘｋ 高阶的无穷小量，则ｋ必须满足

（　）．
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（Ａ）ｋ＜２ （Ｂ）ｋ＞２
（Ｃ）０＜ｋ＜２ （Ｄ）ｋ＞０

解　ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘ
２
－１
ｘｋ

ｅｘ２－１～ｘ


２

ｌｉｍ
ｘ→０
ｘ２－ｋ＝０，故ｋ＜２．

但是，当ｋ＞０时，ｘｋ为无穷小量，故０＜ｋ＜２．所以应选择Ｃ．

④ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘ２ｎ
１＋ｘ２ｎ
等于（　）．

（Ａ）０ （Ｂ）１２
（Ｃ）１ （Ｄ）以上答案都错

解　因ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘ２ｎ
１＋ｘ２ｎ＝

０ （｜ｘ｜＜１），
１
２

（｜ｘ｜＝１），

１ （｜ｘ｜＞１

烅

烄

烆 ）

故应选择Ｄ．

例３　设ｆ（ｘ）＝ ｌｇ３ｘ－ｘ
２

槡 ２ ．求：①ｆ（ｘ）的定义域；②ｆ（ｌｎｘ）

的定义域．

解　① 因
ｌｇ３ｘ－ｘ

２

２ ≥０，

３ｘ－ｘ２
２ ＞

烅

烄

烆 ０
即

３ｘ－ｘ２
２ ≥１，

３ｘ－ｘ２
２ ＞０

烅

烄

烆
，

解得　１≤ｘ≤２，故ｆ（ｘ）的定义域为［１，２］．
② 由题①的结果得１≤ｘ≤２，现１≤ｌｎｘ≤２，ｅ≤ｘ≤ｅ２，所以

ｆ（ｌｎｘ）的定义域为［ｅ，ｅ２］．
例４　设ｆ（ｅｘ）＝ｓｉｎｘ，求ｆ（ｘ）及其定义域．
解　设ｕ＝ｅｘ，得ｘ＝ｌｎｕ，所以ｆ（ｕ）＝ｓｉｎ（ｌｎｕ），即ｆ（ｘ）＝

ｓｉｎ（ｌｎｘ），其定义域为（０，＋∞）．

例５　设ｆ（ｘ）＝ １
１－ｘ

，求ｆ（ｆ（ｘ）），ｆ（ｆ（ｆ（ｘ）））及其定义域．

解　ｆ（ｆ（ｘ））＝ １

１－ １
１－ｘ

＝１－１ｘ　
（ｘ≠０，１）；
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ｆ（ｆ（ｆ（ｘ）））＝ １

１－ １－１（ ）ｘ
＝ｘ　（ｘ≠０，１）．

例６　设ｆ（ｘ）＝
－ｘ２＋１ （ｘ≤０），
ｘ＋１ （ｘ＞０｛ ）

求：①ｆ－１（ｘ）；②ｆ（ｆ（ｘ））．

解　①ｆ（ｘ）在定义域内为单调函数，所以存在反函数ｆ－１（ｘ），且
ｆ－１（ｘ）可由方程ｙ＝ｆ（ｘ）解得．
当ｘ≤０时，ｙ＝－ｘ２＋１，解得ｘ＝－ １－槡 ｙ，且ｙ≤１，即

ｆ－１（ｘ）＝－ １－槡 ｘ，且ｘ≤１；
当ｘ＞０时，ｙ＝ｘ＋１，解得ｘ＝ｙ－１，且ｙ＞１，即
ｆ－１（ｘ）＝ｘ－１，且ｘ＞１；

所以 ｆ－１（ｘ）＝
－ １－槡 ｘ （ｘ≤１），
ｘ－１ （ｘ＞１）

烅
烄

烆 ．
②ｆ（ｆ（ｘ））可直接由ｕ＝ｆ（ｘ）代入ｆ（ｕ）得到，并注意分段函数分

段处理．

ｆ（ｆ（ｘ））＝
－ｆ２（ｘ）＋１ （ｆ（ｘ）≤０），

ｆ（ｘ）＋１ （ｆ（ｘ）＞０）｛ ．
（ａ）当ｆ（ｘ）≤０时：

当ｘ≤０时，ｆ（ｘ）＝－ｘ２＋１≤０，即
ｘ≤０，

｜ｘ｜≥１｛ ，
解得ｘ≤－１．

当ｘ＞０时，ｆ（ｘ）＝ｘ＋１≤０，即
ｘ＞０，
ｘ≤－１｛ ，
解得ｘ∈．

（ｂ）当ｆ（ｘ）＞０时：

当ｘ≤０时，ｆ（ｘ）＝－ｘ２＋１＞０，即
ｘ≤０，

｜ｘ｜＜１｛ ，
解得－１＜ｘ≤０．

当ｘ＞０时，ｆ（ｘ）＝ｘ＋１＞０，即
ｘ＞０，
ｘ＞－１｛ ，
解得ｘ＞０．

综上可得

ｆ（ｆ（ｘ））＝
－（－ｘ２＋１）２＋１ （ｘ≤－１），
（－ｘ２＋１）＋１ （－１＜ｘ≤０），
（－ｘ＋１）＋１ （ｘ＞０

烅
烄

烆 ）
＝
ｘ４－２ｘ２ （ｘ≤－１），
－ｘ２＋２ （－ｋｘ≤０），
－ｘ＋２ （ｘ＞０）
烅
烄

烆 ．
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例７　设ｆ（ｘ）＝
０ （ｘ＜０），
ｘ （ｘ≥０｛ ），ｇ

（ｘ＋１）＝ｘ２＋ｘ＋１．求：ｆ（ｇ

（ｘ））；ｇ（ｆ（ｘ））．
解　设ｘ＋１＝ｔ，得ｇ（ｔ）＝（ｔ－１）２＋（ｔ－１）＋１＝ｔ２－ｔ＋１，

即　ｇ（ｘ）＝ｘ２－ｘ＋１＝ ｘ－（ ）１２
２

＋３４＞０
，

则　ｆ（ｇ（ｘ）＝ｇ（ｘ）＝ｘ２－ｘ＋１，ｘ∈（－∞，＋∞），

ｇ（ｆ（ｘ））＝ｆ２（ｘ）－ｆ（ｘ）＋１＝
１ （ｘ＜０），

ｘ２－ｘ＋１ （ｘ≥０）｛ ．

例８　证明ｆ（ｘ）＝ｓｉｎ１ｘ
为非周期函数．

分析　由周期函数定义知道，若Ｔ为ｆ（ｘ）的周期，则对任意ｘ都
有ｆ（ｘ＋Ｔ）＝ｆ（ｘ），即ｆ（ｘ＋Ｔ）－ｆ（ｘ）＝０．在此式中，可以把Ｔ看做
未知量来解，若解出Ｔ依赖于自变量ｘ或为０，则ｆ（ｘ）为非周期函数．

证　ｆ（ｘ＋Ｔ）－ｆ（ｘ）＝ｓｉｎ １
ｘ＋Ｔ－ｓｉｎ

１
ｘ

＝－２ｓｉｎ Ｔ
２ｘ（ｘ＋Ｔ）ｃｏｓ

２ｘ＋Ｔ
２ｘ（ｘ＋Ｔ）

，

若Ｔ为周期，则应有

ｓｉｎ Ｔ
２ｘ（ｘ＋Ｔ）＝０　

或　ｃｏｓ ２ｘ＋Ｔ
２ｘ（ｘ＋Ｔ）＝０

，

显然，满足上述二式的非零常数Ｔ是不存在的．若ｓｉｎ Ｔ
２ｘ（ｘ＋Ｔ）＝０

，

则 Ｔ
２ｘ（ｘ＋Ｔ）＝ｋπ

（ｋ＝０，±１，…），即Ｔ＝ ２ｋπｘ
２

１－２ｋπｘ
，说明Ｔ随ｘ而改

变．若ｃｏｓ ２ｘ＋Ｔ
２ｘ（ｘ＋Ｔ）＝０

，同样Ｔ随ｘ而改变．所以ｆ（ｘ）＝ｓｉｎ１ｘ
不是

周期函数．

例９　设ｆ（ｘ）＝

ｓｉｎｘ
ｘ－１

（ｘ＜０），

ｅ
１
ｘ （０＜ｘ＜１），

ｘｓｉｎｘ （ｘ＞１）

烅

烄

烆 ．
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求：①ｘ趋于何值，ｆ（ｘ）为无穷小量；②ｘ趋于何值，ｆ（ｘ）为无穷大量．

解　① ｌｉｍ
ｘ→－∞

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→－∞

ｓｉｎｘ
ｘ－１＝０｜ｓｉｎｘ｜≤１

，ｌｉｍ
ｘ→－∞

１
ｘ－１（ ）＝０ ，所

以当ｘ→－∞时，ｆ（ｘ）为无穷小量．

ｌｉｍ
ｘ→０－
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０－

ｓｉｎｘ
ｘ－１＝０

，所以当ｘ→０－时，ｆ（ｘ）也为无穷小量．

ｌｉｍ
ｘ→－ｋπ

ｆ（ｘ）＝０（ｋ＝１，２，…），所以当ｘ→－ｋπ时，ｆ（ｘ）也为无穷

小量；
ｌｉｍ
ｘ→ｋπ
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→ｋπ
ｘｓｉｎｘ＝０（ｋ＝１，２，…），所以当ｘ→ｋπ时，ｆ（ｘ）为

无穷小量．

②ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｅ
１
ｘ＝＋∞，所以当ｘ→０＋时，ｆ（ｘ）为无穷大量．

例１０　讨论ｘ→０时，下列函数极限的存在性：

①ｆ（ｘ）＝｜ｓｉｎｘ｜ｘ
；②ｆ（ｘ）＝ｅ－

１
ｘ；③ｆ（ｘ）＝

２ｘ （ｘ＜０），
ｅｘ－１
ｘ

（ｘ＞０）
烅
烄

烆 ．

解　①ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

ｓｉｎｘ
ｘ ＝１，ｌｉｍ

ｘ→０－
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０－

－ｓｉｎｘ
ｘ ＝－１，所

以极限不存在．

②ｌｉｍ
ｘ→０－
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０－
ｅ－

１
ｘ＝＋∞，所以极限不存在．

③ｌｉｍ
ｘ→０－
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０－
２ｘ＝１，ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

ｅｘ－１
ｘ

ｅｘ－１～


ｘ
ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘ
ｘ＝

１，所以极限存在，且为１．
【注】　由此例可知：①ｆ（ｘ）在一点是否存在极限与它们在该点是

否有定义无关．②当分段函数分界点的两侧的对应规律不同时，判断该
点是否存在极限，需求该点的左、右极限．判断非分段函数在某点处存
在极限，一般不需求左、右极限；但要判断它在某点处不存在极限，需求
该点的左极限或右极限．
例１１　检查下列运算是否正确，若不正确，写出正确运算过程．

①ｌｉｍ
ｘ→∞

ａｒｃｔａｎｘ
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→∞

１
ｘ
·ｌｉｍ
ｘ→∞
ａｒｃｔａｎｘ＝０·ｌｉｍ

ｘ→∞
ａｒｃｔａｎｘ＝０；
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②ｌｉｍ
ｘ→１

１
ｘ－１－

２
ｘ２（ ）－１ ＝ｌｉｍｘ→１

１
ｘ－１－ｌｉｍｘ→１

２
ｘ２－１＝∞－∞＝０

；

③ｌｉｍ
ｘ→２

ｘ２＋１
ｘ２－ｘ－２＝

ｌｉｍ
ｘ→２
（ｘ２＋１）

ｌｉｍ
ｘ→２
（ｘ２－ｘ－２）＝

５
０＝∞

；

④ｌｉｍ
ｘ→０
（１＋ｘ２）

１
ｘ＝［ｌｉｍ

ｘ→０
（１＋ｘ２）］ｌｉｍｘ→０

１
ｘ＝１∞＝１；

⑤ 因　当ｘ→０时，ｔａｎｘ～ｘ，ｓｉｎｘ～ｘ，故

ｌｉｍ
ｘ→０

ｔａｎｘ－ｓｉｎｘ
ｘ３ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｘ－ｘ
ｘ３ ＝０．

解　① 错．当ｘ→∞时，ａｒｃｔａｎｘ极限不存在，不能用乘积法则计

算．正确解法：｜ａｒｃｔａｎｘ｜＜π２
且当ｘ→∞时，１ｘ

为无穷小量，所以

ｌｉｍ
ｘ→∞

ａｒｃｔａｎｘ
ｘ ＝０．

② 错．当ｘ→１时，１ｘ－１
和 ２
ｘ２－１
均无极限，不能用差法则，而且两

个无穷大量之差为“∞－∞”型不定式，其正确解法是先通分再消去零
因子后定值，即

原极限＝ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ＋１－２
ｘ２－１ ＝ｌｉｍｘ→１

１
ｘ＋１＝

１
２．

③ 错．分母极限为０，不能用商法则．若要用商法则，应由

ｌｉｍ
ｘ→２

ｘ２－ｘ－２
ｘ２＋１ ＝

ｌｉｍ
ｘ→２
（ｘ２－ｘ－２）

ｌｉｍ
ｘ→２
（ｘ２＋１） ＝

０
５＝０

，

得出 ｌｉｍ
ｘ→２

ｘ２＋１
ｘ２－ｘ－２＝∞．

④ 错．原极限是幂指函数的极限，应用如下结论计算：若ｌｉｍｆ（ｘ）＝
Ａ＞０，ｌｉｍｇ（ｘ）＝Ｂ，则ｌｉｍ［ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）］＝［ｌｉｍｆ（ｘ）］ｌｉｍｇ（ｘ）．正确的解法：

ｌｉｍ
ｘ→０
（１＋ｘ２）

１
ｘ＝ｌｉｍ

ｘ→０
［（１＋ｘ２）

１
ｘ２］ｘ＝ｌｉｍ

ｘ→０
（１＋ｘ２）

１
ｘ［ ］２ ｌｉｍ

ｘ→０
ｘ＝ｅ０＝１．

⑤ 在有和差形式的极限中不能随意用等价无穷小量代换．正确的
解法：

ｌｉｍ
ｘ→０

ｔａｎｘ－ｓｉｎｘ
ｘ３ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｔａｎｘ（１－ｃｏｓｘ）
ｘ３ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｔａｎｘ
ｘ ｌｉｍ

ｘ→０

１－ｃｏｓｘ
ｘ２
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